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AVERTISSEMENT 

POUR  CETTE  NOUVELLE  ÉDITION. 


La  Gëomëtrie  de  Legendife  asl  eooowy  ?iiia%ré  les 
^  nombreux  traités  qui  ont  paru  sur  œtte  matière^ 

1^  l'ouvrage 'le  plue  geDëràlemetit  suivi  par  lès  profes- 

^  seùrs,  pour  la  préparation  aux  écoles  du  Gouverne^ 

^  ment.  Ce>  yuccas,  qui  date  de  plus  de  quarante  ans^ 

doit  être  attribué  aux  divkions.bten  tranchées  de  rou-> 
^  vrage^.  à  rendialnetneqt  naturel  des  propositions, 

enfin  au  stvle  net  et  concis  de  Vauteur. 

Néanmoins  t^  EJiéments  de  Legendre  présentent: 
des  imperfections: et  qudqnes  lacunes;  aussi  les  pt*o- 
fèssenrs,  'tout  en  suivant  L'ouvrage  dans  son  ensem-» 
ble,  ont^ls  coutume  de  faire  quelques  coupures,  et 
des  additions  assez  nombreuses.  J'ai  donc  cru  Faire 
une  chose  utile  aux  professeurs  et  aux  élèves,  en  in- 
troduisant dans  le  traité  même  de  Legendre  les  mo- 
diBcalions  que  les  progrès  de  l'enseignement  ont 
rendues  nécessaires. 

Mon  intention  était  d'abord,:  pour  conserver  in^ 
tact  le  texte  de  Fauteur,  d'introduire  ces  additions 
sous  là  forme  de  notes^  qui  auraient  été  placées,  soit 
an  bas  de  chaque  page^  sait  à  la  fin  de  chaque  livre; 


n  ^  A^BRTISSBMBHT. 

mais  en  réfléchissant  à  la  difficulté  qu'éprouveraient 
les  élèves  pour  coordonner  les  notes  avec  le  texte, 
surtout  dans  l6S4>i^^e(»  pu  l'ordrf  des  propositions 
serait  interverti,  j  aï  dû  renoncer  à  celte  idée.  Je  me 
suis  donc  décidé,  d'accord  avec  les  propriétaires  de 
la  iTeométrie  de  Legendre,  a  combiner  avec  le  texte 
les  additions  que  je  voulais  faire,  de  manière  à  for- 
mer un  traité  suivi  et  complet;  seulement,  il  nous  a 
paru  convenable  de  placer  à  la  suite,  et  dans  le 
même  volume,  l'ancien  texte  de  Legendre.  Par  cette 
disposition ,  la  nouvelle  édition  convient  également 
auk  «pcifeBomnefr  ^i  îadopfcnM'  U  ihiitëiâe-LegenAre 
sans.' aucun: tehangemeot)    ;     •  is   •  /  '  .1:    /:t 

Je  sfoistiDutile  d«ittrerici'daQ8  le:  détail  des  mo-^ 
difîcalioi»^  que  -j'ai  introduites  daps  «Foikwage  de<  Le* 
gendre;;  }e  l^teniP'séfa>{i  tdékné  de  le»  apprebidr  en 
eom^araot  l'aDCÎÊn  tiekle  aivéei  le.imu^eàcii  ' 

Le  chaipgeipfietitle  .plus;  impoirtant)  leaéùl  doot.je 
croie  devoir  parlet^e^t  delulqui  te  rapporte  à  la  ntie* 
sure  du  cerelèet  des  corps  rendis.  iTai-cnij  ponr  la 
mesure  de  ces  figures,  devoir G^nbstituérad.mode  de 
démonslralion  par  la  rédiietÎDn  à  l'absurde,' la  mé* 
thode  dea  limites.  Cette  ;  méthode  v  la  seak  appli-* 
cable  danslea  parties» élevées  des.  inathéaiàfiques,  ti 
d'ailleupsy  sur  kopveoiière^ràvantage  dé  donner  au» 
élèves  une  marche  tôre  pour  la  dédouverte  de  noii-* 
^eaux  théorèmes;  et  eii  L'adoptant  j'ai  aoivi  l'exemple 
qui  en  a  été  donné  par  des  professeurs  d'un  rare 
mérite,  et  par  dsa^iuteurs:  distingués,  parmi  lesquels 
figure  en  premièné  ligne  AL  Lacroix. 

Je  né  puis  me.  dispenser,  eo  terminant  èelDepne* 
faee^  d'adrèssef  des  remêrciiBeDls  à  MM   Stui^m^ 


▲VBRTI55BMBNT. 


m 


Wantzel  et  Gerono  pour  les  excellents  conseils  qu'ils 
ont  bien  voulu  me  donner.  Tai  aussi  beaucoup  d'o- 
bligations à  M.  Serret,qui  a  eu  la  complaisance  de  re- 
voir quelques  parties  de  mon  travail  ^  et  qui  m'a  in- 
diqué des  corrections  très-utiles. 
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DEFINITIONS. 


I.  Tout  corps  occupe  dans  Tespace  indéfini  un  lieu  dé- 
terminé qu  on  appelle  volume. 

IL  La  surface  d'un  corps  est  la  limite  qui  le  sépare  de 
l'espace  environnant. 

IIL  Le  lieu  où  les  surfaces  de  deux  corps  se  rencontrent 
est  appelé  ligm. 

lY.  Un  point  est  le  lieu  où  deux  lignes  se  coupent. 

Y.  On  conçoit  les  Tolumes,  les  surfaces^  les  lignes,  indé- 
pendamment des  corps  auxquels  ils  appartiennent. 

YI.  On  donne  le  nom  de  figures  aux  volumes,  aux  sûr- 
faces,  et  aux  lignes. 

YIL  La  géométrie  a  pour  objet  la  mesure  de  l'étendue 
des  figures,  et  l'étude  de  leurs  propriétés. 

YUL  La  ligne  droite  est  une  ligne  indéfinie  qui  est  le 
plus  court  chemin  entre  deux  quelconques  de  ^e&  points. 

On  doit  regarder  comme  évident  que  si  deux  portions 
de  lignes  droites  coïncident,  ces  lignes  coïncident  dans 
toute  leur  étendue. 

IX.  Une  ligne  brisée  ou  polygonale  est  une  ligne  com- 
posée de  lignes  droites. 

I 
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X.  Toute  ligne  qui  n*est  ni  droite  ni  composée  de  lignes 
droites,  est  une  ligne  courbe. 

XI.  Le  plan  est  une  surface  dans  bqudle  prenant  deux 
points  à  volonté,  et  joignant  ces  deux  points  par  une  droite, 
cette  ligne  est  tout  entière  dans  la  surface. 

XII.  Toute  surface  qui  n  est  ni  plane  ni  composée  de 
surfaces  planes,  est  une  surface  coupbe. 

XIII.  La  figure  formée  par  deux  droites  A  B ,  A  G  qui 
se  coupent,  s  appelle  aagle.  Le  point  A  est  le  sommet  de 
langle;  les  lignes  AB,  AG,  en  sont  les  côtés. 

L'angle  se  désigne  quelquefois  par  la  lettre  du  sommet 

A;  d'autres  fois  par  trois  lettres  BAC  ou  CAB,  en  ayant 

soin  de  mettre  la  lettre  du  sommet  au  milieu.  * 

A 


II 

Deux  angles  A  et  a  sont  dits  égaux,  lorsqu'on  peut  les 
faire  coïncider.  Ainsi,  supposons  qu  on  porte  1  angle  a  sur 
A,  de  manière  que  ab  s'applique  sur  AB;  si  or  prend  la  di- 
rection AG,  les  côtés  des  deux  angles  coïncideront,  et  les 
deux  angles  seront  dits  égaux. 


Un-angle  A  est  double,  triple,  etc.,  de  l'angle  D,  s'il 
renferme  entre  ses  côtés,  deux,  trois...  angles  égaux  à  l'an* 
gle  D. 

Les  angles  sont  donc  comparables  entre  eux  comme  les 
autres  grandeurs. 

XIV.  Lorsque  la  ligne  droite  AB  rencontre  une  autre 
fig.  3.  droite  GD,  de  telle  sorte  que  les  angles  adjacents  BAC,  BAD, 
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soient  égaux  entre  eux,  la  ligné  AB  est  dite  perpendicu- 
laire sur  CD,  et  lés  angles  égaux  BAC,  BAD,  sont  appelés 
angles  droits. 

Il  sera  démontré  que  par  un  point  A  pris  sur  uiie  drohe 
CD  on  peut  toujours  élever  une  perpendiculaire  sur  cette 
droite,  et  que  tous  les  angles  droits  sont  égaux  eiitre  eux. 

Tout  angle  plus  grand  quun  angle  drt>it  est  un  angle 
obtus;  tout  angle  plus  petit  qu^un  angledrôit  est' uh  angle 
aigu. 

On  appelle  angles  supplémentaires  deux  angles  dont  la 
somme  est  égale  à  deux  droits  ;  et  angles  complémentai- 
res, deux  angles  dont  la  somme  vaut  un  droit. 

XV.  Deux  Hgnes  sont  dites  parallèles  y  lorsque^  étant  %.  5. 
situées  dans  le  même  plan,  elles  ne  peuvent  se  renoontrer 

à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge  lune  et  l'autre. 
Telles  sont  les  Hgnes  AB,  CD. 

XVI.  Figure  plane  est  un  plan  terminé  de  toutes  parts 
par  des  lignes. 

Si  les  lignes  sont  droites,  Tespace  qu  elles  renferment, 
s  appelle  T^ê^"^^  rectiligne  on  polygone^  et  les  lignes  elles-  fig.  6. 
mêmes  prises  ensemble  forment  le  contour  ou  périmètre 
du  polygone. 

XVII.  Le  polygone  de  trois  côtés  est  le  plus  simple  de 
tous,  il  s*appelle  triangle;  celui  de  quatre  côtés  s'appelle 
quadrilatère;  celui  de  cinq,  pentagone;  celui  de  six,  hexa- 
gone^ etc. 

XVIII.  On  appelle  triangle  équHatéral  celui  qui  a  ses  %.  ^. 
trois  côtés  égaux  ;  triangle  isocèle^  celui  dont  deux  côtés  fig.  8. 
seulement  sont  égaux  ;  triangle  scalène^  celui  qui  a  ses  trois  fig.  9- 
côtés  inégaux. 

XIX.  Le  triangle  rectangle  est  celui  qui  a  un  angle  droit 

Le  côté  opposé  à  l'angle  droit  s'appelle  kj-paténuse  :  ainsi,  fig-  »»• 
ABC  est  un  triangle  rectangle  en  A,  le  côté  BC  est  son 
hypoténuse. 

XX.  Parmi  les  quadrilatères  on  distingue  : 

I. 
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X.  Toute  ligne  qui  n'est  ni  droite  ni  composée  de  lignes 
droites,  est  une  ligne  courbe.  ....  4„„r 

XI.  Le  phn  est  une  surface  dans  laqueHe  prenant  <leu 
poinu  à  volonté,  et  joignant  ces  deux  points  par  une  droite, 
cette  ligne  est  tout  entière  dans  la  surface. 

XII.  Toute  surface  qui  n'est  ni  plane  ni  composée  de 
surfaces  planes,  est  une  surface  courbe.  a  C  qui 

XIII  La  figure  formée  par  deux  droites  A  ».  *  ^  H 
se  coupent,  'appelle  angle.  Le  point  A  est  le  sommet  de 
l'angle  •  les  lignes  AB,  AC,  en  sont  les  cotes. 

'S'je  s.We  rr 'oi.  r^c'^'c^  rT;:. 

A  •  d'autres  fois  par  trois  lettres  BAC  ou  CAJJ,  en  «ijr  ^ 

.'     1    ^^ftve  la  lettre  du  sommet  au  milieu. 
Soin  de  meivi«> 


LUX,  lorsqu'on  peut  les 
■^  ^p  porte  l'angle  a  sur 
3;  si  oc  prend  la  di- 
qçincideront,  et  les 


r 
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soient  égauK  entre  eux,  la  ligne  AB  est  dite  perpendicu- 
laire sur  CD,  et  les  angles  égaux  BAC,  BAD,  sont  appelés 
angles  droits» 

Il  sera  démontré  que  par  un  point  A  pris  Àur  uiie  droite 
CD  on  peut  toujours  élever  une  perpendiculaire  sur  cette, 
droite,  et  que  tous  les  angles  droits  sont  égaux  ërître  eux. 

Tout  angle  plus  grand  qu*un  angle  drtxit  est  un  angle 
obtus;  tout  angle  plus  petit  qu*un  angle  droit  ëst'uà  angle 
aigu. 

On  appelle  angles  supplémentaires  deux  angles  dont  la 
somme  est  égale  à  deux  droits  ;  et  angles  complémentai- 
res, deux  angles  dont  la  somme  vaut  un  droit. 

XV.  Deux  Kgnes  sont  dites  parallèles,  lorsque ,  étant  %  5. 
situées  dans  le  même  plan,  elles  ne  peuvent  se  renoontrer 

à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge  l'une  et  l'autre. 
Telles  sont  les  lignes  AB,  CD. 

XVI.  Figare  plane  est  un  plan  terminé  de  toutes  parts 
par  des  lignes. 

Si  les  lignes  sont  droites,  Tespace  qu  elles  renferment, 
s'appelle  7?^"'"^  rectiligne  on  polygone^  et  les  lignes  elles-  fig.  6. 
mêmes  prises  ensemble  forment  le  contour  ou  périmètre 
du  polygone. 

XVII.  Le  polygone  de  trois  côtés  est  le  plus  simple  de 
tous,  il  s'appelle  triangle '^  celui  de  quatre  côtés  s'appelle 
quadrilatère;  celui  de  cinq,  pentagone;  celui  de  six,  hexa- 
gone,  etc. 

XVIII.  On  appelle  triangle  équHatéral  celui  qui  a  ses  %  ?• 
trois  côtés  égaux;  triangle  isocèle  y  celui  dont  deux  côtés  fig.  8. 
seulement  sont  égaux  ;  triangle  scalène^  celui  qiiî  a  ées  trois  fig.  g- 
côtés  inégaux. 

XIX.  Le  triangle  rectangle  est  celui  qui  a  un  angle  droit 
1^  eôté  opposé  à  l'angle  droit  s'appelle  hypoténuse  :  ainsi,  fig- 1»- 

Il  un  triangle  rectangle  en  A,  le  côté.  BC  est  son 

les  quadrilatères  on  distingue  : 

I. 
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Le  signe  4- se  prononce  plus;  il  indique  l'addition. 

Le  signe — se  prononce  moins;  il  indique  la  soustraction: 
ainsi  A+B  représente  la  somme  des  quantités  A  et  B; 
A  — B  représente  leur  différence  ou  ce  qui  reste  en  ôtant 
B  de  A;  de  même  A — B+C,  ou  A  +  C — B,  signifie  que 
A  et  B  doivent  être  ajoutés  ensemble ,  et  que  B  doit  être 
retranché  du  tout. 

Le  signe  X  indique  la  multiplication  ;  ainsi  A  X  B  repré- 
sente le  produit  de  A  par  B.  Au  lieu  du  signe  X  on 
emploie  quelquefois  un  point;  ainsi  A.  B  est  la  même 
chose  que  AxB.  On  indique  ausai  le  même  produit  sans 
aucun  signe  intermédiaire  par  AB;  mais  il  ne  faut  em- 
ployer cette  expression  que  lorsqu'on  n*«  pas  ea  niéme 
tempa  à  employer  celle  de  la  ligne  AB,  distance  des  points 
A  et  B. 

L'expresaîon  A  x  (B+  G — D)  représente  la  produit  de  A 
par  la  quantité  B+G — D.  S*il  fallait  multiplier.  A  +  B 
par  A— 3  +  G,  on  indiquerait  le  produit  ainsi  (A+B)  X 
(A  —  B+G);  tout  ce  qui  est  renferme  entre  parenthèses 
est  considéré  comme  une  seule  quantité» 

Un  nombre  mis  au-devant  d'une  ligne  ou  d*une  quan- 
tité, sert  de  multiplicateur  à  cette  ligne  ou  à  cette  quantité; 
ainsi,  pour  exprimer  que  la  ligne  AB  est  prise  trois  fois, 
on  écrit  3  AB;  pour  désigner  la  moitié  de  langle  Aj  on 
écrit  ^  A* 

Le  carré  de  la  ligne  AB  se  désigne  par  AB;  son  cube 
par  AB.  On  expliquera  en  son  lieu  ce  que  signifient  pré- 
cisément le  carré  et  le  cube  d'une  ligne* 

Le  signe  \/  indique  une  racine  à  extraire;  ainsi  i/i 
est  la  racine  carrée  de  a  ;  v  A  x  B  est  la  racine  du  pro- 
duit A  X  B,  ou  la  moyenne  proportionnelle  entre  A  et  B. 

AXIOMES. 

I.  Deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales 
entre  elles. 
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a.  Le  tout  est  pins  grand  que  sa  partie. 

3.  Le  tout  çst  égal  à  la  somme  des  parties  dans  les- 
quelles il  a  été  divisé, 

4.  D*un  point  à  un  autre  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
ligne  droite. 

5.  Deux  grandeurs,  ligne,  surface  ou  solide,  sont  égales, 
lorsqii'étant  placées  Tune  sur  Tautre  elles  coïncident  dans 
toute  leur  étendue. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THioiliVE. 

Par  un  point  pris  sur  une  drtnteon  peut  élei^er  une 
perpendiculuire  sur  cette  droite  ^  et  on  n'en  peut  élei^er 
qu'une. 

En  effet,  supposons  qu'une  droite  AM  d'abord  couchée 
sur  ÂG,  tourne  autour  du  point  A,  elle  formera  deux  angles 
adjacents  MAC,  MAB,  dont  l'un  MAC,  d'abord  très-petit, 
ira  toujours  en  croissant^  et  dont  l'autre  MAB,  d'abord  plus 
grand  que  MAC,  ira  constamment  en  décroissant  jusqu'à 
zéro. 


L'angle  MAC,  d'abord  plus  petit  que  MAB,  deviendra 
donc  plus  grand  que  cet  angle;  par  conséquent  il  y  aura 
une  position  AM'  de  la  droite  mobile  où  ces  deux  angles 
seront  égaux,  et  il  est  évident  qu'il  n'y  en  aura  qu'une 
seule. 

Corollaire.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

Soient  DC  perpendiculaire  sur  AB ,  et  HG  perpendicu-  ^g,  ^^ 
laire  sur  EF,  je  dis  que  l'angle  DCB  est  égal  à  HGF,  En 
effet,  si   l'on   porte  la  droite   EF  sur  AB,  de   manière 
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que  le  point  G  tombe  en  C,  6H  prendra  la  direction  CD; 
autrement  on  pourrait,  par  un  point  pris  sur  une  droite, 
élever  deux  perpendiculaires  sur  cette  droite. 

PROPOSITION  IL 

THBORXMB. 

Toute  ligne  droite  CD,  qui  en  rencontre  une  autre 
KR^fait  avec  celle-ci  deux  angles  adjacenU:  ACD,  BCD, 
dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles  droits. 

Au  point'C,  élevez  sur  A.B  la  perpendiculaire  CE.  L'angle 
ACD  est  la  somme  des  angles  ACE ,  ECD  ;  donc  ACD 
+  BCD  sera  la  somme  des  trois  ACE,  ECD,  BCD.  Le  pre- 
mier de  ceux-ci  est  droit  ;  les  deux  autres  font  ensemble 
Tangle  droit  BCE  ;  donc  la  somme  des  deux  angles  ACD , 
BCD,  est  égale  à  deux  angles  droits. 

Corollaire  I.  Si  Tun  des  angles  ACD,  BCD  est  droit, 
'autre  le  sera  pareillement. 

fig.  i8.  Corollaire  II.  Si  la  ligne  DE  est  perpendiculaire  à  AB , 
réciproquement  AB  sera  perpendiculaire  à  DE. 

Car,  de'ce  que  DE  est  perpendiculaire  à  AB,  il  s'ensuit 
que  l'angle  ACD  est  égal  à  son  adjacent  DCB ,  et  qu'ils 
sont  tous  deux  droits.  Mais  de  ce  que  l'angle  ACD  est  un 
angle  droit,  il  s'ensuit  que  son  adjacent  ACE  est  aussi  un 
angle  droit;  donc  l'angle  ACE  ==  ACD,  donc  AB  est  per- 
pendiculaire  à  DE. 

fig.  34.  Corollaire  IIL  Tous  les  angles  consécutifs  BAC,  CAD, 
DAË,  EAF,  formés  d'un  même  côté  de  la  droite  BF,  pris 
ensemble,  valent  deux  angles  droits;  car  leur  somme  est 
égale  à  celle  des  deux  angles  adjacents  BAC,  CAF. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

fig.  «o.      Si  deux  angles  adjacents  ACD,  DCB,  valent  en^ 
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semble  deux  angles  droits ,  les  deux  côtés  extérieurs 
AC,  CB,  seront  en  ligne  droite. 

Car  si  CB  n'est  pas  le  prolongement  de  AC,  soit  CE  ce 
prolongement;  alors  la  ligne  ACE  étant  droite,  la  somme 
des  angles  ACD,  DCE,  sera  égale  à  deux  droits*.  Mais,  *i>ra- 
par  hypothèse,  la  somme  des  angles  ACD,  DCB,  est  aussi 
égale  à  deux  droits  ;  donc  ACD  +  DCB  serait  égale  à  ACD 
+DGE ;  retranchant  de  part  et  d'autre  langle  ACD,  il  res- 
terait la  partie  DCB  égale  au  tout  DCE,  ce  qui  est  impossi- 
ble ;  donc  CB  est  le  prolongement  de  AC. 

PROPOSITION  IV. 

THBOBÈME. 

Toutes  les  fois  que  deux  lignes  droites  AB,  DE ,  se  H-  a»- 
coupent  f  les  angles  opposés  au  sommet  sont  égaux. 

Car  puisque  la  ligne  DE  est  droite,  la  somme  des  an- 
gles ACD,  ACE,  est  égale  à  deux  droits;  et  puisque  la 
ligne  AB  est  droite  >  la  somme  des  angles  ACE,  BCE,  est 
égale  aussi  à  deux  droits;  donc  la  somme  ACD  +  ACE  est 
égale  à  la  somme  ACE  +  BCE.  Retranchant  de  part  et 
d'autre  le  même  angle  AGE,  il  restera  l'angle  ACD  égal  à 
son  opposé  BCE. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  ACE  est  égal  à 
son  opposé  BCD. 

Scolie.  Les  quatre  angles  formés  autour  d'un  point  par 
deux  droites  qui  se  coupent,  valent  ensemble  quatre  an- 
gles droits  ;  car  les  angles  ACE,  BCE^  pris  ensemble,  va- 
lent deux  angles  droits,  et  les  deux  autres  ACD,  BCD,  ont 
la  même  valeur. 

En  général,  si  tant  de  droites  qu'on  voudra  CA,CB,etc.>  fig.aa. 
se  rencontrent  en  un  point  C,  la  somme  de  tous  les  angles    ^ 
consécutifs    ACB,  BCD*,  DCE,  ECF,  FCA,  sera  égale  h 
quatre  angles  droits  ;  car  si  l'on  formait  au  point  C  quatre 
angles  droits  au  moyen  de  deux  lignes  perpendiculaires 
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entre  elles  ^  leur  somme  serait  évidemment  égale  à  celle 
des  angles  successifs  ACB ,  BCD,  etc. 

PROPOSITION  V. 

THÉORÈME. 

Si  par  un  point  O  d'une  droite  AB,  on  mène  de 
part  et  d'autre  de  cette  droite  deux  lignes  OC,  CD, 
telles  que  les  angles  COA,  BOD,  soient  égaux,  CD 
sera  le  prolongement  de  OC. 

En  effet,  supposons  que  OE  soit  le  prolongement  de 
OC,  on  aurait  {ThéorèmelY)  COA=:BOE;mais  par  hypo- 
thèse BOD=COA  ;  donc  BOD  serait  égal  à  BOE,  ce  qui 
est  absurde. 


PROPOSITION  VI. 

THBOEBMB. 

Deux  triangles  sont  égaux ,  lorsqu'ils  ont  un  angle 

égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

fig.  a3.       Soit  Fangle  A  égal  à  Tangle  D ,  le  côté  AB  égal  à  DE , 

le  côté  AG  égal  à  DF  ;  je  dis  que  les  triangles  ABC,  DEF» 

seront  égaux. 

En  effet,  ces  triangles  peuvent  être  posés  l'un  sur  l'au- 
tre de  manière  qu'ils  coïncident  parfaitement.  Et  d'abord 
si  l'on  place  le  côté  DE  sur  son  égal  AB,  le  point  D  tom- 
bera en  A  et  le  point  E  en  B  :  mais  puisque  l'angle  D  est 
égal  à  l'angle  A^  dès  que  le  côté  DE  sera  placé  sur  AB,  le 
côté  DF  prendra  la  direction  AC.  De  plus,  DF  est  égal  à 
AC  j  donc  le  point  F  tombera  en  C,  et  le  troisième  côté  EF 
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couvrira  exactement  le  troisième  côté  6G;  donc  le  trian- 
gle DEF  est  égal  an  triangle  ABC. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  parties  sont  égales  dans 
deux  triangles,  savoir,  l'angle  A  =  D,  le  côté  AB=DE, 
et  le  côté  AC  =  DF,  on,  peut  conclure  que  les  trois  au- 
tres le  sont,  savoir,  l'angle  B  =  E,  l'angle  C  î=iF,  et  le 
côtéBC=EF. 

PROPOSITION  VII. 

THEOREME. 

Deux  triangles  sont  égaux ,  lorsquHls  ont  un  câtc 
égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  le  côté  BC  égal  au  côté  EF,  l'angle  B  égal  à  l'angle  fig.  ^3 
E ,  et  l'angle  G  égal  à  l'angle  F;  je  dis  que  le  triangle  DEF 
sera  égal  au  triangle  ABC. 

Car,  pour  opérer  la  superposition  |  soit  placé  EF  sur  son 
égal  BC,  le  point  E  tombera  en  B,  et  le  point  F  en  G,  Puis- 
que l'angle  E  est  égal  à  l'angle  B,  le  côté  ED  prendra  la 
direction  BA  ;  ainsi  le  point  D  se  trouvera  sur  quelque 
point  de  la  ligne  BA.  De  même,  puisque  l'angle  F  est  égal 
à  l'angle  G,  la  ligne  FD  prendra  la  direction  GA,  et  le 
point  D  se  trouvera  sur  quelque  point  du  côté  GA;  donc 
le  point  D  qui  doit  se  trouver  à  la  fois  surles  deux  lignes 
BA,  CA,  tombera  sur  leur  intersection  A  ;  donc  les  deux 
triangles  ABC,  DEF,  coïncident  l'un  avec  l'autre  et  sont 
parfaitement  égaux. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  parties  sont  égales  dans  deux 
triangles,  savoir,  BG==:EF,  B  =  E,  G  =  F,  on  peut  con- 
clure que  les  trois  autres  le  sont,  savoir,  AB  =  DE, 
AG  =  DF,  A  =  D.' 
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PROPOSITION    VIII. 


THEOREME, 


Dans  tout  triangle  un  côté  quelconque  est  plus  petit 

que  la  somme  des  deux  autres. 

fig.  23.        Car  la  ligne  droite  BC  ^  par  exemple ,  est  le  plus  court 

*Uéf.  8.  chemin  de  B  en  C*;  donc  BG  est  plus  petit  que  AB+  AC 

On  doit  aussi  remarquer  qu'un  côté  quelconque  est  plus 

grand  que  la  différenpe  des  deux  autres. 

En  efîet,  soit  a  le  plus  grand  côté,  b  et  e  les  deux  au- 
tres ;  de  l'inégalité  a<  A  +  c,  on  tire,  en  retranchant  c  de 
part  et  d'autre,  a  —  c<i,  et  en  retranchante, a — b<c. 

PROPOSITION  IX. 

THÉORÈME. 

fut  a4  '^^  ^^'^  point  O  pris  au  dedans  du  triangle  ABC, 
on  mène  aux  extrémités  et  un  côté  BC  les  droites  OB, 
OC,  la  somme  de  ces  droites  sera  moindre  que  celle 
des  deux  autres  côtés  AB,  AC. 

Soit  prolongé  BO  jusqu'à  la  rencontre  du  côté  AC  en 

^  ^^  g  D;  la  ligne  droite  OC  est  plus  courte  que  OD  +  DC*  : 
ajoutant  de  part  et  d'autre  BO ,  on  aura  BO  +  OC  <  BO 
+  OD  +  DC ,  ou  BO  +  OC  <  BD  4-  DC. 

On  a  pareillement BD <  BA+ AD;  ajoutant  de  part  et 
d'autre  DC ,  on  aura  BD  -h  DC  <  BA  +  AC.  Mais  on  vient 
de  trouver  BO  H-  OC  <  BD  -f-  DC  j  donc  à  plus  forte  rai- 
son, BO  +  OC  <  BA  +  AC. 

PROPOSITION   X. 

THÉORÈME. 

Toute  ligne  polygonale  cons^exe  ABCD  est  moindre 
qu'une  ligne  quelconque  MEFG  qui  Venveloppe  de 
toutes  parts. 


LIVAE   I.  l3 


Prolongez  dans  le  même  sens  les  côtes  du  polygone 
ABCD,  jusqu*à  leur  rencontre  avec  la  ligne  enveloppante, 
on  aura  cette  suite  d*inégalités 

AB  +  BH<  AL  -f-LE  +  EH 
BC+CI  <BH  -4-HF+FI 
CD+DK<  Cl-h  IG  +GK 
DA-h  AL <  DK  +  KM  +ML. 
Ajoutant  ces  inégalités  membre  à  membre,  et  supprimant 
les  parties  communes  aux  deux  membres ,  on  a  AB  +  BC 
+  CD  +  DA <  EF+PG  +GM  +  ME. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  toute  ligne 
polygonale  convexe  est  moindre  quune  ligne  envelop- 
pante terminée  aux  mêmes  extrémités. 

PROPOSITION  XL 

THÉORÂMB. 

Si  deux  côtés  (Twi  triangle  sont  égaux  à  deux  côtés 
duii  autre  triangle  chacun  à  chacun;  si  en  même 
temps  t angle  compris  par  les  premiers  est  plus  grand 
que  r angle  compris  par  les  seconds,  je  dis  que  h 
troisième  côté  du  premier  triangle  sera  plus  grand 
que  le  troisième  côté  du  second. 

Placez  les  deux  triangles  de  manière  qu'ils  aient  un  côté 
commun  AC,  et  les  deux  autres  côtés  égaux  AB,  AD,  si- 
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tués  de  part  et  d*autre.  On  a  d'ailleurs  l'angle  BAC  >  CAD. 

A 


0 

Divisez  1  angle  BAD  en  deux  parties  égales  par  la  ligne 
AË,  cette  droite  tombera  dans  le  plus  grand  angle  BAC; 
enfin  tirez  la  ligne  DE:  les  deux  triangles  BA£,,EAD, 
seront  égaux  comme  ayant  n  angle  égal  compris  enU'e 
deux  côtés  égaux.  Donc  BEtssED.  Mais  dans  le  triangle 
EDC,  on  a  CD  <  ED  •+•  EC.  Remplaçant  ED  par  BE,  on 
obtient  CD  <  BE  +  EC  ou  CD  <  Bc! 

Réciproquement,  si  les  côtés  AB,  AC,  du  triangle  ABC 
sont  égaux  aux  deux  côtés  AC,  AD,  du  triangle  ACD  ;  si 
de  plus  le  troisième  côté  CB  du  premier  triangle  est  plus 
grand  que  le  troisième  côté  CD  du  second,  l'angle  BAC 
sera  plus  grand  que  l'angle  CAD. 

Car  si  l'angle  BAC  était  plus  petit  que  CAD^  on  vient 
de  voir  que  CB  serait  plus  petit  que  CD ,  ce  qui  est  con- 
tre l'hypothèse  ;  et  si  l'angle  BAC  était  égal  à  CAD ,  on 
aurait  (Théorème  VI)  CB  =  CD;  ce  qui  est  aussi  contre  la 
supposition. 

PROPOSITION  XII. 


THEOREME. 


Deujc  triangles  sont  égaux  y  lorsqu'ils  ont  les  trois 
cafés  égaux  chacun  à  chacun. 
figai.      Soit  le  côté  AB  =DE,  AC=DF,  BC  =  EF,  je  dis 
qu'on  aura  l'angle  A  =  D,B=:E,  C=F. 

Car  si  l'angle  A  était  plus  grand  que  l'angle  D,  comme 
les  côtés  AB,  AC,  sont  égaux  aux  côtés  DE ,  DF,  chacun  à 
chacun ,  il  s'ensuivrait,  par  le  théorème  précédent,  que  le 
côté  BG  est  plus  grand  que  EF  ;  et  si  l'angle  A  était  plus 
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petit  que  l'aogle  D,  il  6'ensuiyrait  que  k  côté  BC  est  plus 
petit  que  EF  :  or,  BC  est  égal  à  ËF  ;  donc  langle  A  ne  peut 
être  ni  plus  grand  ni  plus  petit  que  langle  D;  donc  il  lui 
est  égal.  On  prouvera  de  même  que  Tangle  B=Ey  et  que 
l'angle  C  =  F. 

ScoUe.  On  peut  remarquer  que  les  angles  égaux  sont 
opposés  à  des  côtés  égaux  :  ainsi  les  angles  égaux  A  et  D 
sont  opposés  aux  côtés  égaux  BC,  EF. 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

Dcuis  un  triangle  isocèle  ,  les  cingles  opposés  aiix 
côtés  égaux  sont  égaux. 

Soit  le  côté  AB=:^  AG  ,  je  dis  qu'on  aura  langle  G  =  B.  fig. a». 

Tirez  la  ligne  AD  du  sommet  A  au  point  D,  milieu  de 
la  bctse  BC^  les  deux  triangles  ABD,  ADG,  auront  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  savoir,  AD  commun, 
AB:=AC  par  hypothèse,  et  BD=DCpar  construction  j 
donc,  en  vertu  du  théorème  précédent|  l'angle  B  est  égal  à 
langle  G. 

Corollaire.  Un  triangle  équiiatéral  est  en  même  temps 
équiangle,  c-est-à-dire  quil  a  ses  angles  égaux. 

Scolie.  L'égalité  des  triangles  ABD,  AGD,  prouve  en 
même  temps  que  Tangle  BAD  =s  DAC ,  et  que  langle 
BDA  =  ADC;  donc  ces  deux  derniers  sont  droits;  donc 
la  ligne  menée  du  sommet  d!un  triangle  isocèle  au  milieu 
de  sa  basey  est  perpendiculaire  à  cette  base^  et  divise  V angle 
du  sommet  en  deux  parties  égales. 

Dans  un  triangle  non  isocèle  on  prend  indifféremment 
pour  base  un  côté  quelconque,  et  alors  son  sommet  est 
celui  de  langle  opposé.  Dans  le  triangle  isocèle  on  prend 
particulièrement  pour  hase  le  côté  qui  n'est  point  égal  à 
l'un  des  deux  autres. 
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PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

Si  dans  un  triangle  deux  angles  sont  égaux  ^  les 
côtés  opposés  sont  égaux. 

Soit  Fangle  ABC=ACB,  je  dis  que  le  côté  AG  sera  égal 
au  côté  AB. 


Faisons  un  triangle  A'B'C  égal  au  triangle  ABC;  de  sorte 
que  l'angle  B=B',  C  =  C'  et  BC=B'C'. 

Superposons  le  triangle  A'B'C  sur  ABC,  en  le  retour- 
nant de  manière^que  le  côté  B'C  s'applique  sur  BC ,  mais 
le  point  C  en  B,  et  le  point  B'  en  C.  L*angle  C  =  C=  B; 
donc  C'A'  prendra  la  direction  BA;  on  verra  de  même  que 
B'A'  prendra  la  direction  GA.  Le  point  A'  tombera  donc 
en  A;  et  l'on  aura  A'B'=AC,  et  par  conséquent  AB==:  AG. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

De  deux  côtés  dun  triangle  y  celui-là  est  le  plus 
grand  qui  est  opposé  à  un  plus  grand  (vigle  ,  et 
réciproquement ,  de  deux  angles  d'un  triangle ,  celui- 
là  est  le  plus  grand  qui  est  opposé  à  un  plus  grand 
côté. 

fig.  3o.  jo  5qJj  l'angle  C  >  B,  je  dis  que  le  côté  AB  opposé  à  Tan- 
gle  C  est  plus  grand  que  le  côté  AG  opposé  à  l'angle  B. 

*  P'.  14.  Soit  fait  l'angle  BGD  =  B  ;  dans  le  triangle  BDG  on  aura  * 
BD  =  DG.  Mais  la  ligne  droite  AG  est  plus  courte  que 
AD+DC,  et  AD+DG=  AD-+-DB=AB  ;  donc  AB  est  plus 
grand  que  AG. 
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a**  Soit  le  coté  AB  >  AC,  je  dit  qae  Fangle  G  ,  opposé  au 
coté  AB,  sera  plus  grand  que  l'angle  B,  opposé  an  côté  AC. 

Car  si  on  avait  G  <  B,  il  s'ensuivrait ,  par  ce  qui  vient 
d'être  déikiontré ,  AB  <  AG,  ce  qui  est  contre  la  supposi- 
tion. Si  on  avait  G  =B;  il  s'ensuivrait  *AB = AC,  ce  qui  ert  *  F*  i4« 
encore  contre  la  supposition  ;  donc  il  faut  que  Tangle  G 
soit  plus  grand  que  B. 

PROPOSITION  XVL 

THBOHBMB. 

iXan  point  donné  hors  (fiuie  droite,  i^  on  peut 
abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite  ;  a*  on 
n* en  peut  mener  quune. 

\^  Soit  A  le  point  donné  et  GD  la  droite  donnée |[ faisons 
tourner  la  parde  supérieure  du  plan  autour  de  la  droite 
GD  jusqu'à  ce  qu  elle  vienne  s'appliquer  sur  la  partie  in- 
férieure ;  et  soit  A'  la  positron  que  prendra  li^  point  A;  joi- 
gnons AA^  Si  l'on  replie  de  nouveau  la  portion  de  plan 
A'CD  autour  de  GD,  jusqu'à  ce  que  le  point  A'  ail  repris  sa 
position  primitive,  la  ligne  A'E  s'appliquera  exactement  sur 
AE;  l'angle  A'EC  recouvrira  donc  exactement  langle 
AEG;  et  comme  ces  angles  sont  adjacents,  l'angle  AEG 
est  droit  ;  donc  AE  est  perpendiculaire  sur  GD« 


a"*  Supposons  que  du  point  A  on  puisse  mener  sur  GD 
deux  perpendiculaires  AE,  AB;  prolongeons  Tune  délies 
AE  d'une  quantité  EA'  =  AE,  et  joignons  A'B. 

Le  triangle  AEB  est  égal  au  triangle  A'EB;  car  les  angles 
AEB,  AEB  sont  droits;  le  coté  AE  r=  A'E  et  le  coté  BE  est 
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4^piiMnuD.9  on  «Il  «oiiichtf  que  lapgleABE'^SRA-'  :  or  rati- 
fia A3E  ^st  droit,  dlpnq^A'  Test  a^ussi.  MaU  sile9  an^s 
aclj^^Dts  ABE,  EttA'  y^ent  ensemble  dwx  anglea  droits, 
il  faut  quo  la.  ligue  ABA'  soit  drgite^'  d  où  il  ré^le  qu*ea- 
Ure,d€;ux  pointa  A,  et  A'  p»  pourrait  iwp^^  d^MX  ligues 
drQlV9S|,  ceq^i  est  iinpossit>le«  DoQp>  etç^  i.;  ,     .. 

PROPOSITION  XVII. 

THÉORÈME. 

fig.  3i.  &'  ^o/i  /?oi/2/  A  situé  hors  c(ufie  droite  DE  o/i  pfène 
1(1  perpendiculaire  AB  iW'  cette  dtmte ,'  ^^  différentes 
obliques  AE,  AC,  AD,  e^c,  à  différents  points  de  cette 
même  droite  : 

\°  La  perpendiculaire  AB  sera  plus  courte  que  toute 
oblique  ; 

a°  Les  deux  obliques  AC>  AE,  menées  de  part  et 
d! autre  dj^  la  perpendiculaire  à  des  distances  égales 
BC,  BE ,  seront  égales; 

y  De  deux  obliques  AC  et  AI>,  ou  AË  et  AD  ^  mer 
nées  comme  on  voudra ,  celle  qui  s* écarte  le  plus  de 
la perpendiadaire  sera  la  plu$  longue. 

Prolongez  la  perpendiculaire  AB  d'une  quantité  BF=AB, 
et  joignez  FC,  FD. 

i**  Le  triangle  BCF  est  égal  au  triangle  BCA,  car  Tangle 
droitCBF=GBA,  le  côté  CB  est  commun,  et  le  côté 
*  pr.  6.  BF=BA;  donc  *  le  troisième  côté  GF  est  égal  au  troisième 
AC,  Or,  ABF,  ligne  droite,  est  plus  courte  que  ACF,  ligne 
brisée;  dooc  AB|  inoitié  de  ABF,  esij  plus  courte  que  AC, 
luaitié  de  ACF  ;  donc,  i^  la  perpendiculaire  e^t  plus  coui;|e 
que  toute  oblique. 

A^  Si  on  suppose  BE  =  BÇ,  comme  on.  a  en  cH^re«AB 
commun,  et  Tangl^  ABE=ABC^  il.  s  c^uauit;  que  le  .triapgle 
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ABS  esc  égal  au  triangk  ABC  ^  ;  ianc  leê  c6të§  A£,>  AG  «p^  q 
sont  igâui ;âone 2"",  iléweiéibKifilefi^qw d'^écarteni  ëgatemewC 
de  la  perpendiculaire  sont  égales. 

3p  Dana^  le  «iaii||^  DFA  la  somme  dies  ligne».  AC,  &F, 
est  pkia  petits-^  «fue^fa  ÊoaxfM  àes  eitést  AD,  DF  ;  doiicA€,  *  pr.  9. 
moitié  delà  ligne  A^lf",  est  piM  cooH;e  que  AD,  moitié'^ 
ADF;  donpS^  les.oMifÉesqoi  s'étarteAtile»  plus  ^  la 'per- 
pendiculaire sont  les  plus  louguesv 

Corollaire  I.  La  perpendiculaire  mesure  la  vraie  distance 
d  un  point  à  une  IigBe>,  piJsqU>l^  est  plus  courte  que 
toute  oblique. 

II.  D*un  même  point  on  ne  peut  mener  à  une  même 
ligne  trois  droites  égales  :  car  si  cela,  était,  il  j  aurait  4*un 
même  côté  de  la  perpendiculaire  d^ux  obliques  égales,  c^ 
qui  est  impossible. 

PROPOSITION  XVIII. 
«rflÉoïkim. 

Si. par  le  point  C,  milieu  de  la  dvoiJle  AB^  imiélèêfe  fig.  3a. 
la  peiy)e»dicuimre  EF  sur.^eite  droite  y  i^  chaque 
point  de  h  perpendieidaire  sera  égaèement  distam 
A^s  deux  eigtihéntités  de  la  ligne  AB;  i*  foutpoifit 
^iêué'Aoïtj  dé  la  ^rpendicufai^e  sera  inégalement  dis- 
tant des  marris  extrémités  A  et  B. 

Qir,  I*  puisqu'on  suppose  AC=CB,  fes  deux  oblfqiVes        '  ' 
AD,  Dtt',  s^écartettt  égafement  de  là  perpendlcidiàire;  cïoncJ 
elles sdiit  égales,  fl'en  est  de  même  des  deux  oblique^  AË, 
EB,  des  deux  AF,  FB,  etc.;  donc  1%  tout  point  de  la  per- 
pendiculaire est  également  distant  des  extrémités  A  et  B. 

a®  Soit  I  un  point  hors  de  la  perpendiculaire;  si  on  joint 
lA,  IB,  Tune  de  ces  lignes  coupera  la  perpendiculaire  en 
D^  d'où  tirant  DiB,  on  aura  DB  ss  DA.  Mais  la  ligne 
droite  IB  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée  ID-hDB,  ^X 
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IDh-DB=ID+D A=IA;  donc  IB  <  I A  ;  donc  a%tout  point 
^r^.  de  la  pt^rpendiculaire  est.  inégalement  distant  des  ex- 
trémités A  et  B. 

,  Remarque.  On  appellie  Ueiu géométrique  xane  .Mfgae  dont 
tOMs  les  points  jouissent  d  une  propriété  commune,  à  les- 
qlusiou  de  tous  les  autres  points  du  plan.  . 

La  ligne  EF  est  donc  le  lieu  géométrique  des  points  éga- 
lement distants  des  points  A  et  B. 

PROPOSITION  XIX. 

THBORÈMB. 

fig.  33.      Dewt  triangles  rectangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont 
F  hypoténuse  égale  et  un  côté  égaL 

Soit  Thypoténuse  AC=DF,  et  le  côté  AB=  DE,  je  dis 
que  le  triangle  rectangle  ABC  sera  égal  au  triangle  rectan- 
gle DEF. 

L'égalité  serait  manifeste  si  le  troisième  côté  BG  était  égal 
au  troisième  EF  :  supposons,  s'il  est  possible,  que  ces  côtés 
ne  soient  pas  égkux,  et  que  BC  soit  le  plus  grandi  P/ëhez 
BGcs  EF,  et  joignez  A6.  Le  triangle  AB6  est  égal  au  triangle 
DEF;  car  l'angle  droit  B  est  égal  à  l'angledroit  E,  le  coté 
AB=DE,  et  le  côtéBG=:£F;  donc  ces  deux  triangles  soEkt 

«pr.6.  égaux  %  et  on  a  par  conséquent  AG=  DFj  mais^  parhypor 
thèse,  DF=AG;  donc  AG=AG.  Mais  l'oblique  AG  ne  pe^t 

*pr.i7.  être  égale  à  A6  %  puisqu'elle  est  plus  éloignée  de  la.  per- 
pendiculaire AB;  donc  il  est  impossible  que  BG  diffère  de 
EF;  donc  le  triangle  ABG  est  égal  au  triangle  DEF. 

PROPOSITION  XX. 

THEOREME. 

Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  quand  ils  ont 
Vhypoténuse  égale  et  un  angle  égal. 
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ai 


Soit  AC=±=DF  et  Tangle  Ai^D,  jeporleDEFsar  ABC , 
de  manière  que  DF  s'applique  sur  AC;  Tangle  D  étantagalà 
l'angle  A,  DE  prendra  ku  direction  AB,'  et  en  même  temps  FE 
prendra  la  direction  GB,  car  autrement  on  pourrait  du  point 
C  abaisser  deux  perpendiculaires  sur  AB.  Le  point  E  tombera 
donc  en  B ,  eties  dèuc  triangles  coïncideront  patiàitémènu 


B  C     É^         r 

PROPOSITION  XXI. 

THÉOREMB. 

1*»  Tout  point  M  pris  sur  la  bissectrice  (*)  (t  un  angle 
BAD  est  également  distant  des  côtés  de  cet  angle. 
a**  Tout  point  E  situé  hors  de  la  bissectrice  est  inéga- 
lement distant  des  côtés  de  V angle. 

i"" Du  point  M  situé  sur  la  bissectrice  de  langle  BAD^ 
abaissez  MD  et  HC  respectivement  perpendiculaires  sur 
AD  et  sur  AB  \  les  triangles  rectangles  MAD,  MAC ,  sont 
égaux,  car  ils  oiit  l'hypoténuse  MA  commune,  et  les  an- 
gles MAD,  MAC  égaux  par  hypothèse;  doncMD=MC. 


^  Du  point  E  situé  hors  de  la  bissectrice,  menez  ED  et 
EB  respectivement  perpendiculaires  sur  AD  et  sur  AB,  et 
du  point  M ,  où  la  ligne  CD  coupe  la  bissectrice,  abaissez 

il  1     <        I    I    il   II  ■  I  I  î   I         ili    ■  ■■ 

(*)  La  bissectrice  d^uu  aogle  est  U  ligne  qui  dirîse  cet  aogle  ea  deux  parties 
égales. 
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ftC  perpendicnlaire  4ur' AB;  «nfni  joignez  ECL  Dans  le 
iiiangle  CEM  on  a 

GE<BIG-hME;    etoomme    M€.a=:|fD, 
on  a,  ,CE<£D;      or      BE<GE, 

doiic àfoHûm;    '  £E <ED..  '- 

Seolie»,  La  bûeeotiioe^l  un  angle  «st  lé  beia  '^^mëcruffie 
des  points  également  distants  des  deux  côtés  de  cet  angle. 

PROPOSITION  XXIL 

THBORBME. 

Deuj:  droites  Ad,  BD^perpeneliculairessur  une  même 
dwite  CD,  sont  parallèles. 


Car  SI  elles  se  reneontraient  en  un  poîpl  Jjjj  par  exem- 
ple ,  on  pourrait  de  ce  point  abaisser  deuxperpenaiculaires 
sur  CD.  •  '  -         '      • 


DBMAHDB. 


Si  deux,  droites  AB ,  DC ,  sont  Tune  perpendiculaire , 
et  t autre  oblique  sur  CB,  ces  deux  lignes  prolongées 
se  rencontreront. 


\      i  ; 


.     (î  M. 


Nous  admettrons  ceUe  proposition  corome  évidente. 
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PROPOSITION  XXlil. 

THÉORBMB. 

Par  un  point  on  peut  mener  une  parallèle  à  une 
droite  ,  et  on  n^ en  peut  mener  quLune  seule. 

Du  point  A  abaissez  AD  perpendiculaire  sur  DC,  et  au 
même  point  menez  AF  perpendiculaire  sur  AD,  les  deux 
droites  AF  et  DC  seront  parallèles *•  *  pr.  aa. 


Maîmenant  je)dî»  que  toule  autre  droite  A6  menée  par 
le  point  A  ne  serait  pas  parallèle  à  DG^car  DG  étant  perpen-^ 
fibcKknpesur  AS^  AG  est  obliqufe  par  rapport  a  cette  Itgiie. 

PROPOSITION  XXIV. 

THTOI^SMB; 

Siâeuxdtoiîes^  CD,  ÀB,  sontparatlètes^  toute  droite 
FH  perpendiculaire  sur  Vune  délies  AB,  est  perpendi^ 
culaire  sur  Vautre  CD. 

Il  est  Jabord  évident  que  FH  doit  rencontrer  CD;  au-  fig,  ^^^ 
trement  on  pourrait  pai*  le  point  F  mener  deux  parallèles 
à  CD.  Enfin  FÔ  est  perpendiculaire  sur  CD  ;  car  sî  là  ligne 
CD  était  obli(|ue  sur  FH,  elle  rencontretait  la  droite  AB 
perpendiculaire  sur  FH,  ce  qui  est  contre  rhypotbèse. 

PROPOSITION  XXV. 

THEOREME. 

Deux  droites  AB,  Cti  parallèles  aune  troisième  EF 
sont  parallèie^s  entre -ell^^.  ■..  . .    <\ 
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Car  51  les  droites  AB,  CD  se  rencontraient  en  un  point 
M,  on  pourrait  par  ce  point  mener  deux  parallèles  à  EF. 


DBFINITIOHS. 


Lorsque  deux  droites  AB,  CD  sont  coupées  par  une  trans- 
versale EF,  il  y  a  huit  angles  formés  aux  points  dl  intersec- 
tion 6  et  H. 

Les  quatre  angles  (i),  (4),  (5),  (8),  compris  entreles  deux 
droites  AB  et  CD  sont  appelés  angles  internes.  Les  quatre 
autres  sont  appelés  angles  externes. 

Deux  angles  tels  que  (ï)  et  (5)^  situés  de  part  et  d'autre 
de  la  sécante  y  internes  et  non  adjacents,  sont  appelés  al- 
ternes-internes. 

Deux  angles  tels  que  (8)  et  (a),  situés  d'un  même  côté 
de  la  sécante ,  Fun  interne,  l'autre  externe  et  non  adjacents, 
sont  appelés  angles  correspondants. 

Enfin  des  angles  tels  que  (a)  et  (6),  si  tués  de  part  et  dau- 
tre  de  la  sécante,  externes  et* non  adjacents, sont  appelés 
alternes-externes. 

PROPOSmON  XÎVL 

THÉORÈME. 

Deux  parallèles  forment  avec  une  transversale  : 
!*•  Des  angles  alternes-internes  égaux; 
2*»  Des  angles  alternes-externes  égaux; 
3®  Des  angles  correspondants  égaux  ; 


LIVAB    1.  a  3 

•    4^  Des  angles  intérieurs  dtui  même  côté  de  la  se- 
vante ,  dont  la  somme  est  égale  à  deux  droits. 


M ^ 


~-J^ 


•/^ 


I**  Soient  les  parallèles  AB,CD  coupées  par  la  transver- 
sale GH.  Du  point  O,  milieu  de  EF,  abaissez  OM  per- 
pendtcblaitè  élil^  AB;  cette  ligne*  serii  également  perpendi- 
éulairesttr  CD.'  Les  triaifgtes  iféctangles  MOE^  ONF,  sont 
^ux,  car  l'est  hypoténuses  OË,  OF^  sont  égales  par  cons- 
truction,  et  les  angles  MOE,FON,  sont  égaux  comme  op-: 
posés  par  le  sommet.  De  Fé^aAité  de  ces  triangles -on  conclu  i 
que  les  angles  alternes-internes  MEO;  OFN  sont  égaux. 

On  voit  aussi  par  là  que  les  angles  BEF^EFC,  sont  égaux, 
car  ces  angles  sont  respectivement  les  suppléments  des  an- 
gles MEO,  OFN. 

i^'lLcis  angles  alternes-externes  GEB,  GFH,sonc  égaux  ,. 
car  ib  sont  opposés  par  le  sommet  aux  angles  alternes-in-' 
ternes  MEO,  OFN. 

3*'Ijes  angles  correspondants  GEB,EFD,  sontégaux>  car* 
GEB=AEF,  et  AEF=EFD. 

'4^  La  sr^mnie  des  angles  BEF,EFD  est  égale  à  deux  droits, 
car  ôii  a  HEF-^AEF=  aS  et  aÉF  =  EÏ'D^ 

PROPOSITION  XXVU, 

THÉORÈME. 

Réciproquement^  si  deux  droite^  font  aj^^c  une  {rans^ 
versale 

Des  angles  aUernes^internes  égaux , 
Ou  des  angles  aUernes^xternes  égaur , 
Ott-des-'Ongle^  correspondants  égaux , 


a6  GiOJflÎTitlE. 

Ou  des  angles  intérieurs  dun  même  tôié  de  la^sé'- 
cante^  dont  iu  somme  soit  égak  à  deux  droits  ; 
Ces  droites  sont  parallèles. 


.1°  Salant  les  deux  droites  AB»  ÇO  co«p^.  ff^M  ^aps* 
veraale  GH  ;  li  les  aaglea  ^tero<esJnteriie^  ASP^Elf^D,  sont 
égaux,  AB  ser^parall^le  à  GD$  âvurewwt  on  poufniit  parle 
point  E.fpener  un<e  parallèle  El^à  CD  ;  mai$  2^0^^  le^  si^g\e&_ 
lËF^  ËFD,  seraient  égaux  oomxne  alternes -internes,  .et 
comme  par  hypothèse  A£Fs=EFD}  on  aurait  A£F=;=IEF  j; 
ce  qui  est  absurde. 

â""  Si  les  angles  alternes^externes  G£B|  GFHsontégaMx^ 
les  angles  AEF,  EFD,  qui  sont  opposés  par  leaosunet  aux 
premiers^  seront  égaux;  et  d  après  ce  qui  vient  d*étre  démon- 
tréy  AB  sera  parallèle  à  CD. 

3°  Si  les  angles  correspondants  GEB,  ËFDi,9QQt'égf(u^. 
comme  GEB  est  égal  à  AEF,  on  aura  AEF=i;£FDjid9nc 
AB  est  parallèle  à  CD. 

4^Si  la  somme  des  angles  BEFy.£FD  e^l  égale  à  ideux 
droits,  comme  BEF-4-AEF=a\on  en  conclu^  A£F^;;=£t*Di. 
donc  AB  est  parallèle  à  CD. 

PROPOSITION  XXVIII. 

THÉOBÈMÊ. 

f)ctLc  angles  qui  ont  leurs  côtés  pfimllèlesSiont^égûujc 
ou  supplémentaires. 

i""  Soient  ABC,  DEF ,  deux  artgles  dont  les  câtés  sont 
parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Ces  angles  seront 
égaux.  En  effet ,  les  angles  DLG,  DËF^  sont  égaux  oomme 


afigkes  coil^spoirdants  ;  mdis'  par  la  tfiéme  raison  DLC=  ^ 
ABC,  donc  ABC=ïDEF. 


la*"  Soieiit  AeoK  angles  ÂBC,  MEN,  doht  tes  c6tés  sobt 
paraHëliM^  miiis  diHgés  en  sens  comra{l*e,  ces  anglêis  seront 
ëgànr  ;  éà»  Mfâf  =  DEF  et  DEP = ABC. 

9°  &tûn  'è$ux  angles  ABC,  DEM,  dont  les  côtés  sont 
parallèlcfs,  mais  dont  deux  c6tés  BA  et  ED,  sèivt  dirigés 
dans  le  métne  sens,  et  les  deux  autres  BC  et  EM,  en  Sens 
contraire^  sont  supptémenuires;  c*ar  DEM  est  le  isupplé- 
mevt  de  DEF,  et  DEFss  ABC. 

PROposif ION  xxix. 


THBORBBCB. 


Si  deux  angles  ont  leurs  côtés  perpendiculaires 
chacun  à  chacun,  ces  angles  seront  égaux  ou  sup- 
plémerUaires, 


Soient  BAC,  DEF  deux  angles  dortt  léàeôléj'sdill per- 
pendiculaires chacun  à  ehaciim.  Menons pai^  \^  p^oftlt'A  Une 
ligné  AI,  perpertdîculait^  à  ÀB,et  une  droite  AH^  perpen- 
diculaire à  AO;  les  droites  AI ,  AH ,  seront  respectivement 
parallèles  aux  droites  DE ,  EF ,  et  dirigées  dans  le  litéoie 
sens;  donc  fangle  lAH  est  égpl  à  DGF;  mais  on  a 

IAH-t-HAB=:?i^'-*«^ 
et  BAC4-HAB  =  i* 

dôiieiAU;x^^AC. 


a8  GEQM^TBIE. 

$çolie.<^  oxï .  ^nfil^érait;  l!angle  formé  par  la  droite  EF 
et  le  prolongement  de  DE^  on  verrait; que  l'angle  FEG  e^t 
supplémentaire  de  langle  KiC. 

PROPOSITION  XXX. 

,  THEOREME. 

La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est  égale  à 
deux  angles  droits. 

Menez  AE  parallèle  à  BC,  et  prolongez  AG;  les  angles 
AiCB^  EAD^  sont  égaux  comme  angles  corret^pondar^ts , 
par  rapport  aux  parallèles  BC^  AË^coùpéa»  pi^,  ta!  trans- 
versale AG.  Les  angles  GBA^BAE,  sont  aussi  égBwn  eonunè 
angles  alternes^internes ,  par  rapport .  aux  p^ralllÈd^s  BG , 
AE,  et  à  Ja  sécante  AB^  donc  Ja  somme  des  angles  du 
triangle  est  égale  à  la  somme  des  trois  angles  GAB>  BAE, 
EAD^iorpiés  autour  du  point  A,  dun  même  ooté  de  la 
droite  AG.  Or,  cette  dernière  somme  est  égale  à  a-  droits) 
donc  la  première  est  égale  à  2t  droits. 


Corollaire  I.  Dans  tout  triangle, il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
angle  droit ,  et  à  plus  forte  raison  qu*un  angle  obtus. 

II.  Dans  tout  triangle  rectangle ,  la  somme  des  deux 
angles  aigus  est  égale  à  un  droit. 

III.  Quand  on  connaît  deux  angles  d'un  triangle  ou  sim- 
plic^ept.  leur  ^omme,  on  obtient  le .  troisième  en  retran- 
chant oette  sofnme  de  deux  droits. 

. ,  IV4  Langle  extérieur  BADj  formé  par>le„côté  BA  et.le 
le^prj^longement  de.AÇ,  est  égal.. à  la  somme  des  deux 
angles;  intérieurs  CBA/BCA. 

PROPOSITION  XXXI. 

THÉpRÈME. 

La  somme  des  angles  intérieurs  d^Uftpd/gûné  am^ 
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vexe  est  égale  à  autant  défais  dêiix  ojigles  djvits  qu*il 
y  a  de  côtés  moins  deux. 

Par  un  des  sommets  A^  menons  des  diagonales  à  tous  fig.  43. 
les  sommets  non  adjacents;  le  polygone  sera  décomposé 
en  autant  de  triangles  qu*il  y  a  dj&  côtés  moins  deux  j  car 
ces  différents  triangles  peuvent  être  considérés  comme 
ayant  pour  sommet  commun  le  point  A ,  et  pour  bases  les 
différents  côtés  du  polygone,  excepté  les  deux  triangles 
extrêmes  qui  contiennent  chacun  deux  côtés  du  polygone* 
On  voit  aussi  que  la  somme  des  angles  de  ces  triangles  est 
égale  à  la  somme  des  angles  du  polygone;  donc  cette 
dernière  somme  est  égale  à  autant  de  fois  deux  droits  qu*il 
y  a  de  côtés,  moins  deux.  Si  Ton  représente  par  n  le  nom- 
bre de  côtés  du  polygone ,  la  somme  des  angles  sera  : 
2  X  (n  —  2)  ou  2/ï  —  4* 

PROPOSITION  XXXII. 

tHÉOBEMEJ 

Si  Ton  prolonge  dans  le  mène  sens  tous  les  côtés 
d^un  polygone  conifexe ,  la  somme  des  angUs  exté^ 
rieurs  ainsi  formés  est  égale  à  quatre  droits. 


En  effet,  chaque  angle  intérieur)  ajouté  àTangle  exté- 
rieur, donne  une  somme  égale  à  deux  angles  droits.  La 
somme  des  angles  intérieurs  et  extérieurs  est*donc  égale 
à  a/i  droits  (/i  étant  le  nombre  des  côtés);  et  comme  la 
somme  des  angles  intérieurs  est  égale  à  2/z  —  4  ai^gl^s. 
droit»,  il  reste  4  angles  droits  pour  la  lâothme  des  angles 
extérieurs. 


3o  GROMSTItlB. 

PROPOSITION^  XXXIII. 

THBOaÈMS.  ^ 

tes  côtés  opposés  d^un  paraUélogramme  sont  égaux ^ 
ainsi  que  les  angles  opposés, 
fig.  44.       Tirez  la  diagonale  BD,  tes  deux  triangles  ADB^  DBG, 
ont  le  côté  commun  BD^de  plus,  à  cause  des  parallèles 
*pr.a6.  AD,  BC,  l'angle  AbB  =DBC*,  et  à  cause  cTes  parallèles 
AB,  cri,  l'angle  ABD  =  BDC;  donc  tes  deux  triangles 
*i)r.  7.    ADB,  DBC  ,  sont  égaux  *  ;  donc  le  côté  AB,  opposé  à  l'an- 
gle AXXy  est  égal  au  côte  DC,  opposé  à  I  angle  égatDBC,  et 
pareillement  le  troisième  côté  AD  est  égal  au  troisième  BC  ; 
donc  les  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  sont  égaux. 

En  second  lieu ,  de  l'égalité  des  mêmes  triangles  il  s'en- 
suit que  l'angle  A  est  égal  à  l'angle  G,  et  aussi  que  Tan- 
gle  ADC,  composé  des  deux  angles  ADB,  BDC,  est  égal  à 
Vangle  ABC,  composé  des  deux  angles  DBG,  ABD,  donc 
les  angles  opposés  d'un  parallélogramitie' sont  égaux. 

Corollaire  I.  Donc  deux  parallèles  AB,  CD,  comprises 
entre  deux  autres  parallèles  AD,  BC,  sont  égales. 

Corollaire  IL  Deux  parallèles  soht  partout  égalenofent 
distantes. 

Car  (^fig^  4^0  ^  ^^  ^^  étant  parallèles.}  ^baiss^  des 
points  H  et  G,  HF  et  GE,  perpendiculaires  sur  AB,  ces 
droites  seront  parallèles ,  et  seront  égales  comme  étant 
comprises  entre  parallèles. 

PROPOSITION  XXXIV. 

THÉORÈME. 

fig.  44.  Si  dans  un  quadrilatère  ABCD  les  côtés  opposés 
sont  égaux ^  en  sorte  quon  ait  AB=CD,  el  AD=::Bf!, 
les  côtés  égaux  seront  parallèles  ^  et  la  figure  sera  un 
parallélogramme. 

Car,  en  tii^pif.la  diagonale:  QP.,  les  deux  triangles  ABD, 
BDC,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun;. donc 
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ils  seront  égaux;  donc  Tangle  ADB,  opposé  au  côté  AB, 
est  égal  à  i'angk  DBC,  opposé  au  eolé  CD;  donc  ^  le  coté  *pr.  a;. 
AD  est  parallèle  à  BC.  Par  une  semblable  raison ,  AB  est 
parallèle  à  CD  ;  donc  \e  quadrilatère  ABGD  est  un  paral- 
lélogramme. 

Pïi^PQSlTION  XXXV. 

THBORÈMS. 

Si  deux  côtés  opposés  AB,  CD ,  d'un  quadrilatère   fig.  44* 
sont  égaux  et  parallèles^  les  deux  autres  côtés  seront 
pareillement  égaux  et  parallèles  ,  et  la  figure  ABCD 
sera  un  paraUét/ogramme. 

SoU  tirée  la  diagc^ale  fiD;  puisque  AB  est  parallèle  à 
CD,  les  angles  alternes-internes  ABD^  BDC>.  spfit  égau:^^  ;  *pr.a6. 
daillattKS.  le  coté  A&k  DG,  le  côté  ]PiB  estcoimAmiy  donc 
le  triaoi^  ABD  est  égnl  au  triangle  DBG*;  d^nc  le  côijé  AD  *pr-  6. 
ss'BC^  Tangte  ADB<=  DBG,  etpapoonséquent  AD  est  parât 
lèle  à  BG;  donc  la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme. 

PROPOSITION  XXXVI. 

tes  deâuttttàgonales  AC,  DB,  d*un  parallélogramme  Bg.  45. 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales, 

Carmen  comparant  le  triangle  ADO  au  triangle  COB, 
on  trouve  le  côté  AD='CB,  l'angle  ADÔ  =  CBO*;  et  *pr.  26. 
Vangle  DAO  =  OCfe;  donc  ces  deux  triangles  sont  égaux*;  *pr.  7. 
donc  AO ,  qôté  opposé  à  Tangle  ADO ,  est  égal  à  OC ,  côté 
opposé  à  ràngle  OBC;  donc  aussi  DO  =0B. 

Scolie^  Dans  le  cas  du  losange ,  les  côtés  AB,  QC, 
étant  égaux,  les  triangles  AOB,  OBC,  ont  les  trois  cQtés 
égaux  chacun  à  chacun,  et  sont  par  conséquent  égaux;  d  où 
il  suit  que  Tangle  AOB  =  BOG,  et  qu'ainsi  les  deux  diago- 
nales d'un  losange  se  coupent  mutuellement  à  anglesdroits. 


Sa  GÉOMKTIUE. 

LIVRE  IL 

LE  CERCLE  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES. 


DEFINITIONS. 

.  46.      I.  La  circonférence  du  cercle  est  une  Hgne  courbe,  dont 
tons  les  points  sont  également  distants  d'un  point  intérieur 
qu'on  appelle  centre. 
'  Le  cercle  est  l'espace  terminé  par  cette  ligne  courbe. 

N.  B.  Quelquefois  dans  le  discours  on  oonibnd  le  cercle  avec  sa  circonférence^ 
nais  il  ser&  toijoara  lacile  de  rétablir  Pexactitttde  des  expressions ,  eà  seitMtre* 
nant  que  le  oerde  est  une  portion  de  surface  plane,  tandis  que  la  circonférence 
n*eat  qu^une  ligne. 

IL  Toute  ligne  droite  CA,  CE,  CD,  etc. ,  menée  du  cen- 
tre à  la  circonférence ,  s'appelle  rajron  ou  demi^amètre; 
toute  ligne,  comme  AB,  qui  passe  par  le  centre^  et  qui  est 
terminée  de  part  et  d'autre  à  la  circonférence,  s'appelle 
diamètre. 

En  vertu  de  la  définition  du  cercle,  tous  les. rayons  sont 
égaux;  tous  les  diamètres  sont  égaux  aus$i,  et  doublés  du 
rayon. 

IIL  On  appelle  arc  une  portion  de  circonférence  telle 
que  FHG. 

lia  corde  ou  sous^tendante  de  l'arc  est  la  ligne  droite  FG 
qui  joint  ses  deux  extrémités. 

IV.  Segment  est  la  surface  ou  portion  de  cercle  comprise 
entre  lare  et  la  corde. 

N.  B.  A  la  même  corde  FG  répondent  toujours  deux  arcs  FHG,  F£G,  et  par  con« 
séquent  aussi  deux  segments  ;  mab  c'est  'toujouru  le  plus  petit  dont  on  entend 
parler ,  à  moins  qu*on  n'exprime  le  contraire. 
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V.  Secteur  e&t  la  partie  du  cercle  comprise  entre  un  arc 
DE  et  les  deux  rayons  CD,  GE^  menés  aux  extrémités  4e 
cet  arc. 

VI.  On  appelle  ligne  inscrite  dans  lé  cercle,  celle  dont  g    , 
les.  extrémités  sont  à  la  circonférence,  comme  AB  ;. 

Angle  inscrit^  un  angle  tel  que  BAC ,  dont  le  sommet 
est  à  la  circonférence,  et  qui  est  formé  par  deux  cordes  ; 

Triangle  inscrit ,  un  triangle  tel  que  BAC,  dont  les  trois 
angles  ont  leur  sommet  à  la  circonférence; 

Et  en  général  figure  inscrite^  celle  dont  tous  les  angles 
ont  leurs  sommets  à  la  circonférence  ;  en  même  temps  on 
dit  que  le  cercle  est  circonscrit  à  cette  figure. 

Vn.  On  appelle  sécante  une  ligne  qui  rencontre  la  cir-  H-  48. 
conférence  en  deux  points  :  telle  est  AB. 

VIII.  Tangente  est  une  ligne  qui  n'a  qu'un  point  de 
commun  avec  la  circonférence  :  telle  est  CD. 

Le  point  commun  M  s  appelle  point  de  contact. 

IX.  Pareillement  deux  circonférences  sont  tangentes 
runeàFautre,  lorsqu'elles  n'ont  qu'un  point  de  commun. 

X.  Un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle,  lorsque  tous 

N.  B.  On  appelle  en  géDcral  taDgentc  à  une  conrbe  la  limite  des  positions 
qae  prend  nne  sécante  AB  qni  tourne  autour  d^un  point  A  de  la  conrbe,  jns- 
qn*à  ce  qu'an  second  point  de  section  Tienne  se  confondre  arec  le  premier. 


Si  la  courbe  est  fermée ,  et  ne  peut  être  rencontrée  par  une  droite  en  plus 
de  deux  points,  comme  le  cercle  par  exemple,  il  est  évident  que  lorsque  les 
deax  points  dUnlérsectibn  seront  réunis  en  un  seul,  la  droite  n*aura  plus  qu'un 
point  commun  arec  la  courbe,  et  Ton  pourra,  si  Ton  veut*,  appeler  tangente  une 
droite  qui  n*a  qu*nn  point  commun  arec  la  courbe.  Mais  la  première  définition 
convient  senle  à  tontes  les  courbes ,  et  même  en  la  restreignant  au  cercle,  elle 
a  l'aTantage  de  montrer  des  analogies  remarquables  entre  plnsifOurs  tlicorèmes. 
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fig.  i6o.  ^**  côtes  sont  dtt  tangentes  à  la  dfcohfertfnce;  dans  le 
même  cas  on  dit  que  le  cercle  est  inscrit  ààn^\e  polygone. 

pROPosmosr  première. 

TBUBORBMB. 

Tout  diamètre  AB  dii^ise  te  cercle  et  sa  circonfé-- 
rence  en  deux  parties  égales  i 

Car'si  on  applique  la  figure  AEB  sur  4FB,  en  conser- 
vant la  base  commune  AB,  il  faudra  que  la  ligne  courbe 
AEB  tombe  exactement  sur  la  ligne  courbe  AFB,  sans  quoi 
il  7 aurait  dans  Tune  ou  dans  lautredes  points  inégalement 
éloignés  du  centrCi  ce  qui  est  contre  la  définition  du  cercle. 

PROPOSITION  !!• 

TASORÈME. 

Toute  corde  est  plus  petite  que  le  diamètre: 
^  Car  si  aux  extrémités  delà  corde  AD  on  mène  l«s  fiTjrdtis 

AC,  CD,  on  aura  la  ligne  droite  AD  <  AC  -f-  CD,  ou  AD  < 
AB. 

Corollaire,  Donc  k  plus  grande  ligne  droite  qu'on  puisse 
inscrire  dans  un  cercle  est  égale  à  son  diamètre, 

PROPOSITION  III. 

THEORÈMB. 

Une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une  circonfé- 
rence en  plus  de  deux  points. 

Car  si  elle  la  rencontrait  en  trois,  ces  trois  points  seraient 
également  distants  du  centre;  il  y  aurait  donc  trois  droites 
égales  menées  d  un  même  point  sur  une  même  ligne  droite, 
*  17,  X,  ce  qui  «9t  impossible  *< 


t!VR«   II. 

PROPOSITION'  IV. 

T;ii£OR£]iB. 


•^ 


Dans  un  Même  ce^le  m  dam  d^s  cercles  égaux  j 
h^  arvs  égitûài'stmt  s&us-^téfklus  par  des  cordes  égalés, 
et  héciproifm^eHi  les  contes  égales  sous-tendent  des 
arcs  égaux. 

Le  ràyoti  Ati  étant  égal  au  rayon  EO ,  et  Tare  ÂMD  fig.  5o. 
égal  à  Tare  ENÇ,  je  ctis  que  la.coi*cte  ÂD  sera  égale  à  la 
corde  EG. 

Car  le  diaiiiètre  AÈ.  étant  égal  ^u  diamètre  EF,  le  demi- 
cercle  AMDB' pourra  s  appliquer  exactement  sur  le  demî- 
cercle  ENGF,  et  la  ligne  courbe  AMDB  coïncidera  entière- 
ment avec  l'a  ligne  courbe  ENGÎ*.  Aïais  on  suppose  la 
portion  AMD  égale  à  la  portion  ENG;  donc  le  point  li 
tombera  sur  le  point  G;  donc  la  corde  AD  est  égale  à  Ist 
corde  EG.  ,  . 

Réciproquement,  en  supposant  toujours  le  rayon  ACz= 
EO,  si  la  corde  AD==EG,  je  dl^  que  lare  AMD  sera  égal  à 
larcENG. 

Car  en  tirant  les  rayons  CO,  OG,  lès  deux  triangles  AÙD, 
EOG,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  savoir, 
AC  =  EO,  CD=  OG,  et  AD  =EG  ;  donc  ces  triangles  sont 
égàut*  ;  dÔhôlWgle  ACD  =  EOG^.  Mais  éM  posant  te  demi-  *  la,  r. 
cercle  ADB  sliir  son  égal  EGF,  fufs^ue  Tangle  ACÏ)=:ÈClG, 
il  est  ckir  qtife  lé  rayon  CD  tombera  sui-  lé  rayon  ÔG,  et  le 
poiivtD  àur  le  point  G;  doiit  l'arc  AMD  est  égal  a  Parc 

eng 

proposition  v. 


THEOUEME. 


DùM  h  mërne  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
un  plus  gtarid  àrc  est  sous-tendu  par  une  plus  gmrtdè 
corde  j  et  réciproquement ,  si  ïôutefois  tes  arcs  dont 
il  s'agit  sont  moindres  rpiune  demi-circonférence . 

3. 
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fig.  5o.  ^^  *^^*  ^'^^^  ^^  P'^^  grand  que  EPÏG;  prenons  lare 
AMD=£N6,  les  cordes  AD,  EG  seront  égales.  Enfin  me- 
nons les  rayons  DC,  CH  :  les  deux  côtés  AC,  CH  du  trian- 
gle  ACH  sont  égaux  aux  deux  côtés  AG,  CD  du  triangle 
ACD;  langle  ACH  est  plus  grand  que  ACD^donc le  troi- 
sième côté  AH  est  plus  grand  que  le  troisième  côté  AD; 
donc  aussi  AH  est  plus  grand  que  EG. 

Réciproquement ,  si  la  corde  AH  est  plus  grande  que 
EG,  lare  AMH  sera  plus  grand  que  ENG;  car  si  AMH 
était  égal  à  ENG,  la  corde  AH  serait  égale  à  EG,  ce  qui 
est  contre  Thypo thèse;  et  si  lare  AMH  était  plus  petit  que 
ENG ,  la  corde  AH  serait  plus  petite  que  EG,  ce  qui  est 
encore  contre  la  supposition. 

Scolie.  Nous  supposons  que  les  arcs  dont  il  s*agit  soient 
moindres  quune  demi -circonférence;  s*ils  étaient  plus 
grands,  la  propriété  contraire  aurait  lieu. 

PROPOSITION  VI. 

THÉORSMB. 

fig.  5i.  ^  rajon  CG  ,  perpendiculaire  à  une  corde  AB ,  di- 
vise  cette  corde  et  Varc  sous-tendu  AGB,  chacun  en 
deux  parties  égales. 

Menez  les  rayons  GA,  CB;  ces  rayons  sont,  par  rapport 
à  la  perpendiculaire  CD,  deux  obliques  égales;  donc  ils 

*i7,i.  s^écartent  également  de  la  perpendiculaire*;  doncAD=DB. 
En  second  lieu,  puisque  AD  =  DB,  CG  est  une  perpen- 

*  i8, 1.  diculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB;  donc*  tout  point  de 
cette  perpendiculaire  doit  être  également  distant  des  deux 
extrémités  A  et  B.  Le  point  G  est  un  de  ces  points  ;  donc 
la  distance  AG  =  BG.  Mais  si  la  corde  AG  est  égale  à  la 

*pr.  4.  corde  GB,  lare  AG  sera  égal  à  Tare  GB*;  donc  le  rayon 
CG,  perpendiculaire  à  la  corde  AB, divise  lare  sous-tendu, 
par  cette  corde  en  deux  parties  égales  au  point  G. 

Scolie.  La  droite  CG  passe  par  le  centre,  par  le  milieu 
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de  la  corde ,  par  le  milieu  de  Tare;  enfin  elle  est  perpendi* 
culaire  sur  la  corde.  Or  deux  de  ces  conditions  suffisent 
pour  déterminer  la  position  d'une  droite  ;  donc  toute  ligne 
droite  qui  sera  assujettie  a  deux  de  ces  conditions  remplira 
nécessairement  les  deux  autres. 

Ainsi  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
passera  par  le  centre  et  par  le  milieu  de  l'arc ,  et  ainsi  de 
suite. 

PROPOSITION  VIL 

THÉORÈME. 

Par  trois  points  A ,  B ,  C ,  non  en  ligne  droite ,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  circonférence ,  mais 
on  n  en  peut  faire  passer  qu^une. 

Joignez  AB,  BG,  et  par  les  milieux  de  ces  droites  élevez 
les  perpendiculaires  DE,  FG,  je  dis  d*abord  que  ces  deux 
ligues  se  rencontreront. 


Car  si  les  droites  DE ,  F6  étaient  parallèles ,  les  lignes 
BA,  BC,  menées  par  le  point  B  perpendiculairement  à  ces 
parallèles,  seraient  dans  le  prolongement  Tune  de  l'autre  ; 
ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

Maintenant  le  point  de  concours  O  des  deux  droites  DE, 
F6,  appartenant  à  la  perpendiculaire  DE,  est  à  égale 
distance  des  deux  points  A  et  B  ;  le  même  point  0,  apparte- 
nant à  la  perpendiculaire  F6,  est  à  égale  distance  des  deux 
points  B  et  C;  donc  les  trois  distances  OA,  OB,  OC,  sont 
égales  ;  donc  la  circonférence  décrite  du  centre  O  et  du 
rayon  OB,  passera  par  les  trois  points  A,  B,  G. 
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Je  dis  4o.  plus  qu'aucune  aatr^  oireoilCàMnoci  ne^peul 
passer  par  ces  trois  points^  c^  s*il  en  eadscak  une,  $oa  cen- 
tre it^vrait  se  fxouver  à  la  fois-  sur  les  lignes  DE  et  ¥G  ;  or 
ces  4eux  droites  ne  peuvent  âe  couper  qu'en  un  point; 
donc,  etc. 

Corolfaire  I.  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
AC  passera  par  |e  pojnt  O ,  puisque  <^e  point  est  à  égale 
distance  des  points  Â  et  C;'donc  ies  perpendiculft^s 
élevées  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  se  coupent  en 
un  même  point. 

II.  Deux  circonférences  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux 
points  communs  sans  se  confondre. 

PROPOSITION  VIII.; 

THÉORÈME. 

Peux  cordes  f;gales  sont  égaïenient  éloignées  dit 
centre  ;  et  de  deux  cordes  inégales  ^  la  plus  petite  est 
la  plus  éloignée  du  centre. 

\^  Soit  la  corde  AB  =  DE  :  divisez  ces  cordes  en  deux 
également  par  les  perpendiculaires  GF,  CG ,  et  tirez  les 
rayons  C A ,  CD. 

Les  triangles  rectangles  CAF,  DCG,  ont  les  hypoténu- 
ses G4,  CD,  égales  ;  de  plus  le  coté  AF,  moitié  de  AB ,  est 
Çgal  ;fu  côté  PG,  moitié  d^  DE;  dor»c  ce^  triangles  sont 

*  19, 1.  égaux*,  et  le  tpoisièfpe  côté  CF  est  égal  au  troisième  CGj 

donc,  i^\^  fi^ux  cordes  égales  AB^  DE,  30^(  également 
éloignées  du  centre.  ,  < , 

14''  Soit  iA  corde  AH  plus  grande  que  DE,  Tare  AILH 

♦  pr.  5.  *«•»  plus  grand  que  l>rc  DME  *  :  sur  Tare  4JKJH  pr^pe-i^  \^ 

parfi?  ANB  :=  DMfi;;.  tjrez  la  corde  AB ,  et  ab9iîs#«?(  CF , 
pfir|>eniiiculaiFe  sur  c/enc  corde,  et  CI,  perpwdfcîilairi^ 
s»f,  AH  ;  il  est  ^l^ir  que  CF  est  plus  gra»4l  qw  CO,  et  CQ 
plps  gland  que  CI;  4onc  k  pîu«  fortp  raison. ÇF>'Cl, 
Mais  CF=ÇG,  pqjsque  les  cordes  A3 ,  D£,  ^onl  fg^l^  ; 
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4oi}c  pQ  9  GG>iC;;;  a^^c  4^  d^m^  iw4^&  inégales  h  plus 
pe^te  est  I9L  pl^  éloignée  du  penira 

PROPOSITION  IX, 

Za  perpendiculaire  BD ,  menée  à  P extrémité  dit 
rayon  CA  y  «^/  ur^  tangente  à  la  circonférence. 

Car  toute  olbtUq^e  GE  ^t  pluâ  longue  que  b  p^pendicu-  fie-  Pi- 
laire CAj  dpnc  le  point  East  hors  du  cercle;  dofio  la  ligpe 
BD  nV  ^ue  le  point  A  comn^un  avec  la  qircon£éfence; 
donc  BD  est  une  tangente. 

Réciproquement,  Le  rayon  CA  mené  au  point  de  contact 
de  la  tangente  BD,  est  pei^endiculaire  sur  cette  tangente. 

Car  tous  les  points  de  cette  ligne,  à  l'exception  du  point 
ky  écaal  entériaors  à  la  eîrcûoférence;*,  le  rayon  CA  sera  la 
ligne  la  plus  «oiirf«  qu  on  puisse  mener  du  point  C  ^  la 
droite  BD,  ef  par  cojnséguent  sera  p^pendiculaire  à  cette 
droite. 

Corollaire,  Par  un  point  A  pris  sur  la  circonférence  on 
ne  peut  mener  qu  une  seule  tangente. 

PROPOSITION  X. 

THBOaBMB. 

Deux  parallèles  AB,  DE ,  interceptent  st^r  la  çir- 
conférmoe  dfis  arcs  égaux  MN,  PQ. 

Il  peut  arriver  trois  cas* 

i""  3i  les  àtMx,  p^aUèles  sqnt  sécantes ,  menez  le  rayon  fig.  55. 
CH  perpendiculaire  à  la  corde  MP>  il  sera  en  marne  temps 
perpendiculaire  à  sa  parallèle  NQ  ;  donc  le  point  H  sera 
à  la  fois  le  milieu  de  Tare  MHP  et  celui  de  lare  NHQ*;  *6, 
fln  aura  donc  lare  MH  =  UP,  et  Tare  NH:=HQ  :  d^;  là 
résulte  IHH  —  NH  =;HP  —  HQ ,  c>st-à  cUre  MN  =  PQ.   ; 

a""  Si  des  deux  parallèles  AB,  DE,  lune  est  sécante,  Tau-  Sg. 56. 
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tre. tangente;  au  point  de  contact  H  menez  le  rayon  GH; 
♦g^  ce  rayon  sera  perpendiculaire  à  la  tangente  DE*,  et  aussi 
à  sa  parallèle  MP.  Mais  puisque  CH  est  perpendiculaire  à 
la  corde  MP,  le  point  H  est  le  milieu  de  lare  MHP ;  donc 
les  arcs  MH^  HP^  compris  enti*e  les  parallèles  ÂB,  DE, 
sont  égaux. 

3°  Enfin  si  les  deux  parallèles  DE,  IL,  sont  tangentes, 
Tune  en  H,  l'autre  en  K,  menez  la  sécante  parallèle  AB, 
vous  aurez,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré,  MH=HP  et 
MK  =  KP;  donc  l'arc  entier  HMK=HPK,  et  de  plus  on 
voit  que  chacun  de  ces  arcs  est  une  demi-circonférence. 

PROPOSITION  XI. 

THEOREME. 

Si  deux  circonférences  ont  un  point  commun  A  en 
dehçrs  de  la  ligne  CC  qui  unit  leurs  centres ,  elles 
ont  un  dewdème  point  commun  M  situe  sur  la  per- 
pendiculaire  AB  à  CC',  et  à  la  même  distance  de  cette 
droite  que  le  point  A. 


A 


\- 


En  effet,  A'B  étant  égal  à  AB,  les  droites  CÀ,  CA',  seront 
égales  comme  obliques  s'écartant  également  du  pied  de 
la  perpendiculaire  CB  à  la  droite  AA'.  Donc  le  cercle  décrit  ' 
du  point  G  comme  centre  avec  CA  pour  rayon,  passera  par 
le  point  A'  ;  on  verrait  de  même  que  le  cercle  décrit  du 
point  G'  comme  centre  avec  G'A  pour  rayon,  doit  passer  par 
le  point  A'. 

Corollaire  I.  Quand  deux  circonférences  se  coupent,  la 
ligne  qui  unit  les  centres  est  perpendiculaire  sur  le  mille  u 
de  la  çprde  copimune. 
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II.  Si  deux  circQuférenoas  sont  tangentes,  le  point  de 
contact  est  situé  sur  la  ligue  des  centres;  car  s'il  en  était 
autrement,  les  circonférences  auraient  un  second  point 
commun,  et  par  conséquent  se  couperaient. 

Deux  circonférences  ne  peuvent  occuper  Tune  p^r  rap- 
port à  l'autre  que  cinq  positions  différentes  relies  peuvent 
être  extérieures  ou  intérieures;  elles  peuvent  se  toucher 
extérieurement  ou  intérieurement,  ou  enfin  se  couper. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORSME. 

Si  deux  circonférences  sont  extérieures ,  là  élis- 
tance  des  centres  est  plus  grande  que  la  somme  des 
rayons. 


CaronaCC'=CA+C'A'-'-AA',  d'où  CC'>CA  +  CA'. 
PROPOSITION  XIII. 

THSORSMB. 

Si  deux  citvonférences  sont  intérieures^  la  distance 
des  centres  est  plus  petite  que!  la  différence  des  rayons. 


Car  on  a  CC'— GA—CA'— A'A,  d'où  CC'<CA—  CA'. 
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PROPOSITION  XIV. 


THEOREMS. 


Si  deux  circonfét'ences  sont  tangenêes  eauémars' 
ment ,  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme 
des  rayons: 


Car  ie  point  de  contact  A  étant  sur  la  ligne  des  centres, 
o»  a^f^vidpijjgîepiÇq'r^CiA  +  AC't  .  ,    .     * 


PROPOSITION  XV. 

THEOREME. 


Si  deiLt  circonférences  se  touchent  intérieurement  j 
la  distance  des  centres  -est  égale  à  la  différence  des 
rayons. 


Car  le  point  de  contact  A  est  ^ur  la  ligne  des  centres, 
et  Ton  a  CC  =2:;CA  —  C'A. 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

Si  deux  circonférences  se  coupent ,  la  distance  des 
centres  sera  en  même  temps  plus  petite  que  la  somme 
des  rajms ,  et  plt^  grande  que  leur  différence^   , 
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Car  en  joignant  les  centres  à  lun  d^s  points  d'intersec- 
tion A,  on  form^r^  un  triangle  d«ns  i^u^l  la  lîgse  des 
çenti-es  CC'^  et  les  rayons  CA,  C'A,  seroxït  Jes  trois  côt^sj 
or  on  a  vu  que  d^os  no  triangle  un  pôté  quelconque  est 
plus  petit  que  la  somme  deç  deux  ^utrçs,  et  plus  grand 
que  leur  différence. 

Les  réciproques  des  cinq  propositions  précédentes  sont 
vraies,  et  se  démontrent  toutes  de  la  même  manière;  par 
exemple,  si  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la 
somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur  différence,  les 
oiroonférences  se  coupent;  car  »i  eHes  étaient  extérieures 
ou  intérieures,  la  distance  des  centre^  «erak  plnj|  grande 
que  la  somme  des  rayons,  ou  plus  petite  qae  leur  diffé* 
rence  ;  et  si  elles  étaient  tangentes,  la  distance  des  centres 
serait  4^ie  à  la  somme  dfs  rayons  im  à  lear  différence. 

PROPOSITION  XVIL 

TRÉOilèME. 

Dans  le  même  cercle  ou  cUuu  des  cereUs  égaux  ^ 
les  angles  égaux  ACB,  DCE,  dont  le  sommet  est  au 
centre ,  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs 
égaux  AB,  DE. 

Réciproquement,  si  les  arcs  AB ,  DE ,  sont  égaux  ,  fig.  6i. 
les  angles  ACB,  DCE,  seront  aussi  ^gaux. 

Car,  1^  si  langle  ACB  est  égal  à  Fangle  DCE,  ces  deux 
angles  pourront  se  placer  Tun  sur  l'autre;  et  comme  leurs 
côtés  sont  égaux,  il  est  clair  que  le  point  A  tombera  en  D, 
et  le  point  B  en  E.  Mais  alors  l'arc  AB  doit  aussi  tomber 
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sur  1  arc  DE;  car  si  les  deux  arcs  n'étaient  pas  confondus 
en  un  seul,  il  y  aurait  dans  l'un  ou  dans  Tautre  des  points 
inégalement  éloignés  du  centre,  ce  qui  est  impossible; 
donc  lare  AB=DE. 

a"*  Si  on  suppose  AB=DE,  je  dis  que  langle  AGB  sera 
égal  à  DCE  ;  car  si  ces  angles  ne  sont  pas  égaux,  soit  AGB 
le  plus  gi-and,  et  soît  pris  AGI  =  DCE;  on  aura,  par  ce  qui 
vient  d'être  démontré,  AI=DE  :  nidis,  par  hypothèse,  lare 
AB  =  DE;  donc  on  aurait  AI==AB,  ou  la  partie  égale  au 
tout^  ce  qui  est  impossible;  donc  l'angle  AGB=z:DGE. 
PROPOSITION  XVIII. 

THÉORÈME. 

Va/is  wi  même  cercle  ou  (Ums  des  cercles  égaux  y 
le  rapport  de  deux  angles  au  centre  ,  est  le  même  que 
celui  des  arcs  interceptés  entre  leurs  côtés. 
6g.  6a.  Soient  ABG,  DCE,  deux  angles  au  centre  de  circonfé^ 
rences  égales.  Je  supposerai  d  abord  que  les  arcs  AB  et  DE 
aient  une  commune  mesure,  et  quVUe  soit  contenue  7  fois 
dans  AB,  et  4  fois  dans  DE;  le  rapport  de  AB  à  DE  sera  |. 

Maintenant  si  Ton  joint  les  points  de  dirision  des  deux 
arcs  aux  centres  des  circonférences ,  on  voit  que  l'angle 
AGB  sera  divisé  en  y  angles  égaux  entre  eux  comme  com- 
prenant entre  leurs  côtés  des  arcs  égaux  ;  et  que  l'angle 
DCE  contiendra  4  des  mêmes  angles.  Le  rapport  des  arcs 
AB  et  DE  sera  donc  aussi  |. 

Si  les  arcs  AB  et  DE  sont  incommensurables,  divisons 
l'arc  DE  en  trois  parties  égales,  par  exemple,  et  supposons 
que  l'arc  AB  contienne  4  de  ces  parties  avec  un  reste  KB 
plus  petit  que  l'une  d'elles;  le  rapport  de  AB  à  DE  est 
plus  grand  que  |  ^  et  plus  peut  que  |. 
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Mais  si  Toh  joint  les  centres  C,  F,  aux  points  de  division 
des  arcs,  on  voit  que  langle  DFE  est  divisé  en  trois  parues 
égales,  et  que  langle  ACB  contient  4  de  ces  parties,  avec 
un  reste  KGB  plus  petit  que  Tune  d  elles;  le  rapport  des 
angles  ACB,  DFE  est  donc  aussi  compris  entre  |  et  |  ;  donc 
les  rapports  ACB  :  DFE  et  AB  :  DE  contiennent  ebacun  4 
fois  la  fraction  |.  Mais  on  prouverait  semblablement  qn*ils 

contiennent  le  même  nombre  de  fois  -|^,  ^5^,  ^^ ,  et 

en  général  une  partie  aliquote  de  lunité  aussi  petite  qu on 
voudra;  donc  ces  rapports  sont  égaux. 

Mesure  des  angles. 

Mesurer  une  grandeur,  c'est  trouver  le  rapport  de  celte 
grandeur  à  Tunité  de  même  espèce.  La  mesure  d*un  angle, 
en  prenant  pour  unité  Tangle  droit,  n'est  donc  autre  chose 
que  le  rapport  de  cet  angle  à  un  droit. 

Mais  le  théorème  précédent  montre  qu  au  rapport  de 
deux  angles  au  centre,  on  peut  substituer  le  rapport  des 
arcs  compris  entre  leurs  côtés.  Ainsi,  au  lieu  de  comparer 
directement  un  angle  à  l'angle  droit,  on  pourra  comparer 
l'arc  compris  entre  ses  côtés  au  quart  de  la  circonférence; 
et  c'est  dans  ce  sens  qu'on  dit  d'une  manière  abrégée , 
qu'un  angle  au  centre  a  pour  mesure  l'arc  intercepté  par 
ses  côtés. 

Pour  faciliter  cette  comparaison,  on  divise  la  circonfé- 
rence en  36o  parties  égales  appelées  degrés  ;  chaque  degré 
en  6o  minutes,  chaque  minute  en  6o",  etc. 

Si  lare  intercepté  par  les  côtés  d'un  angle  au  centre 
renferme  24  degrés,  la  mesure  de  cet  angle  sera  J^  ou  -yr,» 

Scoli'e.  En  appliquant  littéralement  la  démonstration  du 
théorème  précédent,  on  prouverait  que  deux  secteurs  pris 
dans  des  cercles  égaux  sont  entre  eux  comme  les  arcs 
compris  entre  leurs  côtés. 
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Proposition  xix. 

TSÉOItAlflE. 

fig  ^  .  HaiîgU  inscrit  hkH  a  pour  mesure  la  moitié  de 
/a/Y? iJD  compris  entre  ses  côtés. 

S^poaims  d^âhord  que  )e  centre  du  cercle  sort  situé 

fig.  64.  daos  l'angle  BAD,  on  mènera  le  diamètre  AE  et  le§  raymift 
CB^  CD.  L'angle  BGËy  extérieur  m  trî»ilgl6  ABC,  est  égal  à 
*  ^^y  ^  la  somme  des  deux  hi«ériettrs  GAB,  ^BX!»*  :  nvais  le  triangle 
BAC  étant  isocèle,  Fangle  CAB  =  ABC,-  donc  l'angle  BCE 
est  double  de  BAC.  L'angle  BCE^  eomme  angle  au  centre, 
a  pour  mesure  l'arc  BE;  donc  l'angle  BAC  aura  pour  me- 
sure la  moitié  de  BE.  Par  une  raison  semblable,  Vpngle  CAD 
aura  pour  mesure  la  moitié  de  ED  ;  donc  BAC  +  CAD  ou. 
BAD  aura  pour  mesure  la  moitié  de  BE  +  £D  ou  la  moitié 
de  BD. 

fig-.65.  Supposons  en  second  lieu  que  le  centre  C  soit  situé 
hors  de  l'angle  BAD,  alors  menant  le  diamètre  AE^  l'angle 
BAE  aura  pour  mesure  la  moitié  de  BE^  l'angle  DAE  la 
moitié  de  DE;  donc  leur  différence  BAD  ?ur»  pour  va^- 
sure  la  moitié  de  BE  moins  la  moitié  de  £D^  ou  la  moitié 
deBD. 

Donc  tout  angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare 
compris  entre  ses  côtés. 

fig.66.  Corollaire  L  Tous  les  angles  BAC,  BDC,  etc.,  inscrits 
dans  le  même  segment  sont  égaux;  car  ils  ont  pour  mesure 
la  moitié  du  même  arc  BOC» 

^g-  ^-  IL  Tout  angle  BAD  inscrit  dans  le  demi^cerde  est  un 
angle  droit;  car  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  demir 
circonférence  BOD,  ou  le  quart  de  la  circonférence. 

Pour  démontrer  la  même  chose  d'une  autre  manière, 
tirez  le  rayon  AC;  le  triangle  BAC  est  isocèle,  ainsi  l'an- 
gle BAC  =  ABC;  le  triangle  CAD  est  pareillement  isocèle; 
donc  l'angle  CAD=  ADC;  donc  BAC  +  CAD  ou  BAD  = 
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ABD  +  ADB.  Mais  si  les  deux  angles  B  et  D  du  triangle 
ABD  valent  ensemble  le  troisième  BAD,  les  trois  angles 
du  triangle  vaudront  deux  fois  langle  BAD;  ils  valent 
d'ailleurs  deux  angles  droits;  denc  Tangle  BAD  est  un 
angle  droit. 

III.  Tout  angle  BAC  inscrit  dans  un  segment  plus  grand  g    ^ 
^le  le  detifi^ceFcIe^eét  un  fingle  aigit)  Oat  î)  a  ploiivitBâsure 
Ift  moitié  et  l'afo  BOC  mdhidfe  qtt'iim<  deibi^rconfé-! 
rence. 

Et  tout  angle  BOC,  inscrit  dans  un  segment  plus  petit 
que  le  demi-cercle,  est  u'rî'éiî|[iè  dbtûs;  tar  il  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  BAïC  pliis  .  grand  qu  une  demi-cir- 
conférence. 

'  PROPOSÏTIQÏf  XX.  A 

'  ^àèonÉMÈ.  \  s      . 

V angle  ^kC  ^  forme  par  une  tangente  et  une  cordée    g    - 
a  pour  mesure  la  moitié  de  F  arc  A^t)C!  compris  entre 
ses  côtés. 

Au  point  de  contact  A  menez  le  diamètre  AD;  langle 
BAD  est  droit  *y  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-cir-     ^' 
conférence  AMD;  Tangle  DAC  a  pour  mesure  la  moitié  de 
DC;  donc  BAD  +  DAC  ou  BAC  a  pour  mesure  la  moitié 
de  AMD,  plus  la  moitié  de  DC,  ou  la  moitié  de  lare  entier 

Am.fjCf         ,  I. 

Ob . démùiitrevait  de  même  qu^  langle  CAEa  pourme« 
sure  la  moitié  de  Tare  AC  comprni  entre  ses  côtés  4 

PROPOSITION  HXL 

tHÉOHèMÉ.  

V angle  BAC,  formé  'par  les  deux  sécantes BÈ ,  AC.       , 
et  dont  le  sojrimet  est  dans  V intérieur  de  la  circonfé^ 
rence  i  a  pour  mesure  la  moitié»  de  Parc  compris  entre 
ses  côtés  f  plus  la  moiu4  de  l'arc  compris  entre  lespro- 
longemenis^desmén^s'Côté^,    '.  .  ..; 
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En  effet,  laDgle  BAC  extérieur  au  triangle  AEC  est  égal 
à  la  somme  des  angles  AEG,  ACE,  qUi  ont  respectivement 
pour  mesure  les  arcs  BC  et  DE. 

PROPOSITION  XXII. 

THéORBMS* 

V angle  BAC  ,  formé  parles  deux  sécantes  AB,  AC, 
et  dont  le  sommet  est  Iiors  de  la  circonférence  y  apour 
mesure  la  moitié  de  Varc  concave  BC,  moins  la  moitié 
de  Varc  convexe  DE. 

A 


Car  Tangle  A  est  égal  à  la  différence  des  angles  BDC, 
ABD,  qui  ont  pour  mesure  le  premier  la  moitié  de  fiC,  et 
le  second  la  moitié  de  DE. 

La  proposition  est  encore  vraie,  lorsque  Tun  des  côtés 
de  Tangle  ou  bien  les  deux  sont  tangents  à  la  circonférence, 
et  la  démonstration  est  la  même. 
fig-  ^'  Corollaire,  Varc  de  cercle  BAC  est  le  lieu  géométrique 
des  sommets  des  angles  égaux  à  CDB,  et  dont  les  côtés 
passent  par  les  points  C  et  B.  Car  tous  les  angles  inscrits 
dans  le  segment  C  AB  sont  égaux  à  Tangle  CDB  ;  et  il  résulte 
du  dernier  théorème  et  du  précédent,  que  tout  angle  dont 
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les  côtes  passeraient  par  les  points  C  et  B,  et  dont  le  sommet 
serait  hors  de  l'arc  CAfi,  serait  différent  de  l'angle  CDB. 


PROPOSITION  XXIIl. 

THBORSMS. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD,  les  uiigles  op- 
/josés  sont  supplémentainis. 


En  effet,  les  angles  opposés  ADG,  ABC,  ont  ensemble 
pour  mesure  là  moitié  de  la  circonférence  ABGD. 

Réciproquement,  si,  dans  un  quadrilatère,  deux  angles 
opposés  ADC,  ABC,  sont  supplémentaires^  ce  quadrilatère 
est  inscriptible. 

En  eflPet,  faisons  passer  une  circonférence  par  les  trois 
points  A,  D,  C;  Tangle  ADC  aura  pour  mesure  la  moitié  de 
Tare  AMC;  donc  Tangle  ARC  qui  est  le  supplément  du  pre- 
mier, a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  restant  ADC,  c'est- 
à-dire  qu'il  est  égal  à  chacun  des  angles  inscrits  dans  le 
segment  AMC;  or,  ceci  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que 
le  point  B  est  sur  l'arc  AMC. 

Problèmes  relatifs  aux  deux  premiers  livres. 

PROBLÈMB    PHEMISR. 

Dii^iser  la  droite  donnée  AB  en  deux  parties  égales.  H*  7®. 

Des  points  A  et  B,  comme  centres ,  avec  un  rayon  plus 
grand  que  la  moitié  de  AB,  décrivez  deux  aros  qui  se  cou- 
pent en  D.;  le  point  D  sera  également  éloigné  des  points  A 
et  B  :  marquez  de  même  au-dessus  e\i  au-dessous  de  la  ligne 

4 


$0  GBOMBTRIE. 

AB  VD  second  point  £  également  ëloignë  des  pointe  A  et 
B,  par  les /deux  pointe  D^  E,  tîrescla  ligne  DE^  je  dis  que 
DE  coupera  la  ligne  AB  en  deux  parties  égales  au  point  G. 
Car  les  deux  points  D  et  Ë  étant  chacun  également  éloi- 
gnés des  extrémités  A  et  B,  ils  doivent  se  trouver  tous 
deux  sur  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB. 
Mi^rs  par  d'eux  pointe  doi^nés  il  né  p^t  paàker  qu*une  seule 
ligne  droite  ;  donc  la  ligne  DE  sera  cette  perpandiculaîre 
elle-même  qui  coupe  la  ligne  AB  en  deux  parties  égales  au 
point  G. 

BftOBLÈMB  11. 

Cg  71.  Par  un  point  A ,  donné  sur  la  ligne  BC,  élever  une 
perpendiculaire  à  cette  ligne. 

Prenez  les  pointe  B  et  G  à  égale  distance  de  A^  ensuite  des 
points  B  et  G,  comme  centres,  et  d'un  rayon  plus  grand  que 
BA,  décriveldeux  arcs  qui  se  coupent  en  D  y  tire»  AD  qui 
sera  la  perpendiculaire  demandée.    ' 

Gar  le  point  D  étant  également  éloigné  de  B  et  -de  G^ 
appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milievi  de  SC  • 
donc  AD  edt  cette  perpendiculaire* 

SeoUe.  'La  mè^fi  conslructioA^sert  à  faire  un  angle  droit 
BAD^n  un  point  donné  A- sur  icin^  ligne  donnée  BC. 


PROBLEME  III. 


figi  72 


D'un  point  A ,  donné  hors  de  la  droite  BD  ,•  abais^ 
ser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

Du  point  Aj  comme  centre,  et  d*un  rayon  suffisamment 
grand,  décrivez  un  arc  qui  coupe  la  ligne  BD  aux  deux 
pointe  B  et  D  ;  marquez  ensuite  un  point  £.  également  dis- 
tant des  pointa  B  et  D,  et  titez  AE  qui  sera  k  perpendicu- 
laire demAndée. 

Gar  ks  deux.poinite  A  et  E  sont  chacun  éj^aknteiQt  dis- 
tante des  pojtnte  B  eti  D  ^  Aopc  h  ligne  AE  •eftt,  pf  qiendiou- 
lake  sur  le  milieu  dâ  BD.  '        ,. 
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PHOVLBMB  IV. 


Au  point  A  de  la  ligne  ÂB,  faire  un  angle  égal  à  fig.  73, 
f angle  donné  K. 

Du  sommet  K,  comme  centre  ,  et  d'un  rayon  à  volonté^ 
décrivez  Tare  IL  terminé  aux  deux  côtés  de  l'angle  j  du 
point  A,  comme  centre,  et^  d  un  rayon  AB  égal  à  Kl,  dé- 
crivez l'arc  indéfini  BO;  prenez  ensuite  un  rayon  égal,  à  la 
corde  LI;  du  point  B,  comme  centre,  et  de  ce  rayon;^  dé- 
crivez un  arc  q\|i.  coiipe  en  D  l'arc  indéfini  BO;  tirent  AD, 
et  l'angle  OAB  sera  égal  à  l'angle  donné  K. 

Car  les  deux  arcs  BD,LI,  ont  des  rayons  égaux  et  des  cor- 
des égales;  d^nc  iU  ^Qut  égau.x  *i  donc  l'angle BAD=:IKL.  «4, 2. 


PROBLEME  V. 

Diuiser  un  angle  ou  un  arc  donné  en  deux  parties  fig.  74, 
égales. 

i"  S'il  faut  diviser  l'arc  AB  en  deux  parties  égales,  des 
points  A  et  B,  comme  centres,  et  avec  un  même  rayon  , 
décrivez  deux  arcs  qui  se  cou^etit  en  D;  par  le  pôitit  D'et 
par  le  centre  C  tirez  CD  qui  coupera  l'arc  AB  en  deut  par»* 
ties  égaler  au  point  E. 

Car  les  deux  points  C  et  D  sont  chacun  également  dis- 
tants des  extrémités  A  et  B  de  la  Corde  AB  ;  donc  la  Ugne 
CD  est  perpendidulâire  sur  le  milieu  de  cette  corde;  donc 
elle  divise  l'arc  AB  en  deux  parties  égales  au  point  E  *.        ^e^  a. 

a'*  S'il  faut  diviser  en  deux  parties  égales  l'angle  ACB, 
on  commencera  par  décrire  du  sommet  C,  comme  centre ,' 
l'arc  AB,  et  le  reste  comme  il  vielàt  d'être  dit^.Il  e»t  clair 
que  la  ligne  CD  divisera  en  deux  parties  égales  l'angle  AiÇBi^ 

Scolie.  On  peut , .  pack  mêtne  cotMtruction,  diviser  cha- 
cune des  moitiés  AE,  £B,  en  deux  parliez  égales;  aipsi, 
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par  des  subdivisions  successives,  on  divisera  un  angle  ou 
un  arc  donné  en  quatre  parties  égales,  en  huit,  en  seize,  etc. 

PROBLBMB  VI. 

%  75.  Par  un  point  donné  A ,  mener  une  parallèle  à  la 
ligne  donnée  hC 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffisamment 
grand,  décrivez  l'arc  indéfini  ËO;  du  point  E^  comme  cen- 
tre, et  du  même  rayon  ^décrivez  larcAP,  prenez  ED=AF, 
et  tirez  AD  qui  sera  la  parallèle  demandée. 

Car  en  joignant  AE,  on  voit  que  les  angles  alternes-in- 
ternes AEF,  EAD,  sont  égaux;  donc  les  lignes  AD,EF,  sont 

parallèles  *. 
27,  I.  * 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  emploie  plus  ordinaire- 
ment I  equerre. 


L'équerre  a  la  forme  d'un  triangle  rectangle  CDE  ;  on 
applique  l'hypoténuse  sur  la  ligne  CD,  à  laquelle  il  faut 
mener  une  parallèle  par  le  point  A,  et  le  côté  CE  contre 
une  règle  fixe  CM,  puis  on  fait  glisser  Téquerre  le  long  de 
la  règle  jusqu'à  ce  que  l'hypoténuse  passe  par  le  point  A; 
la  droite  AD'  sera  parallèle  à  CD  ;  car  les  angles  correspon- 
dants  DCM,  AC'M  sont  égaux. 

PROBLEME  VII. 

£     (5       Deux  ofigles  A  et  h  (tun  triangle  étant  donnés , 
tromper  le  troisième. 

Tirez  la  ligne  indéfinie  DEF,  faites  au   point  E  l'angle 
DEC=  A,  et  l'angle  CEH  =  B  :  fangle  restant  HEF  sera 
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le  troisième  angle  requis  ;  car  ces  trois  angles  pris  ensemble 
valent  deux  angles  droits.  •  i  >(    i  ' 


raOBLBMB   TIII. 


ÈUmt  donnés  deux  côtés  B  ^/  C  dun  triangle  et  fig.  77. 
r angle  A  qu'ils  comprennent ,  décrire  le  triangle.  ; 

Ayant  tiré  la  ligne  indéfinie  DE,  faites  au  point  D  Ta^- 
gle  EDF  égal  à  Vangle  donné  A^prei^ez  ensuite  DG^^B, 
DH  =  C,  et  tires  GH;  D6H  sera  le  triangle  dema^d^^ 


PROBLEME  IX. 


Étant  donnés  un  côté  et  deux  angles  (fun  triangle  y 
décrire  le  triangle. 

Les  deux  angles  donnés  seront  ou  tous  deux  adiacents 
au  côté  donné,  ouTun  adjacent^  Tautre  opposé  :  aans  ce. 
dernier  cas,  cherchez  le  troisième  %  vous  aurez  ainsi  les  V^l^-?* 
deux  apgles  adjacentsi.  Gela  posé ,  tirez  la  droite  DE  égale 
au  côté  donné,  faites  au  point  D  langle  EDF  égal  à  )'ui;  fig.  1^. 
des  angles  adjacents,  et  au  point  E  Tangle  D£G  égala  î'^au- 
tre;  les  deux,  lignes  DF,  EG,  se  couperont  en  H,  et  DEH 
sera  le  triangle  requis. 


PROBLEME  X. 


Les  trois  côtés  A,  B,  C,  dun  triangle  étant  donné» ^  «g.  79* 
décrire  le  triangle. 

Tirez  DE  égal  au  côté  A  ;  du  point  E,  comme  centre, 
et  dun  rayon  égal  au  second  côté  B,  décrivez  un  arc;  du 
point  D,  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  au  troisième  côté 
C,  décrivez  un  antre  arc  qui  coupera  le  premier  en  Fj  tirez 
DF,  EF,  et  DEF  sera  le  triangle  requis. 

Pour  que  le  problème  soit  possible ,  il  faut  que  les  cir- 
conférences décrites  des  points  D  et  F  comme  centres,  se. 
coupent;  ce  qui  exige*  que  le  côté  DE  soit  plus  petit  que  *  16, a. 
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la  Bomme  des  deuK  autres  cotés,  et  plu«  gv^nd  que  leur 
différence. 

PaOBLSME  ]U. 

Étant  donnés  deux  côtés  k  etb  d'un  triangle^  a{>ec 
Pangk  C  opposé  au  côté  B,  décrire  le  triangle. 

fig.  80.  Il  7  a  deux  cas  :  t**  si  l'angle  G  est  droit  ou>  obtus,  faites 
hilnglê  EDF  égal  à  langle  G;  prenez  DE= A;du  point  E, 
comme  centre,  et  d'un- rayon  égal  au  côté  donué  B,  décrt- 
▼ez  un  arc  qui  coupe  en  F  la  ligne  OF;  tirea  EF^  et  DBF 
sera  le  triangle  demandé. 

Il  faut,  dans  ce  premier  cas ,  que  le  côté  Bsoit  plus  grand 
que  A,  car  Tangle  C  étant  droit  ou  obtus,  est  le  plus  grand 
des  angles  du  triangle  ;  donc  le  côté  opposé  doit  être  aussi 
le  plus  jgrand. 

fig.  8x.  2*"  Si  Tangle  C  est  aigp,  et  que  B  soit  plus  grand  que  A, 
la  même  construction  a  toujours  lieu,  et  DEF  est  le  triangle 
requis. 

%  81.  Mais  si,  Tangle  C  étant  aigu ,  le  côté  B  est  moindre  que 
A,  alors  l'arc  décrit  du  centre  E  avec  le  rayon  ËP=  B,  cou- 
peret le  côté  DF  en  deux  points  F  et  Gj  situés  dû  niéihé 
côté  de  D  \  donc  il  y  aura  deux  triangles  DEF^,  t)E6,  qui 
satisferont  également  au  problème. 

Scolie.  Le  problème  serait  iofpossible  dans  tous  les  cas, 
si  le  côté  B  était  plus  petit  que  la  perpendiculaire  abaissée 
de  &»ur  la  ligne  DF. 

PAOJ^EMB-  XII. 

fig.  83.  Les  côtés  adjacents  k  et  h  dtun  parallélogramme 
étant  donnés  avec  F  angle  C  qu'ils  comprennent,  dé- 
crire le  parallélogramme. 

Tirez  la  ligne  DE= A,  faites  au  point  D  Tangle  FDE=C, 
prenez  DF=B  ;  décrivez  d^ux  arcs,  lun  du  point  F  comme 
centre,  et  d*un  rayon  FG= DE  ;  l'autre  du  point  E  comme 
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centre,  et  d'uti  ra  jon  E6  rs  Df  :  au  point  G^  où  ce»  deux 
arcs  9e  coupent^  tirez  ¥G,  £G  ;  et  SEGK  eeratle.  parallelor         - 
gramme  demandé*  .1 

Car,pav  confitnictioD,leaeôtéfi  opposés  sont  égauai,  donc 
la  figura  décrite  est,uii  pal^ajlélograffiine  %  et  ce.paraUélo»  *34 ,  i. 
gEamme.est  forméia^ee  les.  cotés  fk)nnés  et  Jang/le:  donné; 

Corollmre^  Si  Tangleii  donfté  est  dvoit,  la* figure  sera  un 
rectangle;  si,  de  plna,  ks  eôtés  jont  égaux, tcesetst  iln'eastéi 

PROBLÈME  XIII. 

.1 

Trouifer  le  centre  d^un  cercle  ou  £un  arc  donné. 

Prenez  à  yolontédans  la  circonférence  ou  vdans  Tare  trois  fig.  8/, . 
points  A,  B,  C;  joignez  ou.  imi^înez  quon Joigne  AB  et 
BC ,  divisez  ces  deux  lignes  en  deux  partiel  égales  par  lea 
perpendiculaires  DE,  F6;  le  poiiit  O,  où  ces, perpendicu- 
laire^ se  rencontrent^  seca  le.  centre  cherché. 

,ScoUe.  Ia  méine  construction  sert  affaire  passer  une  cif-i 
conférence  par  le^  trois  poinfs  donnés  A,  t^  C,  et  aus^  à 
décrire  une  circonférence  dans  laquelle  le  triangle  donné 
ABC  aoit  inscrit 

>    . ,  '  '      * 

PUCBUbUB  ZIY, 

jpaf:  (^fj(i  point  donné rnen^r  une  tangente  è^  un  cercle 
donné.,  ...  :        - 

SiIe;poiQt.donnéA  est  sur  Ifi circonférence^, tirez  le rayop  fig.  S' 
GA,  et  menez  AD  perpendiculaire  à  CA;  AD  sera  la  t^n-. 
gente  demandée  *•  *9)" 

Si  le  point  A  est  hors  du  cercle,  joignez  le  point  A  et  le  fig-  8<' 
centre  par  la  ligne  droite  GA;  divisez  GA  en  deux  égale- 
ment au  point  O;  du  point  O,  comme  centre,  et  du  rayon 
OC,  décrivez  une  circonférence  qui  coupera  la  circonfé- 
rence donnée  au  point  B;  tirez  AB,  et  AB  sera  la  tangente 
demandée. 
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Car  en  menant  CB,  Tangle  GBA,  inscrit  dam  le  demi- 
*i9>^'  cercle,  est  un  angle'droit^;  donc  AB  est  perpendiculaire  à 
rextrëmité  du  rayon  CB,  donc  elle  est  tangente. 

ScoUe,  Le  point  A  étant  hors  du  cercle  >  on  Tpit  qu'il 
y  a  toujours  deux  tangentes  égales  AB,  AD,  qui  passentpar 
le  point  A  :  elles  sont  égales,  car  les  triangles  rectangles 
CBA,  CDA  ont  Thypoténuse  G  A  commune,  et  le  coté 
*  '9>  ^  CBtt=CD;donc  iU  sont  égaux ^;  doncAD=:;:AB,  et  en  même 
temps  l'angle  G AD==:CAB. 

PROBIiBMB  XV» 

Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  dmné  ABC. 
fif?.  87.      Menez  les  bissectrices  AO,BOdes  angles  A  et  B,  ces  droi- 
tes  se  couperont  en  un  point O,  qui  sera  également  distant 
des  trois  côtés  AB,  AC,  BG. 

Si  donc  de  ce  point  on  abaisse  les  perpendiculaires  OD 
OF,  OE  sur  les  côtés  du' triangle,  ces  perpendiculaires  se- 
ront égales  ,  et  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme 
centre  avec  OD  comme  rayon  ^era  tangente  aux  trois  côtés. 

Remarquai.  Le  point  O  étant  également  iïîstttnt  des  cô- 
tés BC,  AG,  appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle  G;  donc  les 
trois  bissectrices  des  angles  éTuii  triangle  concourent  en  un 
même  point. 

II.  Si  on  mène  les  bissectrices  des  deux  angles  è^târieûrs 
MBG,  BGN,  leur  point  de  concours  O'  sera  le  centre  d*un 
cercle  tangent  au  côté  BG  et  aux  prolongements  dès  deux 
autres. 
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On  trouvera  de  la  rhéme  manière  lescèmtreâ  0",0"'  des 
deux  autres  circonférences  tangentes  à  un  des  côtés  du 
triangle  et  aux  prolongements  des  deux  autres. 

Il  y  a  donc  en  général  quatre  circonférences  tangentes  à 
trois  droites  données. 

PROBLSHE   XVI. 

Sur  ime  droite  donnée  kR ,   décrire  wi  segment  gg.  gs. 
capable  de  V angle  donné  C>  cest-à'^rey  un  segment  *^*  ^^" 
tel  que  tous  les  angles  gui  y  sont  inscrits  soient  égaux 
à  V angle  donné  C. 

Prolongez  AB  vers  D,  faites  au  point  B  rangleDBE=C, 
tirez  fiO  perpendiculaire  à  BE,  et  60  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB;  du  point  de  rencontre  O,  comme  centre, 
et  du  rayon  OB,  déérivez  un  cercle,  le  segment  demandé 
seraAMB. 

Car  puisque  BFest  perpendiculàifeàrextrémité  du  rayon 
OB,  BF  est  une  tangente,  et  l'angle  ABF  a  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  AKB^  ;  d'ailleurs  Tangle  AMB,  comme  an-  *2o,  a. 
gle  inscrit,  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AKB;  donc 
l'angle  AMB=ABFx:=£BD=C;  donc  tous  les  angles 
inscrits  dans  le  segment  AMB  sont  égaux  à  l'angle  donné  C« 

Scolie.  Si  l'angle  donné  était  droit,  le  segtnent  cherché 
serait  le  demin^ercle  décrit  sur  le  diamètre  AB. 

PaOBLÈME  XYII. 

Construire  une  tangente  commune  à  deux  circonfé^ 
renées. 

1**  Supposons  le  problème  résolu,  et  soît  AA'une  tangente 
commune  extérieure  aux  deux  circonférences.  Menons  les 
rayons  CA,C'A'  aux  points  de  contact,  et  la  droite  C'B  paral- 
lèle à  AA'.Les  rayons  CA,CA'étant  perpendiculaires  surAA', 
serontaussiperpendiculairessufla  droite  C'B;  cette  dernière 
ligne  sera  donc  tangente  à  une   circonférence  décrite  du 
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point  Bçomme  centre,  avec  un  rj^yoi^  GB  égal  à  CA*---C'A' 


On  déduit  de  là  la  construction  suivante^  décFiveq&  une 
circonférence  du  point  G  comme  centre,  ay^ un  rayon  égal 
à  G  A — CA%  ^t  menez  par  le  point  C'.una  ^mgente  à  cette 
circonférence.  Connaissant  le  point  B,  on.  tirera  la  ligne 
GBAy.on -mènera  C A' parallèle  à  CA|  et  on  joindra  AA'. 

La  construction  fait  Toirqu^il  y  a  deux  solutions  du  pro- 
blème,  puisque  par  le  point  G'  on  peut  mener  deux  tangen- 
tes à  la  circonférence  GB,  et  que  le  problème  n*est  possible 
qu autant  que  Ion  a  GG'^CA — CA';  ou,  en  d'autres  te»- 
mes,  qu'autant  queles  circonférences  ne  sont  pas  intérieures 
y.une  à  Tautre. 


2^  Proposons-nous  de  mener  une  tangente  commune 
intérieure  aux  deux  circonférences  dont  les  rayons  sont 
CA  et  G'M^  et  soit. A  M[  U  ligne  cherchée;. menons  les 
rayons  GA,  G'M'  aux  points  de  contact,  et  la  droite  C'B 
parallèle  à  AM'.  La  droite  A.fA!  étant  perpendiculaire  sur 
les  rayons  GA,  G'M',  G'B  sera  perpendiculaire  sur  les  me-, 
mes  droites;  elle  sera  donc  tangente  à  une  circonférence 
décrite  du  point  C  comme  centre  avec  un  rayop  ÇB  égal 
à  GA  4- AB,  ou  GA  +  GT»!'. 

Pour  résoudre  le  problème,  on  décrira  donc  une  cir- 


LIVEK   II.  59 

ccmférence  ^yant  son  oestre  en  C,  et  dont  le  mypn  sqit  la 
somme  de$  rayons  des  deux  circonférences  données;  oq 
nièoera  par  le  point  C  une  tangente  C'B  à  ciçtte  circpnfé- 
rence,  et  le  reste  de  la  construction  s'achèvera^comiçe  dans 
le  cas  pi^édeot. 

Ce  problème  a  aussi  deux  solutions;  et  ii  nest  possible 
qu  autant  qu'on  a  CC  ^  CA  +  CM,  c  est-à-dire  que  les  cir- 
conférences sontez^rieuresi  ou  tangente^  extérieurement. 

pROBiiÈMB  xvm. 

TroUifer  la  plus  grande  commune  mesure  de  deu:v 
lignes  droites    AB  et  CD ,   et  leur  rapport  numérique. 

K  1  a 

I 1 1 ^ 


^ — ^      '.■.•. 

La  plus  grande  commune  mesure  des  deux  lignes  ne 
saurait  surpasser  la  plus  petite  CD;  mais  elle  serait  égale  à 
CD,  si  cette  ligne  était  contenue  exactement  dans  la  plus 
grande  AB. 

Portons  donc  CD  sur  AB ,  et  supposons  qu'on  ait  AB  = 
2CD+IB;  je  dis  que  la  plus  grande  commune  mesure 
entre  AB  et  CD  est  la  mémeque  celle  desdeux  lignesCDetlB. 

En  effet,  toute  commlitte  mesure  de  AB  et  de  CD ,  divi- 
sant CD,  divisera  aussi' AI;  et  divisant  AB,  elle  sera  con- 
tenue exactement  dans  le  reste  IB  ;  ce  sera  donc  une  com- 
mune mesure  de  CD  et  IB. 

Réciproquement,  toute  commune  mesure  de  CD  et  de 
IB  sera  contenue  exactement  dans  AI  et  dans  IB,  et  par 
suite  dans  AB;  (Qe  sèura  donc  une  con^mune  mesure  A^  AB 
et  de  CD. 

Ainsi ,  toutes-  les  communes  mesures  de  AB  et  de  CD 
sont  les  mêmes  que  celles  de  CD  et  de  IB  ;  la  plus  grande 
commune  mesure  est  donc  la  même. 


6o  gëom^rir. 

Portons  IB*  sur  CD,  et  supposons  qu'on  ait  CD=::IB 
+  KD:  on  prouvera,  comme  précédemment,  que  la  plus 
grande  commune  mesure  entre  CD  et  IB  est  U  méîne 
qu'entre  IB  ec  KD. 

Portons  encore  KD  sur  IB,  et  supposons  qu'on  ait 
IB  =  2KD;  KD  sera  la  plus  grande  commune  mesure  des 
deux  lignes  AB  et  CD. 

On  déduit  d^ailleurs  des  égalités  ci-dessus  : 

CD  =  3.KD 
et  AB  =  8.KD; 

donc  le  rapport  des  deux  lignes  AB  et  CD  est  -|-. 

Remarque.  Nous  avons  supposé  ci-dessus  qu'on  arrivait 
dans  cette  série  d'opérations  à  un  reste  égal  à  zéro.  Nous 
allons  prouver  qu'il  en  est  toujours  ainsi ,  quand  les  deux 
lignes  ont  une  commune  mesure  ;  et  que,  dans  le  cas  où 
elles  sont  incommensurables  ,  on  arrive  à  des  restes  plus 
petits  que  toute  grandeur  assignable. 

En  effet,  soient  A,  ift,  les  deux  lignes  sur  lesquelles  on 
opère  j  r,  r,  /j  r^  Tj  . . .  les  restes  successifs  ;  J,  q^q^  ^4  •  •  •  • 
les  quotients,  on  aura  les  égalités.: 

A=Bj. -hr. 
B  =  r,  y,  -h  r, 
'•,  =  '-.^3  4-  '•» 


Or,  r,  est  plus  petit  que    —  ;  car,  si  B  n'est  contenu 

A 

qu'une  fois  dans  A,  B  sera  plus  grand'  que  —  ;  le  reste 

A  . 

sera  donc  plus  petit  que  —  ;  et  si  B  est  contenu  plusieurs 

fois  dans  A ,  cela  aura  lieu  à  plus  forte  raison.  On  aurait 
de  même  : 
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Ta  <  -     d'où     ^3  <  - 
a  4 

r.<j     d'où     r,<^ 

r-  <  -     d  ou     r,  <  -2;  î 
et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  que  si  Topération  se  prolongeait  indéfini- 
ment, on  arriyerait  à  des  resles  aussi  petits  qu'on  voudrait  ; 
et  par  conséquent,  s'il  y  a  une  commune  mesure,  on  ar- 
rivera à  un  reste  nul;  autrement  on  tomberait  sur  des 
restes  plus  petits  que  la  commune  mesure ,  ce  qui  est  évi- 
demment absurde  d'après  la  théorie  précédente. 

Dans  le  cas  où  les  lignes  sont  incommensurables,  on 
pourra,  après  un  certain  nombre  d'opérations,  négliger  le 
dernier  reste;  le  reste  précédent  servira  alors  de  commune 
mesure,  et  conduira  à  une  valeur  approchée  du  rapport. 

PftOBiLBMB    XIX. 

Deux  tmgles  k  eib  étant  donnéji ,  troiwer  leui*  corn-  <*«  y- 
mune  mesure  j  s'ils  en  ont  une  ^  et  de  là  leur  rapport 
en  nombres.   • 

Décrivez  avec  des  rayons  égaux  les  arcs  CD ,  £F,  qui 
servent  de  mesure  à  ces  angles  ;  procédez  ensuite  pour  la 
comparaison  des  arcs  CD,  EF,  comme  dans  le  problème 
précédent;  car  un  arc  peut  être  porté  sur  un  arc  de  même 
rayon ,  comme  "îDine  ligne  droite  sur  une  ligne  droite.  Vous 
parviendrez  ainsi  à  la  commune  mesure  des  arcs  CD,  EF, 
s'ils  en  ont  une,  et  à  leur  rapport  en  nombres.  Ce  rapport 
sera  le  même  que  celui  des  angles  donnés  *  ;  et  si  DO  est  ^^^  ^ 
la  commune  mesure  des  arcs ,  DAO  sera  celle  dès  angles. 
Si  les  deux  arcs  étaient  incommensurables  «  les  angles  le 
seraient  également,  et  on  n'obtiendrait  qu'une  valeur  ap- 
prochée de  leur  rapport. 
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MESURE  DES  POLYGONES.  -^  SIMIUTUDE. 


.    DJSFItfITIQ2fS« 

L  Ij'aire  d'une  ^gure  est  le  rapport  de  $.on  étendue  à 
celle  de  l'unité  de  surface  ^. 

IL  Deux  ligures  équivalentes  sont  celles  qui  ont  la 
niéj9»e  aire. 

Deux  figures  peuvent  être  équivalentes ,  quoique  très- 
dissemblables  :  par  exemple,  un  cercle  peut  être  équiva- 
lent à  un  carré,  un  triangle  à  un  rectangle^  etc. 

La  dénomination  de  figures  égales  sera  conservée  à 
celles  qui,  étant  appliquées  IVine  sur  rautrè,  Coïncident 
dans  tous  teurs  points  :  tels  sont  deux  cercles  dont  les 
rayons  sont  égaux,  deux  triangles  dont  les.  trois  GÔté& 
sont  égaux  chaoun  à  chacun  |  etc.      . 

IIL  La  hauteur  d'un  parallélogramme  es^  la,  per^eodicju,- 
fig.  93.  laire  EF  qui  mesure  la  distance  des  deux  qôjbés  oppiosés 

AB ,  CD ,  pris  pour  bases^ 
fig.  1)4.      I^-  I^  hauteur  d'un  û:iapgle  est  la  perpei^dipulaire  AD 
abaissée  du  sommet  d'unas^^  A  sur  le  p^  opposé  fiC 
pris  pour  base. 
Cg.  9»-      V.  La  hauteur  du  trapèze  est  k  perpendiculaire  EF 
menée  entre  ses  deux  côtés  parallèles  AB,  CjD»^ 

K.  B.  Pour  rÎDtcUigence  de  ce  UyT«  et  d<»  sairtnû,  ii  iiiot  «▼oir  présente 
lu  tbéoiûe  dès  proitorttons ,  pour  laquelle  nous  renvoyons  aux  traités  ordinaires 
d'arithmétique   et  d'algèbre.  Nous   ferons  seulement  une  observation,  qui  est 

—  -    ■ 

(*}  On  confond  souvent ,  dans  le  âiscours ,  l'aire  et  la  sarfaco  d'une  figure. 
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trà^nvortiiiite  poar  Axer  le  Tvti  Uû9  |des  propomiioq» ,  «(  disw^r  toa^  é^cu- 
rité  f  soit  d«iu  renoncé,  toit  dans  les  démonstrations. 

Si  on  a  la  proportion  A  :  B  :  :  C  :  D,  on  sflît  que  le  prodnit  cfes  extr^êmes  kyj) 
est  égal  an  produit  des  moyens  BXC 

Gatto  ▼érité  mi  «aeontettable  po«*  les  nombres  ;  elle  l'eft  ausët  p0Ut  4e9  gran- 
deurs  quelconques ,  ponrru  qu'elles  sVxpriment  ou  qu'on  les  imagine  exprimées 
en  nombres  ;  et  c*est  ce  qu'on  peut  toujours  supposer  :  pai^  exemple,  si  A ,  B , 
C,  D,  sont  des  lignes,  on  peut  imaginer  qu'une  de  ces  quatre  lignes,  ôû  une 
ciaqoiteie,  si  l'on  veut,  têewe  à  tontes  de  eomarane  mttare  et  soit  prise*  pour 
unité  ;  alors  A,  B,  G*  D,  représentent  chacime  un  certai» nombre  d'unités,  en- 
tier ou  rompu,  commensurable  ou  incommensurable ,  et  la  proportion  entre  les 
lignes  A  y  B ,  C ,  D ,  derient  pne  proportion  de  nombres. 

Le  produit  des  lignes  A  et  î),  qti*oii  ap|ie1fe'fllilséi  leur  rs^to/ig^,  n'est  donc    - 
antre  cbose  qae  le  nombre  d^unitéa  linéaires  eontenues  dans  A ,  multiplié  par  le 
nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans  B  ;  et  on  conçoit  facilement  que  ce 
prodok  peut  et  doll  être  égal  à  celui  qui  résulte  semblablemcnt  des  ligne»  B  et  G. 

Les  grandeurs  A  et  B  peuvent  être  d'une  espèce,  par  exemple,  des  lignes , 
et  les  grandeurs  C  et  D  d'une  autre  espèce  .  des  sur/aces  ;  alors  il  faut  toujours 
regarder  ces  grandeurs  eommé  des  uembrecr:  A  et  B  s'-exprîmerontSett  unités 
Uaéaîres,  C  et  D  en  unités  superficielles^  et  la  produit  A  X I)  ^^^  <ui  nombre 
comme  le  produit  B  X  C. 

En  général ,  dans  toutes  les  opérations  qu'on  fera  sur  les  proportions,  il  faut 
toojonre  ^egardéf  le»  leHties  d«  ces  proportioné^nima  sittaatrdc  nôndurn  ^  cha- 
cun de  l'espèce  qui  lui  convient,  et  on  n'aura  aucune  peine  à  toMefoir  ces  opé- 
rations et  les  consé<|uences  qui  en  résultent. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 
THioninKis^ 

Les  parallélogrammes  qui  ont  des  hases  égales  et 
des  fuiuteurs  égales ,  sont  équiifolents. 

Soit  AB  la  base  commune  des  deux  parai lélogrammes  %•  9^' 
ABCD,  AB£F^  puisqu'il»  sont  supposés  avoir  1h. même  hau- 
teur^ les  bases  supérieures  DC,  FË,  seront  sUué^  #iir  un^. 
même  ligne  parallèle  à  AB.  Or  on  a  par  la  nature  des  pa- 
rallélogrfiipn^es  AD  rrz  BÇ,  et  AF  ;:^  B£  ;  pâo:  la  même  rai- 
son op  a  DG  =  AB ,  et  FE  =  AB  ;  donc  DC  =  FE  f  donc, 
retranchant  DG  et  FËd^  la  Oiême  ligne  DE»  les  restes  CE 
et  DF  seupnt  égitux* 

II  suit  de  là  ^ue  lea  triangles  DAF,  CBE^  sotvt  é(}oilaté- 
raux  antre  eux,  et  par  conséquent  égaux* 
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fig.96.  Mais  si  du  quadrilatère  ABED  on  retranche  le  triangle 
ADF,  il  reste  le  parallélogramme  ABEF;  et  si  du  même 
quadrilatère  ABED  on  retranche  le  triangle  CBE,  il  reste 
le  parallélogramme  ABGD;donc  les  deux  parallélogrammes 
ABCD,  ABEF,  qui  ont  même  base  et  même  hauteur,  sont 
équivalents. 

Gg.  97.  Corollaire.  Tout  parallélogramme  ABCD  est  équivalent 
au  rectangle  ABEF  de  même  base  et  de-  même  hauteur. 

PROPOSITION  IL 

THEOREME. 

fig.QS.       Tout  triangle  ABC    est  la   moitié   du  paralUlo^ 

gramme  ABCD  qui  a  même  base  et  même  hauteur. 
•33 , 1.       (2ar  les  triangles  ABC ,  ACD,  sont  égaux  *. 

Corollaire  I.  Donc  un  triangle  ABC  est  la  moitié  du 
rectangle  BGEF  qui  a  même  base  BC  et  même  hauteur 
AO;  car  le  rectangle  BGEF  est  équivalent  au  parallélo- 
gramme ABCD. 

II.  Tous  les  triangles  qui  ont  des  bases  égales  et  des 
hauteurs  égales,  sont  équivalents. 

PROPOSITION  III. 

THEOREME. 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  hases. 
fig.  99-      Soient  ABCD,  AEFD,  deux  rectangles  qui  ont  pour  hau- 
teur commune  AD; je  dis  qu'ils  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  AB,  AE. 

Supposons  d'abord  que  les  bases  AB,  AE^  soient  corn- 
mensurables  entre  elles,  et  qu'elles  soient,  par  exemple, 
comme  les  nombres  7  et  4  :  ^i  on  divise  AB  en  7  parties 
égales,  *AE  contiendra  4  ^^  ^^^  parties;  élevez  à  chaque 
point  de  division  une  perpendiculaire  à  la  base,  vous  for- 
merez ainsi  sept  rectangles  parties  qui  seront  égaux  entre 
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eux,  puisqu'ils  auront  même  base  et  même  hauteur»  Le 
rectangle  ABCD  contiendra  sept  rectangles  partiels,  tandis 
que  AEFD  en  contiendra  quatre;  donc  le  rectangle  ABCD 
est  au  rectangle  AEFD  comme  7  est  à  4)  ou  comme  AB 
est  à  AE.  Le  même  raisonnement  peut  être  appliqué  à  tout 
autre  rapport  que  celui  de  7  à  4  ;  donc ,  quel  que  soit  ce 
rapport,  pourvu  qu'il  soit  commensurable,  on  aura  : 
ABCD:  AEFD  ::AB:AE. 
Si  les  bases  AB,  AE,  étaient  incommensurables,  on 
prouverait  par  le  raisonnement  déjà  employé  (liv.  a ,  prop. 
18),  que  la  proposition  a  encore  lieu. 

PROPOSITION  IV. 

THBORBMB. 

Deux  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  produits 
des  bases  par  les  hauteurs. 

Soient  R,  r,  les  surfaces  des  deux  rectangles:  B,  H^  les 
deux  dimensions  du  premier;  3,  A,  les  deux  dimensions  du 
second. 

Imaginons  un  troisième  rectangle  R'  qui  ait  même  base 
B  que  le  premier,  et  même  hauteur  h  que  le  second. 
On  aura  en  vertu  du  théorème  précédent  : 
R:R':H:A. 
R':r::B:i. 
Multipliant  ces  proportions  terme  à  terme,  et  divisant 
les  deux  termes  du  premier  rapport  par  R',  on  a  : 
(i)  R:r::BxH:ixA. 

Mesure  du  rectangle.  Mesurer  un  rectangle  R,  c'est 
trouver  son  rapport  à  un  certain  rectangle  r  qui  serait 
pris  pour  unité. 

On  voit  par  le  théorème  précédent  qu'on  obtiendrait  ce 
rapport  en  cherchant  combien  de  fois  les  lignes  B,  H,  3,/i, 
contiennent  une  même  unité,  et  en  divisant  le  produit  des 
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àêux  premiers  nombres  par  le  produit  des  èeux  dernier». 

On  aura  —=5--- =4.  Ainsi  le  rectangle  R  contient 

4  lais  le  rectangle  pris  pour  nnké. 

On  prend,  ordinairement  pour  unité  de^uifaee  le  carré 
qui  a  pour  ooté  lunite'de  longueur 4  alors  ks  noonbres 
qui  représentent  4  et  A  se  réduisant  à  Tunité,  la  propor- 
tion (i)  devient  : 

R:r::BxH:i. 

On  voit  donc  que  le  rapport  dm  rectangle  au  cairé 
construit  sur  l'unité  de  longueur,  est  égal  au  produit  des 
nombres  qui  représentent  combien  de  fois  la  base  et  la  hau- 
teur contiennent  cette  unité  linéaire;  et  c'est  ce  qu*on 
exprime  d*une  manière  abrégée,  en  disant  qu  un  rectan- 
gle a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soient  B  =  3™,53 ,  H  =  2"  ,25. 

La   surface  du   rectan^e  sera    7  "^'^  "'^,94a5 ,    ou 

PROPOSITION  V. 

THBOBEMB. 

Vaire  <Jtun  parallélogramme  quelconque  est  égale 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
fig.97.  ^^  ^^  parallélogramme  ABCD  est  équivalent  au  rectan- 
gle ABEF,  qui  a  même  base  AB  et  même  hauteur  BE  ;  or 
celui-ci  a  pour  mesure  AB  X  BE ,  donc  AB  X  BE  est  égal 
a  l'aire  du  parallélogramme  ABCD. 

Corollaire,  Les  parallélogranmies  de  même  'base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  et  les  parallélograimm^s 
•de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases;  car 
A,  B^  C,  étant  trois  grandeurs  quelconques,  on  a  géné- 
ralement AxC:BxG:;A:B. 


PROPOSITION  VI. 

JJaUre  ^ un  triangle  est  égale  ^aa  prodmt  de  sa  base 
par  la  rmitié<k  sa  hauteur. 

Cat*  te  triai^le  ABC  est  la  moitié  du  parallélograrome  £g.  104. 
ABGE ,  qui  a  même  base  BC  et  même  hauteur  AD  :  or , 
k  sBrfeee  do  |NiTallélogMfiime^=^  BCx  AD ^,*  dôue celle ^  •  5. 
triançte  jrt\9C  X  AO ,  ou  BC^  A  AD. 

CoroOmire.  Deux  triangles  de  même  hauveur  saut:  entre 
eux  comme  leurs  bases ,  et  deux  triangles  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leups  haiiteurs. 

PROPOisiTION  VIL 

Vaire  du  trapèze  ABCD  est  égale  à  sa  hauteur  EF,  gg.  joS. 
multipliée  par  la  demi-somme  des  bases  parallèles  ^ 
AB,  CD. 

Par  le  point  I,  milieu  du  coté  CB^  menei  KL  parallèle 
au  côté  opposé  AD,  et  prolongea  DC  jusqu'à  la  iienconire 
deRL. 

Dans  les  triangles  IBL,  IGK,  on  a  le  cdté  FBtt^:  I€  par 
constructitEm',  fàngïte  LIB=:C!K,  et  l'angle  IBLî=i:BCF, 
piibqae  CK et  BL  sont  parallèles^;  donc  ces  triangles  sont  * 26.  i.  ^ 
égaux*;  dteic  le  tnrpêze  ABCD  est  équmlent  au  patallélo-  *?»  »• 
gramme  ABKL,  et  51  a  pour  mesure  EPx  AL. 

Maïs  -ott  a  ALi^DKi  et  puisque  fctriangle  IBL  est 
égrf  au  triangle  KCI,  le  côté  BT/i^Gtj  donc  AB+Gt) 
=  AL  +  TJR  =^  û  AL ,  et  ainri  AL  est  îa  demi-sonuiie  des 
basefe  ABjCt);  donc  enfin  l  aire  du  trapèee  ABCD  est  égaie 
à  lahaoteurlîPttiJfltîpliétepaT  h  demi-somme  des  bases  AB, 

CD,  ce  qui  s'exprime  ainsi  :  ABGD=EFx/— ^^ — ]• 

5. 
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Scolie.  Si  par  le  point  I,  milieu  de  BC,  on  mène  IH, 

parallèle  à  la  base  AB,  le  point  H  sera  aussi  le  milieu 

de  AD,  car  la  figure  AHIL  est  un  parallélogramme ,  ainsi 

que  DHIK,  puisque  les. côtés  opposés  sont  parallèles  :  on 

a  donc  AH=:IL  et  DH=1K,-  or,  IL  =  IK,  puisque  les 

triangles  BIL,  GIK,  sont  égaux;  donc  AH  =  DH. 

'«                                                                                       AJB-4-CD 
On  peut  remarquer  que  la  ligne  HI  =  AL  = J 

donc  Taire  du  trapèze  peut  s'exprimer  aussi  par  EFxHI  : 
elle  est  donc  égale  à  la  hauteur  du  trapèze  multipliée  par 
la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles. 

PROPOSITION  VUI. 

THBOBSMB. 

fig.  ïofl.  Si  une  ligne  AC  est  divisée  en  deux  parties  AB,  BC, 
le  carré  fait  sur  la  ligne  entière  AC  contiendra  le 
carré  fait  sur  une  partie  AB  ,  plus  le  carré  fait  sur 
l'autre  partie  BC,  plus  deu:z  fois  le  rectangle  compris 
sous  les  deux  parties  AB,  BC,  ce  qu'on  exprime  ainsi  : 

AC  ow  (AB + BC)'=  AB +BC+  a  AB  x  BC. 

Construisez  le  carré  ACDE,  prenez  AF^zAB,  menez 
FG  parallèle  à  AC,  et  BH  parallèle  à  AS. 

Le  carré  ABCD  est  divise  en  quatre  parties  :  la  pre- 
mière ABIF  est  le  carré  fait  sur  AB,  puisqu'on  a  pris 
AF=AB  :  la  seconde  I6DH  est  le  carré  £iit  sur  fiC^.car 
puisqu'on  a  AC=3zAE,  et  AB= AF,  la  difFéreaçe  4C— AB 
est  égale  à  la  différence  AE  —  AF,  ce  qui  donne BC—F.F; 
mais. à  cause  des  parallèles  IG=BC,  et  D6  =  EF,  donc 
HIGD  est  égal  au  can^é  £iit  sur  BG.  Ces  deux  parties 
étant  retranchées  du  carré  total ,  il  xeste  les  deux  rectan; 
gles  BCGI^'EFIH,  qui  ont  cliacun  pour  mesure  AB  X  BC , 
donc  le  carré  fait  sur  AC,  etc. 

Snolie.  Soient  a  et  h  les  nortiJ)res  qui  représentent  les 
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deux  parties  de  k  ligne  AC;  la  multiplication  algébrique 
donne  1  égalité  : 

(a  -+.  A)»=<i*-t-  6*  +  ao*/ 
et  en  supposant  connue  la  mesure  du  rectangle,  cette 
égalité  donne  une  seconde  démonstration  du  théorème  ci- 
dessus. 

Une  observation  semblable  doit  être  Elite  sur  les  deux 
théorèmes  suivants. 

PROPOSITION  IX. 

THÉOREMS. 

Si  la  ligne  AC  est  la  différence  des  deux  lignes   ^*  *"'* 
AB,  BC,   le  carré  Jait  sur  A£  contiendra  le  carré 
de  AB,  plus  le  carré  de  BG,  moins  deux  fois  le  rec-- 
tangle  fait  sur  AB  et  BC  ;  cest-à-dire  qvHon  aura 

Âc'oa  (AB— BC)*  ^TbV  BC— a  AB  x  BC. 

Construisez  le  carré  ABIF,  prenez  AE=  AC,  menez 
G6  parallèle  à  BI,  HK  parallèle  à  AB,  et  achevez  le  carré 
EFKL. 

Les  deux  rectangles  CBIG,  6LKD,  ont  chacun  pour  me- 
sure AB  X  BC  :  si  on  les  retranche  de  la  figure  entière 

ABILKEA,  qui  a  pour  valeur  AB  +  BC,  il  est  clair  qu*il 
restera  le  carvé.AQ)£;  donc,  etc. 

Stolie^  Celte  proposition  se  déduit  encore  de  la  for- 
mule algébrique 

(a— A)*  =  a*  +  *?•  —  aa^. 

PROPOSITION  X. 

THÉORBMB. 

Le  rectangle  fait  sur  h  somme  et  la  différence  de  5-  ,„j^ 
deux  lignes  AB,BCj  estégalà  la  différence  des  carrée  de 


ae^  lignes  ;  aifh^i  on  a  (AB  +  BC)  X  (AB*^BC)s: 
ÂB— BC." 

Construisez  sur  AB  et  AC  les  c^rés  ABIF,  AGDE; 
prolongez  AB  dune  cpiaatité  BK=BC,  et  achevez  le  reo- 
Ungle  AKXE. 

La  base  AK  du  rectangle  est  la  somme  des  deux  lignes 
AB,  BG,  sa  hauteur  A£  est  la  différence  de  ces  mêmes  li- 
gnes ;  donc  le  rectangle  AKLE  =  (AB  +BC)  X  (AB— BC). 
Mais  ce  même  rectangle  est  composé  des  deux  parties 
ABHE  +  BHLK  ;  et  la  partie  BHLK  est  égale  au  rectangle 
EDGF,  car  BH  =  DE  et  BK  =  EF;  donc  AKLE=zABHE 
-hEDGF.  Or,  ces  deux  parties  forment  le  carré  ABIF 
moins  le  carré  DHIG,  qui  est  le  carré  fait  sur  BG;  donc 
enfin  (AB+  BC)  x  (AB— BC)=zAB— BC'. 

Soolie.  Celte  proposition  se  déduit  encore  de  la  fovmule 
algébrique 

PROPOSITION  XL 

THÉORÈME. 

Le  carré  fait  sur  F  hypoténuse  dun  triangle  reetangle 
est  égal  à  la  sorn/ne  des  carrés  faits  sar  tes  deux 
autres  côtés. 
fig.  109.  Sail  ABC  un  triangle  rectamgle  en  A  \i  â^ant  formi  des 
carrés  sur  les  trois  côtéd,  abaissez  dé' Fannie  dfeit  sur 
Vhjpotinuse  la  perpendiculaire  ADqu^  vous  pvolongerez 
jusqu'en  E  ;  tirez  ensuite  les  diagonales  AF,  CH« 

L  angle  ABF  est  conap^é  de  l'angle  ABG ,  plus  Tangle 
droit  GBF:  l'angle  GBH  est  composé  du  même  angle  ABG, 
plus  langle  droit  ABB;  donc  l'angle  ABF  =  HBG.  Mais 
y  AB  =  BH  comme  côté^.  d'un  même  carré ,  et  BF  =  BG 
par  la  même  raison  ;  donc  les  triangles  ABF,  HBG,  ont  un 
angle  égal  ccMÛprîs  entre  côtés  égaux;  donc  ib  sont 
*6,  I.  égaux ^ 
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Le.  triangle  ABF  est  la  moitié  du  rectangle  BDEF  (  o« 
pour  abréger  BE)  qui  a  même  base  BF  et  même  hauteuir 
BD  *.  Le  triangle  HBG  est  pareillement  la  moitié  du  carré  *pr.  a- 
AH  ;  car  Tangle  BAC  étant  droit  ainsi  que  BAL,  AC  et  AL 
ne  font  qu'une  même  ligne  droite  parallèle  à  HB^  donc  le 
triangle  HBG  et  le  carré  AH,  qui  ont  la  base  commune 
BH ,  ont  aussi  la  hauteur  commune  Afi  ;  donc  le  triangle 
est  la  moitié  du  carré. 

On  a  déjà  prouvé  que  le  triangle  ABF  est  égal  au  trian- 
gle HBG;  donc  le  rectangle  BD£F,  double  du  triangle 
ABF,  est  équivalent  au  carré  AH,  double  du  triangle 
HBG.  On  démontrera  de  même  que  le  rectangle  CDEG  est 
équivalent  au  ca|*ré  AI;  mais  les  deux  rectangles  BDEF' 
CDEG,  pris  ensemble,  font  le  carré  BCGF;  donc  le  carré 
BCGF,  fait  sur  Fhypoténuse,  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  ABHL,  ACIK,  faits  sur  les  deux  autres  côtés;  ou, 
en  d'autres  termes,  BC=:AB+  AG. 

Seconde  démonstraUon,  Après  avoir  ccmstruit  des  carrés 
w^  les  trois  côtés,  faites  Fangle  KHI  égal  à  BGA ,  prenez 
HI  =  GA,  et  joignez  le  point  I  au  point  K  ;  le  triangle  HIK 
sera  égal  à  BAC. 


Joignez  encore  le  point  A  au  point  I,  le  point  F  au  poîià 
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E,  et  tirez  la  ligne  6A,  qui  prolongée,  passera  par  le  point 
D. 

Les  quatre  quadrilatères  GBCD,  GFED  ,  ABHI,  ACKI, 
sont  égaux. 

Pour  démontrer  l'égalité  des  deux  premiers,  faites  tour- 
ner la  figure  GFED  autour  de  GD  ;  cette  ligne  étant  la 
bissectrice  des  angles  droits  G  et  D,  les  côtés  GF,  DE  vien- 
dront s'appliquer  sur  GB  et  DC,  et  FE  tombera  sur  BC. 

Si  Ton  veut  prouver  que  GBCD  est  égal  à  ABHI ,  on 
placera  BG  sur  son  égal  AB;  à  cause  de  légalité  des  angles 
GBG,  ABH^  le  côté  BG  prendra  la  direction  BH,  et  le  point 
G  tombera  en  H; enfin,  à  cause  de  Tégalité  des  angles  BHI, 
BGD,  GO  s'appliquera  sur  son  égal  HI. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  GBCD  est  égal 
à  AGKI. 

Les  quatre  quadrilatères  étant  égaux,  la  figure  GBGDEF 
est  équivalente  à  ABHIKG  ;  et  en  retranchant  *  d*une  part 
les  triangles  égaux  FAE ,  ABG  ,  et  de  lautre  les  triangles 
ABG,  HIK,  on  conclut  que  la  somme  des  carrés  ABGF, 
AGDE,  est  égale  au  carré  BCKH. 

Corollaire  I.  Donc  le  carré  d  un  des  côtés  de  l'angle 
droit  est  égal  au  carré  de  l'hypoténuse ,  moins  le  carré  de 

l'autre  côté,  ce  qu'on  exprime  ainsi  :  AB  =  BG — AG. 
fig.  ii8.      IL  Soit  ABCD   un  carré  ,    AG   sa  diagonale  ;  le  trian- 
gle ABG   étant    rectangle    et   isoscèle,  on    aura  AG  = 

f         ..t  ■ 

AB-h  BG  =  2  AB  ;  donc  le  carré  fait  sur  la  diagonale  AG 

est  double  du  carré  fait  sur  le  côté  AB. 

Puisque  AG  :  AB  :  :  a  :  i ,  on  a,  en  extrayant  la  racine 
carrée,  AG  :  AB  :  :  va  :  i  ;  donc  la  diagonale  d'un  carré 
est  incommensurable  avec  son  côté. 
fig.  109.  III.  On  a  démontré  que  le  carré  AH  est  équivalent  au 
rectangle  BDEF  ;  or,  à  cause  de  la  hauteur  commune 
BF,  le  carré  BGGF  est  au  rectangle  BDEF  comme  la 
iiase  BC  est  à  la  base  BD  ;  donc, 
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■bC:Âb'::BC:BD. 
Donc  le  carré  de  V hypoténuse  est  au  carré  dCun  des  côtés  de 
Fangle  droit  comme  Vhypoténuse  est  au  segment  adjacent  à 
ce  côté.  On  appelle  ici  segment  la  partie  de  l'hypoténuse 
déterminée  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  Tangle 
droit;  ainsi  BD  est  le  segment  adjacent  au  côté  A.B,  et 
DC  est  le  segment  adjacent  au  côté  AC.  On  aurait  sem- 
blablement  : 

"BC'iÂc'::  BC  :  CD. 
IV.  Les    rectangles  BDEF,    DCGE,  ayant    aussi    la 

même  hauteur,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  BD, 

■« 
CD.  Or ,  ces  rectangles  sont  équivalents  aux  carrés  AB , 

AC;donc,  

AB':  AC'::  BD  :  DC. 
Donc  les  carrés  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  entre 
eux  comme  les  segments  de  t hypoténuse  adjacents  h  ces 
cotés. 

DÉFINITION. 


h 


On  appelle  projection  d'une  droite  AB  sur  une  autre  CD 
la  portion  ab  comprise  entre  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  des  points  A  et  B  sur  la  droite  CD.    * 


PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 


Dans  tout  trmngle,  le  carré  cCuii  côté  opposé  à  un 
angle  aigu,  est  égal  à  ta  somme  des  carrés  des  deu,v 
autres  moins  deux  fois  le  rectangle  de  Cun  de  ces 
côtés  par  la  projection  du  second  stu*  le  premier. 
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fig.  ixo.  g^ji  Q  ^^  angle  aigu  dans  fe  triangle  ABC  ;  abaissons 
AD  perpendicuJaire  sur  BC ,  je  dis  qu'on  aura  : 

^  ='ÂCV  »C  —  a  BC  .  CD. 

Il  y  a  deux  cas  :  i^  Si  la  perpendiculaire  tombe  au 
dedans   du    triangle  ABC,  on  aura  BD  =  BC  —  CD,  et 

*9  par  conséquent  *  BD'=  BC '-4r  CD  —  a  BC  .  CD.  Ajou- 
tant de  part  ej;  d'autre  AD^  et  observant  que  les  triaagles 
rectangles  ABD,  ADC,  donnent  ÂD '+  BD^=ÂB  et~ÂD 

-h^'=Âc',  on  aura  AB=^'4-ÂC'—  2  BC  X  CD. 
a*"  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors   du  triangle 

*g,  ABC,  on  aura  BD=  CD — BC,  et  par  conséquent  *  BD*= 

CD  '+  BC  —  2  CD  X  BC.  Ajoutant  de  part  et  d'atrtre  ÂD| 
on  en  conclura  de  même  : 

AB  =  BC+AC—  aBC  x  CD. 
PROPOSITION  XIII. 

THÉOBBME. 

fig.  III.  Dans  tout  triangle  obtusangle,  le  carré  du  côté  op" 
posé  à  C angle  obtus  y  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
{les  deux  autres^  plus  deux  fois  le  rectangle  de  Vwi 
de  ces  côtés  par  la  projectùm  du  second  sur  le  pre- 
mier. 

Soit  AB  le  côté  opposé  à  l'angle  obtus  G  du  triangle 
ABC ,  menons  AD  perpendiculaire  sur  BC ,  je  dis  qu'on 
aura  : 

ÂB  =ÂC"+ BC  +  a  BC  X  CD. 

La  perpendiculaire  ne  peut  pas  tomber  au  dedans  du 
triangle  ;  car  si  elle  tombait,  par  exemple,  en  £,  le  triangle 
ACE  aurait  à  la  fois  l'angle  droit  E  et  l'angle  obtus  G,  ce 
qui  est  impossible  ;  donc  elle  tombe  au  dehors  ,  et  on  a 
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BD  z=  BC  4-  CD,  De  là  résulte  *  BD'=aC  -TCD  +  a  BC  *8. 
X  CD.  Ajoutant  de  part  et  d  autre  AD,  et  faisant  les  réduc- 
tions comme  dans  le  théorème  précédent,  on  en  conclura 

ÂB  =  BC  ■-t-ÂC'4-  2  BC  X  CD. 

Scolie.  Le  triangle  rectangle  est  le  seul  dans  lequel  la 
somme  des  carrés  de  deux  côtés  soit  égale  au  carré  du 
troisième;  car  si  Tangle  compris  par  ces  cdtés'  est  aigu, 
la  somme  A%  leurs  carrés  sera  plus  graiide  ^ue  le  carré  du 
côbé opposé;  s'il  est  obtus ^  eUé  sera  moindre* 

PROPOSITION  XIV. 

THBORÈMB. 

Dans  un  moMgle  quelconque  ABC,  si  on  mène  du 
sommet  au  milieu  de  la  base  la  ligne  À£,  je  dis  sg.  n 
quon  aura  AB+  AC  =  aAE  +  aliË. 

Abaissez  la  perpendiculaire  AD  sur  la  base  BC,  le  trian- 
gle A£C  donnera  par  le  théorème  xii  : 

"Âc'="AE +ÏC'— aEC  X  ED. 
Le  triangle  ABE  donnera  par  le  théorème  xiu  : 

ÂB'=ÂÈ'4-1b  +  »EB  X  ED, 
Donc,  en  ajoutant  et  observant  que  EB:!r=EC,  on  aura  : 
ÂB  +  ÂC = 2  AE  +  a  ÊB  * 

.  PROPOSITION  XV. 

THBORàME. 

Dans  tout  quadrilatère  la  sommé  des  carrés  des 
quatre  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carres  des  dia- 
gonales, plus  quatre  fois  le  carré  de, la  ligne  qui  joint 
leurs  milieux. 

Soient  AC,  BD,  les  diagonales  du  quadyilàtère  ABGD, 
G  et  G  leurs  milieux  ;4irons  les  lignes  BO,  DOy  0G« 
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On  a.d*aprè5  le  théorème  précédent  : 
Dans  le  triangle  ABC ,       'ÂB  +  BC  =  a  BÔV  2  Âo! 

Dans  le  triangle  ADC,       "^0'+ DC*=  a  00+  a"ÂO. 
Ajoutant  f  on  a  : 

ÂB  +  BC +ÂD  +  DC=  2  (B0'+ DO)  +  4  ÂÔ.' 
Or,  dans  le  triangle  BOD,  on  a  : 

BÔ'4-  DO  =  a  BG'+  a  ÔgI 
Donc  11  +  BC'+"ÂdV1>C  ==4  BG'+4ÔG'-f-4ÂO'; 
et  comme         "ÂC  =  4Â0'      BD=  4  BC," 
on  a  en£n 

AB'+ BC '-h  IS  +"DC  =  4  og'  -+."85'  +Âc! 
Corollaire,  Si  le  quadrilatère  était  un  parallélogramme^ 
la  droite  GO  serait  nulle  ;  donc  dans  tout  parallélogramme 
la  somme  des  carrés  des  quatre  côtés  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  diagonales. 

La  réciproque  de  ce  dernier  théorème  est  vraie. 

Des  lignes  proportionnel/es  et  de  la  similitude. 
PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

Toute  parallèle  à  l'un  des  côtes  dun  triangle  divise 
les  deux  autres  côtés  en  parties  proportionnelles. 

Soit  DE  parallèle  à  la  base  BC  du  triangle  ABC ,  et  sup- 
posons d'abord  que  les  lignes  AD,  DB,  aient  une  commune 
mesure  qui  soit  contenue  3  fois  dans  AD ,  et  a  fois  dans 
DB,on  a:  AD:  DB  ::  3  :  a. 
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Par  les  points  de  division  de  AB ,  menons  des  paral- 
lèles à  BC,  et  par  les  points  m,  n,E,  p^  des  parallèles  à  AB. 

Tous  les  triangles  Aqm^  mrn^  etc.,  sont  égaux  comme 
ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux.'En  efFet, 
si  l'on  compare  les  deux  triangles  mm,  /i^E,  par  exemple, 
on  voit  que  les  angles  mr/i,  nsS*  sont  égaux  comme  ayant 
leurs  côtés  parallèles;  de  même  rmn,  5;»E,  sont  égaux  comme 
correspondants;  enfin  les  côtés  mr,  ns^  sont  égaux  entre 
eux,  comme  étant  respectivement  égaux  aux  droites ^^D^ 

L'égalité  de  ces  triangles  prouve  que  krnz==mnz=znS;==i 
Ep=/>C  ;  or,  AE  renferme  3  de  ces  parties,  et  EG  en 
contient  deux  ;  donc  AE  :  £C  :  :  3  :  a. 

On  conclut  de  là  AD:  DB  :  :  AE  :  EC. 

Si  les  lignes  AD  et  DB  n  avaient  pas  de  commune  mesure, 
on  ferait  voir  comme  il  a  été  indiqué  (liv.  2,  pr.  i8),  que 
leur  rapport  serait  toujours  égal  à  celui  des  lignes  AE,  EG. 

Corollaire  I^.  De  là  résulte  componendo  : 
AD:AD  +  DB::AE:AE  +  AC  ou   AD:AB::AE:AG 
et  aussi 
AD  +  DB:  DB::  AE  +  EC  :  EG  ou  AB  :DB::  AG:EG. 

II.   Les  segments  des  deux  droites  ,  AB,  GD,  détermi-  fig.  ii5. 
nés  par  plusieurs  parallèles    AC,  EF,  GH,  BD,  etc.,  sont 
proportionnels. 

Gar  soit  O  le  point  de  concours  des  droites  AB,  GD; 
dans  le  triangle  OEF,  la  ligne  AG  étant  parallèle  à  la  base 
EF ,  on  aura  : 

OE:OF::AE:CF. 
Dans  le  triangle  OGH,  on  aura  semUablement  ; 
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OE:  OF::GE:FH. 
Donc  à  cause  du  rapport  commun  : 

AE.CF::  GE:FH. 
On  prouverait   de  même  que  6E  :  FH  :  :  B6  :  HD  ; 
donc^  etc. 

PROPOSITION  XVII. 

THEOREME. 

fig.  iic.  Réciproquement  si  les  côtés  AB,  AC,  sont  coupés 
proportionnellement  par  la  ligne  DE^  en  sorte  qui  on 
eut  AD  :  DB  ::  A£  :  EC ,  je  dis  que  la  ligne  DE  sera 
Dorallèle  à  la  base  BCL 

Car  si  BE  n'est  pas  parallèle  à  fiC ,  supposons  que  DO 
en  soit  une;  akars^  suivant  le  théorème  prëoédent,  on  aura 
AD  :  BD  ::  AO  :  OC.  Mais,  par  hypothèse  ,  AD^  BD  .:: 
AB  :  EC  ;  donc  on  Mirait  AO  :  OC  ::  AE  :  £G;  praportî^MFi 
impossible ,  puisque  d'une  part  lantëcédent  AE  est  plus 
grand  que  AO,  et  que  de  l'autre  le  conséquent  EC  est  pUis 
petit  que  OC  ;  donc  la  parallèle  à  BC  menée  par  le  point 
D  ne  peut  différer  de  DE;  donc  DE  est  cette  .parallèle, 

Sociie.  La  même  conclusion  aurait  lieu  si  Ton  suppo- 
sait la  proportion  AB  :  AD  :  :  AC  :  A£.  Car  cette  proportion 
donnerait  AB  —  AD  :  AD  :  :  AC  —  A£  :  AE,  ou  BD  ; 
AD  :  :  CE  :  AE. 

PROPOSITION  xvm. 

THÉORÈME. 

î®  La  bissectrice  AD  de  Fangle  A  du  triangle  AÔC, 
dii^ise  la  base  BC  en  deux  segmenta  BD,  DC  pwpor^ 
tionnels  aux  deux  côtés  AB  et  AC. 

a®  La  bissectrice  AF  de  l'angle  extérieur  CAE  dé- 
termine aussi  sur  la  base  pivlongée  deux  segmentas 
BF,  CF  proportionnels  aux  mêmes  côtés  AB,  AC.    • 
fig.  117.      i^  Par  le  point  C  menei  CE  parallèle  à  AD  jusqu'à  la 
rencontre  de  BA  prolongé. 


LIVHE    IIÏ*  79 

Dans  le  triangle  BGE ,  la  ligne  AD  est  parallèle  à  la  base 
CE;  ainsi  on  a  la  proportion  *  :  ^i6. 

BD  :  DC  :  :  AB  :  A£. 
Mais  le  triangle  AGE  e^  isocèle;  car,  à  oause  des  paral- 
lèles AD,  CE,  Vangle  ACE=DAC,  et  langle  AEC  = 
BAD;  or,  par  hypothèse,  DACr=BAD;  ûfinc  Tafiigie 
ACE=AEC,  et  par  suite  AE=AC;  substituant  donc 
AC  à  la  place  de  AE  dans  la  proportion  précédente ,  on 

aura  * 

BD:DC::  AB:  AC. 


c 

if  a**  Menez  CG  parallèle  à  AF;  dans  le  triangle  BAF 
on  a  BF  :  PC  :  :  AB  :  AG.  On  ferait  voir  comme  précé- 
demment que  le  triangle  AGC  est  isocèle,  et  que  AG=rAC« 

On  a  donc  BF  :  FC  :  :  AB  :  AC. 

Corollaire.  Si  le  point  A  se  meut  dans  le  plan ,  de  ma- 
nière que  le  rapport  de  AB  à  AC  reste  constamment  égal 

à  —,  les  bissectrices  des  angles  BAC,  EAC,  passeront  tou- 

^       «        .  1  BD    BF 

jours  par  les  pomts  D  et  F,  puisque  les  rapports  7^^  tt^ 


doivent  rester  égaux  à  —  •  D  ailleurs  les  droites  AD,  AF, 


DC'  CF 
m 
n 

bissectrices  des  deux  angles  adjacents,  sont  perpendiculaires 
entre  elles;  donc  le  point  A,  dans  toutes  ses  positions,  sera 
sur  la  circonférence  décrite  sur  FD  comme  diamètre.  Ainsi  : 
Le  lieu  géométrique  des  points ^  dont  les  distances  à  deux 
points  B  e/  C  sont  dans  un  rapport  donné^  est  une  circonfé- 
rence de  cercle. 

DÉFINITION. 

On  appelle  triangles  semblables,  deux  triangles  qui  ont 
les  angles  égaux,  et  les  côtés  homologues  proportionnels. 
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(On  entend  par  côtés  homologues  ceux  qui  sont  opposés 
aux  angles  égaux.) 

En  général  nous  appellerons  polygones  semblables  ceux 
qui  ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun,  et  les  côtés 
homologues  proportionnels;  (en  entendant  par  côtés  ho- 
mologues ceux  qui  sont  adjacents  aux  angles  égaux). 

PROPOSITION  XIX. 

THBOBEMB. 

Deux  triangles  équiangles  ont  les  côtés  homologues 
proportionnels. 

Soient  ABC,  CDE,  deux  triangles  qui  ont  les  angles 
égaux  chacun  à  chacun,  savoir,  BAC  =  CDE,  ABC  = 
DCE ,  et  AGB  =  DEC ,  je  dis  que  les  côtés  homologue^ 
seront  proportionnels ,  de  sorte  qu  on  aura  BG  :  CE  :  ; 
AB  :  CD  :  :  AC  :  DE. 

Placez  les  côtés  homologues  BC,  CE,  dans  la  même 
direction ,  et  prolongez  les  côtés  BA,  £D,  jusqu'à  ce  qu  ils 
se  rencontrent  en  F. 

Puisque  BCE  est  une  ligne  droite,  et  que  langle  BGA 
=  CED,  il  s'ensuit  que  AC  est  parallèle  à  DE  *.  Pareille- 
'ment,  puisque  l'angle  ABC= DCE,- la  ligne  AB  est  pa- 
rallèle à  DC  ;  donc  la  figure  ACDF  est  un  parallélogramme. 

Dans  le  triangle  BFE ,  la  ligne  AC  est  parallèle  à  la  base 
FE,  ainsi  on  a  BC  :  CE  :;  BA  :  AF*;  à  la  place  de  AF 
mettant  son  égale  CD ,  on  aura  : 

BC  :  CE  :  :  AB  :  CD. 

Dans  le  même  triangle  BFE,  si  Ton  regarde  BF  comme 
la  base,  CD  est  une  parallèle  à  cette  base ,  et  on  a  la  pro- 
portion BC  :  CE  :  :  FD  :  DE  ;  à  la  place  de  FD  mettant 
son  égale  AC,  on  aura  : 

BG  :  CE::AC:  DE. 
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Enfin  de  ces  deux,  proportions  qui  contiennent  le  même 
rapport^  BG  :  CE,  on  peut  conclure  aussi  : 
AC  :  DE::  BA:  Cf». 

Donc  les  triangles  équiangles  BAC,  GDE,  ont  les  côtés 
homologues  proportionnels  ;  donc  les  triangles  ëquiangles 
BAC ,  GDE,  sont  semblables. 

Corollaire.  Povkr  que  deux  triangles  soient  semblables 
il  suffit  qu'ils  aient  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun, 
car  alors  le  troisième  sera  égal  de  part  et  d'autre,  et  les 
deux  triangles  seront  éqniangles. 

PROPOSITION  XX. 

THÉORÈME. 

De.ajc  triangles  qui  ont  les  côtés  proportionnels  sont 
ëquiangles» 

Supposons  qu  on  ait  BG  :  £F  :  :  AB  :  DE  :  :  AC  :  DF ,  je  ^^ 
dis  que  les  triangles  ABC,  DEF,  auront  les  angles  égaux 
savoir,  A=D,  B=E,  C  =  F. 

Faites  au  point  E  Tangle  FE&=:B  et  au  point  F  l'angle 
£FG  =  C^  le  troisième  G  sera  égal  au  troisième  A,  et  les 
deux  triangles  ABC,  EFG,  seront  ëquiangles;  donc  on 
aura  par  le  théorème  précédent  BC  :  £F  :  :  AB  :  EG  :  mais, 
par  hypothèse,  BC  :  EF  ::  AB  :  DE  ;  ddnc  EG==DE.  On 
aura  encore,  par  le  méqfia  théorè9i<^9  BC:  EF  ::  AC  :  FG  j 
or  on  a,  par  hypothèse,  BC  :EF  :  :  AC  :  DF,  donc  FG  = 
DF  ;  donc  les  triangles  EGF,  DEF,  ont  tes  trois  cdtés 
égaux  chacun  à  chacun;  donc  Us  sont  égaux*.  Mais,  par 
construction ,  le  triangle  EGF  est  équiangle  au  triangle 
ABC  ;  donc  aussi  les  triangles  DEF,  ABC,  sont  ëquiangles. 

Scoïie  i:  11  &ut  remarquer  que  les  angles  égaux  des 
deux  triangles  sont  opposés  aux  cotés  proportionnels. 

Scolie  II.  On  voit  par  ces  deux  dernières  propositions 
que,  dans  les  triangles,  Fégalité  des  angles  est  une  suite  de 
la  proporlionnalité  des  côtés,  et  réd{>roquement,  de  sorte 
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qu'une  de  œs  conditioqs  suffit  ppnr  afl8Ut>er  U  similitude 
des  triangles.  Il  n  en  est  pas  de  même  dans  les  figures  çle 
plus  de  trois  côté^  car,  dès  qu*ii  s'agit  seulement  des 
quadrilatères  y  on  peut ,  sans  changer  les  angles,  altérer  la 
proportion  des  côtés,  ou,  sans  altérer  les  côtés,  changer 
les  angles;  ainsi  la  proportionnalité  des  côtés  ne  peut  être 
fig.  xai.  une  suite  de  Tégalité  des  an^es,  ni  tfioe  n)trstu  On  voit, 
par  exemple,  qu'en  menant  ËF  parallèle  à  BG,.les  angles 
du:  quacTrîiatère  AEFD  sont  égaux  à  ceux  du  quadrilatère 
ABCn  \  mais  la  proportion  des  côtés  est  différente  :  de 
même,  sans  changer  les  quatre  côtés  A.B,  BG,  CD,  AD,  on 
peut  rapprocher  ou  éloigner  le  point  B  du  point  D ,  ce  qui 
altérera  les  angles. 

ScoUe  III.  Les  deux  propositions  précédentes,  qui  n'en 
font  proprement  qu'une,  jointes  à  celle  du  carré  de  l'hypo- 
ténuse, sont  les  propositions  les  plus  importantes  «C  les 
plus  fiscondes  de  la  géométrie  ;  elles  suffisent  prescpie  seules 
à  toutes  les  applications  et  à  k  résolution  de  tous  les  pro<> 
blêmes  :  la  raison  en  est  que  toutes  les  figures  peuvent-  ee 
partager  en  trîangkes,  et  uo  triangk  quelconque  en  deux 
triangles  rectangles.  Ainsi  les  proprié^ générales  des  trian- 
gles renferment  iniptÎQitement  celles  de  toutes  les  figures» 

PROPOSITION  XXI. 

VH^ORlBMSi 

Deiut  triangles  qui  ont  tut  angle,  égal  co&ipris  entre 

.  ^diéspropùntionnels  ^sont  semblables. 

fig.  laa.      Soit  .l'angle  A  =  D ,  et  supposons  qu'on  ait  AB  :  DE  :  î 

AC  :  DF,  je  dis  que  le  triangle  ABC  est  semblable  à  DEP« 

Preoes  AG'zzs  DE  et  menez  GH  parallèle  à  BC  ,  l*an:gle 

«a6, 1.  ^^H  sera  éjg^l  à  Tangle  ABC*;  et  le  triangle  AGH  sera 

équiaogle  au  triangle  ABC  ;  on  aura  donc  A8  :.AGc:  AG  : 

AH  :  mais,  par  hypothèse,  AB  :  DE  ::  AG  :  DF,  et  par 

ooBstructiott  AG  =DE,  donc  AHs  DF.  Les  deux  trian« 
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gles  AGH^  DEF,  ont  donc  un  sngle  égal  contpris  entre 
côtes  égaux;  donc  i\s  sont  égaux.  Or  le  triangle  A6H  est 
semblable  à  ABC  ;  donc  DEF  est  aussi  semblable  à  ABC. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉOItÈMB. 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  parallèles^  ou  quiles 
ont  perpendiculaires  chacun  à  chacun^  sont  semblables» 
En  effet,  soient  A,  B,  C,  les  angles  de  Tundes  triangles; 
A',  B',  C,  les  angles  de  lautre  triangle. 

On  sait  que  deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  ou 
perpendiculaires  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

On  ne  peut  donc  faire  qu*une  des  trois  hypothèses  sui<> 
vantes  : 

i'»A  +  À'=2-      B+B'  =  2-      C  +  C'  =  2% 
a^^A+A'zrza"      B  +  B'zsa**  C=xC';. 

3"  A  =  A'  B  =  B\  etpar  suiteC==G'. 

Or,  dans  la  première  hypothèse ,  la  somme  des  angles 
des  deux  triangles  serait  égale  à  six  droits. 

Dans  la  seconde  hypothèse ,  cette  somme  serait  supé- 
rieure à  quatre  droits. 

La  troisième  est  donc  seule  admissible  ;  donc  les  trian- 
gles sont  équiangles  et  semblables. 

Remarque,  Les  côtés  homologues  des  deux  triangles  sont 
les  côtés  parallèles  ou  perpendiculaires. 

PROPOSITION    XXIII. 

THBORSlfS. 

DeuJb  polygones  semblables  peuvent  être  décompo^ 
ses  en  un  même  nombre  de  triangles  semblables  chu- 
cun  à  chacun  et  semblablentent  disposés. 

Dans  le  polygone  ABCDE ,  menez  d'un  même  angle  A  Hg.  la^. 
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les  diagonales  AC, ÂD aux  autres  angles.  Dans  lautre  poly- 
gone FGHIK,  menez  semblableinent  de  Tangle  F  homolo- 
gue à  A,  les  diagonales  FH^  FI  aux  autres  angles. 

Puisque  les  polygones  sont  semblables,  l'angle  ABC  est 
égal  à  son  homologue  FGH ,  et  de  plus  les  côtés  AB,  BG, 
sont  proportionnels  aux  côtés  FG,  GH;  de  sorte  qu'on  a 
AB  :  FG  :  :  BC  :  GH.  Il  suit  de  là  que  les  triangles  ABC,  FGH, 
ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  ;  donc 
»ai.  ils  sont  semblables  *;  donc  l'angle  BCA  est  égal  à  GHF.  Ces 
angles  égaux  étant  retranchés  des  angles  égaux  BCD,  GHI, 
les  restes  ACD,  PHI  seront  égaux  :  mais  puisque  les  trian- 
gles ABC,  FGH  sont  semblables,  on  a  AC:FH:  :BC:GH; 
d'ailleurs,  à  cause  de  la  similitude  des  polygones,  BC: 
GH:  :CD:HI;  donc  AC:FH:  :CD:HI:  mais  on  a  déjà  vu 
que  l'angle  ACD=FHI;  donc  les  triangles  ACD,FHI,  ont 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels,. donc  ils 
sont  semblables.  On  continuerait  de  même  à  démontrer  la 
similitude  des  triangles  suivants,  quel  que  fût  le  nombre 
des  côtés  des  polygones  proposés;  donc  deux  polygones 
semblables  sont  composés  d'un  même  nombre  de  triangles 
semblables  et  semblablement  disposés.  ' 

Scolie.  La  proposition  inverse  est  également  vraie  :  Si 
deux  polygones  sont  composés  éCun  même  nombre  de  trian- 
gles semblables  et  semblablement  disposés ,  ces  deux  poly- 
gones seront  semblables. 

Car  îa  similitude  des  triangles  respectifs  donnera  l'angU; 
ABC=FGH,  BCA=:GHF,  ACD==FHI;  donc  BCt)=GHI, 
de  même  CDE=HIK,  etc.  De  plus,  on  aura  ABiFG:  :BC: 
GH:  :  AC:FH:  :CD:HI,  etc.;  donc  les  deux  polygones  ont 
les  angles  égaux  et  les  côtés  proportionnels;  donc  ils  sont 
semblables. 

PROPOSITION  XXIV. 

THÉOEEME. 

Les  lignes  AF,  AG,  etc. ,  menées  comme  on  vou- 
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ira  par  le  sommet  et  un  triangle  y  dis^isent  proportion'- 
nettement  la  ba,^  BC  et  sa  parallèle  DE,  de  sorte  qiCon 
£iDI:BF::IK:FG::  KL  :  GH,  etc. 

Car,  puisque  Dl  est  parallèle  à  BF,  le  triangle  ADI  est  fig.iaS. 
équîangle  à  ABF,  et  on  a  la  proportion  DI:BF  ::  AI:  AF  ; 
demêmelKétanj;  parallèle  à  FG,  on  a  AI:AF::  IK:FG; 
donc,  à  cause  du  rapport  commun  AI  :  AF,  on  aura  DI  :  BF 
::1K:FG.  On  trouvera  semblablement  IKiFGitKL: 
6H,  etc.;  donc  la  ligne  DE  est  divisée  aux  points  I,  K,  L, 
comme  la  base  BC  lest  aux  points  F,  G,  H. 

Corollaire.  Do§c,  si  BC  était  divisée  en  parties  égales  aux 
points  F,  G,  H,  la  parallèle  DE  serait  divisée  de  même  ^n 
parties  égales  aux  points  I,  K,  L. 

PROPOSITION  XXV. 

THBOBBME. 

Si  de  Fangle  droit  A  d'un   triangle  rectangle  on  gg,  „6 
abaisse  kl  perpendiculaire  AD  sur  t hypoténuse: 

I®  Les  deux  tricuigles  partiels  ABD ,  ADC ,  seront 
semblables  entre  eux  et  au  triangle  total  ABC  ; 

2^  Chaqtœ  côté  AB  ou  AC  sera  moyen  propor- 
tionnel entre  Fhypoténuse  BC  et  le  segment  adjacent 
BDof/DC; 

3**  La  perpendiculaire  AD  sem  moyenne  propor» 
tionnelle  entre  les  deux  segm,ents  BD,  DC. 

Car',  1®  le  triangle  BAD  et  le  triangle  BAC  ont  Tangle 
commun  B  ;  de  plus,  Tangle  droit  BDA  est  égal  à  langle 
droit  BAC  ;  donc  le  troisième  BAD  de  l'un  est  égal  au  troi- 
sième C  de  Vautre  ;  donc  ces  deux  triangles  sont  équiangles 
et  semblables.  On  démontrera  de  même  que  le  triangle 
DAC  est  semblable  au  triangle  BAC  ;  donc  les  trois  triangles 
sont  équiangles  et  semblables  entre  eux. 

a**  Puisque  le  triangle  BAD  est  semblable  au  triangle 
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BAC,  leurs  côtéa  homologues  sont  proportionnels,  Qr,  le 
le  côté  BD  dans  le  petit  triangle  est  homologue  à  BA  dans 
le  grand,  parce  qu'ils  sont  opposes  à  des  angles  égaux,  BAD, 
BCA;  l'hypoténuse  BA  du  petit  est  homologue  à  Thypo^ 
ténuse  BG  du  grand;  donc  oh  peut  former  la  proportion 
BD:BA  ::  BA:BG.  On  aurait  de  la  même  manière  DC:  AC  :: 
AG  :  BC  i  donc,  a*"-  chacun  des  côtés  AB,  AG,  est  moyen 
proportionnel  entre  Thypoténuse  et  le  segment  adjacent  à 
ce  coté. 

y  Enfin,  la  similitude  des  triangles  ÀBD,  ADC,  donne, 
en  comparant  les  cotés  homologues,  JU);  AD::  AD:DG; 
donc,  3""  la  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportion* 
nelle  entre  les  segments  BD,  DG  de  l'hypoténuse. 

Scolie.  La  proportion  BD:  AB  ::  AB:  BC  donne,  en  éga- 
lant le  produit  des  extrêmes  à  celui  des  moyens,  AB==BD  X 
BC.  On  a  de  même  Âg'=DC  X  BC,  donc  ÂB+ÂË=BD  x 
BC+DCxBC;  le  second  membre  est  la  même  chose  qiie 
(BD-4-DG)xBC,etnse  réduit  à  BCxBCou  BC;  donc  on 
a  AB  4.AG=BC  ;  donc  (en  se  fondant  sur  la  mesure  du 
carvé)  le  carré  fiiit  sur  l'hypoténuse  BC  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés  AB,  AC. 
Nous  retombons  ainsi  sur  la  proposition  du  carré  de 
l'hypoténuse  par  une  voie  très-difiérente  de  celle  que 
nous  avions  suivie;  d'où  l'on  voit  qu'à  proprement  parler 
la  proposition  'du  carré  de^Thypoténuse  est  une  suite  de 
la  proportionnalité  des  côtés  dans  les  triangles  équiangles. 
fig.  127.  Corollaire.  Si  d'un  point  A  de  la  circonférence  on  mène 
les  deux  cordes  AB,  AC,  aux  extrémités  du  diamètre  BC, 
19.  a.  le  triangle  BAC  sera  rectangle  en  A*  ;  donc,  i"  la  peipendi'- 
eulaire  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
ments  BD,  DG,  du  diamètre^  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
le  carré  AD  est  égal  au  rectangle  BD  X  DG. 

a*"  La  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia* 
mètre  BC  et  le  segment  BD^  ou ,  ce  qui  revient  au  même. 
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ÂBnBDxBGw^On  a  seinUaibleineDtÂG=GI)X>BGçd]Dnc 
AB':ACïrBD:DC;  et  si  on  compare  ÂÏ'îl\B(C,'o^  aura  AB: 
ÏC':  :  AD:DC  ;  on  aurait,  de  néme  Âc':  BC  :  :  DC  :  BC.  Ces 
rapports  des  carrés  des  certes ,  soit  entre  eux ,  soit  avec  le 
carré  de  l'hypoténuse ,  ont  été  déjà  donnés  dans  les  eo- 
roi.  III  et  lY  de  la  propos,  xi. 

PROPOSITION  XXVI. 

THBOREIIB. 

DeiLV  triangles  qui  ont  un  angle  égal  sont  entre 
eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui  comprennent 
Fangle  égal-.  Ainsi  Le  triangle  ABC  est  au  triangle  fig.  la». 
ADE  comme  le  rectangle  AB  x  AC  est  au  rectangle 
ADxAE. 

Tirez  BE;  les  deux  triangles  ABB,  ADE,  dont  le  sommet 
commun  est  E,  ont  même  hauteur,  et  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  AB,AD*;  donc,  *^- 

ABE:AD£;:AB:AD, 

Ont  de  mémç 

ABG:ABE::AC:AE. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  omettant  le 

commun  tenne  ABE,  on  aura 

AJBC:ADE::ABxAC:ADxAR 

Corollaire.  Donc  les  deux  triangles  seraient  équivalents , 

si  I«rectangle  ABx  ACétait  égal  an  rectangle  ADxAE^ou 

si  on  avait  AB:  AB::  A£:  AC,  oe  qui  anrait  lieu  $i  la  ligne  DC 

était  parallèle  à  BE. 

PROPOSITION  XXVIL 

THÉORBMB. 

Deux  triangles  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  carrés  des  côtés  homologues. 
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^^  '""^  Soit  Tangle  A=D,  et  l'angle  B=E  ;  d'abord  à  cause  des 
angles  égaux  A  et  D,  on  aura,  d'après  le  théorème  précé- 
dent, 

ABC:DEF::ABxAC:DExbF, 

ce  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

ABC_AB       AC 
DEF~DE  ^  DF' 

Or,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  on  a 
AC_AB. 

df~de' 


donc 


ABC AB       AB AB^ 

DEF~DE  ^  DE~5Ê' 


PROPOSITION  XXVIII. 

THÉORÈME. 


Les  contours  ou  péimètres  des  polygones  sembla- 
bles sont  comme  les  côtés  homologues^  et  leurs  surfaces 
sont  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  côtés. 
6g.  lag.  Qjjj,^  jo  puisqu'on  a,  parla  nature  des  figures  semblables, 
AB:FG::BC:GH::CD:HI,  etc.,  on  peut  conclure  de  cette 
suite  de  rapports  égaux  :  La  somme  des  antécédents  AB+ 
BC]+CD,  etc.,  périmètre  de  la  première  figure,  est  à  la 
somme  des  conséquents  FG+GH+HI,  etc.,  périmètre  de 
la  seconde  figure,  comme  un  antécédent  est  à  son  consé- 
quent, ou  comme  le  côté  AB  est  à  son  homologue. FG. 

a"  Puisque  les  triangles  ABC,  FGH  sont  semblables,  on 

*  ' '•  a  *  ABC  :  FGH  ::  AC':  FH*;  de  même  les  triangles  semblables 
ACDjFHI  donnent  ACD:  FHI::"ÂC:FH-  donc,  à  cause 
du  rapport  commun  ÂG  :  FH,  on  a 

ABC:FGH::AnD:FHI. 
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Par  un  raisonnement  semblable  on  trouverait 
ACD:FHI::ADE:FIK; 

et  ainsi  desuite,  s'il  j  avait  un  plus  grand  nombre  de  trian- 
gles. Qe  cette  suite  de  rapports  égaux  on  conclura  :  La 
somme  des  antécédents  ABC4- ACD+ ADE,  ou  le  polygone 
ABCDE,  est  à  la  somme  des  conséquents  FGH+FHI+FTK, 
ou  au  polygone  FGHtK,  comme  un  antécédent  ABC  est  à 

son  conséquent  FGH,  ou  comme  AB  est  à  F6  ;  donc  les  sur- 
faces des  polygones  semblables  sont  entre  ellescomme  les 
carrés  des  côtés  homologues.  -  -     ■ 

Corollaire,  Si  on  cohstruit  trois  figures  siemblables  dont 
les  côtés  homologues  soient  égaUz  auk  trois  côtés  d'un 
triangle  rectangle,  la  figure  faite  sur  le  grand  côté  sera  égale 
à  la  somme  des  deux  autres  :  car  ces  trois  figures  sont  pro- 
portionneHes  aux  carrés  de  leurs  côtés  homologues  ;  or, 
le  carré  de  l'hypoténuse  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
'des  deux  autres  côtés  ;  donc,  etc. 

PROPOSITION  XXIX. 

THBORSMB. 

Les  parties  de  deu,v  cordes  AB,  CD,  qui  se  coupent  ^s-  '-^o- 
doiis  un  cercle  j  sont  réciproquement  pwportionnelle s ^ 
cest-à-dire  qu'on  a  AO  ;  DO  :  :  GO  :  OB. 

Joignez  AC  et  BD  ;  dans  les  triangles  ACO^BOD^les  an- 
gles en  O  sont  égaux  comme  opposés  au  sommet  ;  l'angle  A 
est  égal  à  l'angle  D,  parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même 
segment^;  par  la  même  raison,rangle  C=B;  donc  ces  tria  n-  •'9,  a., 
gles  sont  semblables,  et  les  côtés  homologues  donnent  la 
proportion  AO:  DO  ::  CO  :  OB. 

Corollaire.  On  tire  de  là  AO  X  0B=  DO  xCO  :  donc  le 
rectangle  des  deux  parties  de  l'une  des  cordes  est  égal  au 
'  rectangle  des  deux  parties  de  l'autre. 
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PROPOSITION  XXX. 

THBORBME. 

fig.  i3i.      Si  ffiin  même  point.  O ,  pri^  hors  du  cercle ,  on  mène 

les  sécantes  OB ,  OC ,  terminées  à  Fore  concave  BC, 

les  sécantes^  entières  seront  réciproquement  propor- 

^    tionnelles  à  leurs  parties  extérieures^  c' est-a^dire  qti  on 

aura  OB  :  OC  :  :  OD  :  0\. 

Car,  en  joignant  AC,BD,  le9  triangles  0AC,OBD>  ont 
*i9«3.  Tangle  O  commun^  de  plus  1  angle  fi=C^;  donc  ces  trian- 
gles 5oi)t  semblables  ;  et  les  côtés  homologues  donnent  la 
proportion 

OB:OC;:OD:OA. 

CoroUaire.  Donc  le  rectangle  OA  X  OB^  est  égal  au  w^ 
tangleOCxOD. 

Scolie.Ùn  peut  remarquer  que  cette  proposition  a  beau- 
coup d'analogie  avec  la  précédente,  et  qu'elle  n'en  difFère 
qu  en  ce  que  les  deux  cordes  AB,  CD,  au  lieu  de  se  couper 
dans  le  cercle,  se  coupent  au  dehors. 

PROPOSITION  XXXI. 

THÉOEÈMB. 

fig-  i3ï.  Si  dun  même  point  O  pris  hors  du  cercle  on  mène 
une  tangente  OA  et  une  sécante  OC ,  la  tangente  sera 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  et  sa  partie 
extérieure;  de  sorte  qiion  aura  OC  :  OA  :  :  OA:  OD; 

ou ,  ce  qui  revient  au  méme^  OA=OC  X  OD.   ' 

Car,  en  joignant  AD  et  AC,  les  triangles  OAD,  OAC, 

ont  langle  O  commun  ;  de  plus  l'angle  OAD,  formé  par 

«  ao ,  a.  une  tangente  et  une  corde  %  a  pour  mesure  la  moitié  de 

l'arc  AD,  et  l'angle  C  a  la  même  mesure;  donc  l'angle  OAD 
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=  C  ;  donc  les  deux  triangles  sont  semblables,  et  on  a  la 
proportion 

OC:OA::OA;OD, 

qui  donne  OÂ = OC  X  OD. 

Scolie.  Cette  proposition  peut  se  déduire  de  la  précé- 
dente, en  considérant  la  tangente  OA  comme  la  limite  des 
positions  que  prendrait  une  sécante  tournant  autour  du 
point  O» 

PROPOSITION  xxxn. 

TH8ORBMB. 

Si  sur  deux  droites  AC,  AE  qui  se  coupent  en  k  y  on 
a  quatre  points^  B,  C,  D,  E,  tels  que  AC  x  AB=AD  x 
AE,  ces  quatre  points  sont  sur  une  même  circonfc- 
rence. 


Car  si  la  circonférence  qui  passe  par  les  points  C^B^D 
rencontrait  la  ligne  AE  au  point  M,  on  aurait 

ABxAC=ADxAM, 
Mais  on  a  déjà 

ABxAC:^ADxAE. 
D*où  Ton  conclurait  ADxAM=ADx  AE^  ce  qui  est  ab- 
surde. 

Et  si  l'on  supposait  que  la  circonférence  passant  par  les 
points  C,  B)  D  f&t  tangente  au  point  D  à  la  droite  AE,  on 
aurait 

ABxAC=ÂD. 
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£t  comme  on  a  par  hypothèse 

ABxAC=ADxAE, 
on  en  déduirait  At)=±:AG. 

PROPOSITION  XXXIII. 

THÉORÈME. 

fi^.  i3'».  Dans  tout  triangle  ABC ,  le  rectangle  des  deux  côtes 
AB,  AC,  est  égal  au  rectangle  cçrn pris  par  le  diamè^ 
tre  CE  du  cercle  circonscrit  et  la  perpendiculaire  tS^ 
abaissée  sur  le  troisième  côté  BC. 

Car,  en  joignant  AE,  les  triangles  ABD,  AEC,  sont  rec- 
tangles, Tun  en  D,  lautre  en  A  ;  de  plus,  l^hgle  B=E;  donc 
ces  triangles  sont  semblables ,  et  ils  donnent  la  proportion 
AB  :  CE  ::  AD:  AC;  d'où  résulte  ABx  ACr=CEx  AD. 

Corollaire.  Si  on  multiplie  ces  quantités  égales  par  la 

même  quantité  BC,  on  aura  AB  X  AC  X  BC=:CE  X  AD  x  BC. 

*6.  Or,  AD  X  BC  est  le  double  de  la  surface  du  triangle*  ;  donc 

le  produit  des  trois  côtés  J!un  triangle  est  égal  a  sa  surface 

multipliée  par  le  double  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Le  produit  de  trois  lignes  s'appelle  quelquefois  un  solide, 
par  une  raison  qu  on  verra  ci-après.  Sa  valeur  se  conçoit 
aisément,  en  imaginant  que  les  lignes  sont  réduite^  en  nom- 
bres, et  multipliant  les  nombres  dont  il  s'agit. 

Scolie,  On  peut  démontrer  aussi  que  la  surface  d*un 
triangle  est  égale  à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 
(ig.  87.  Car  les  triangles  AOB,  BOC,  AOC,qui  ont  leur  sommet 
commun  en  O,  ont  pour  hauteur  commune  le  rayon  du 
cercle  inscrit;  donc  la  somme  de  ces  triangles  sera  égale  à 
ta  somme  des  bases  AB,  BC,  AC,  multipliée  par  la  moitié 
du  rayon  OD;  donc  la  surface  du  triangle  ABC  est  égale 
à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 
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PROPOSITION  XXXIV. 

XHBORBME. 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD,  le  rectangle  fig.  i35. 
des  .deux  diagonules  AC,  BD,  est  égal  à  lu  somme 
iles  rectangles  des  côtés  opposés,  de  sorte  qu^on  a 
AC  X  BD=;AB  X  CD+ AD  x  BC. 

Prenez  l'arc  GO  =  AD,  et  tirez  BO  qui , rencontre  la  dia- 
gonale AC  enl. 

L'angle  ABD  =  CBI,  puisque  Tun  a  pour  mesure  la  moi- 
tié de  AD,  et  l'autre  la  moitié  de  CO  égal  à  AD.  L  angle 
ADB=trBCI,  parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même  seg- 
ment  AOB;  donc  le  triangle  ABD  est  semblable  au  trian- 
gle IBC,  eton  a  la  proportion  AD  :  CI  :  :  BD  :  BC  ;  d'où  résulte 
AD  X  BG-iiiCI  X  BD.  Je  dis  maintenant  que  le  triangle  ABI 
est  semblable  au  triangle  BDC;  car  l'arc  AD  étant  égal  à 
CO,  si  on  ajoute  de  part  et  d  autre  OD,  on  aura  l'arc  A0=: 
DC  ;  donc  l'angle  ABI = DBG  ;  de  plus,  l'angle  BAI  =BDC, 
parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même  segment  ;  donc  les 
triangles  ABI,  DBG,  sont  semblables,  et  les  côtés  homolo- 
gues donnent  la  proportion  AB  :  BD  :  :  AI  :CD,  d'où  résulte 
ABxGD=AIxBD. 

Ajoutant  les  deux  résultats  trouvés,  et  observant  que 
AlxBD-f-CIxBD=(AI+CI)xBD=ACxBD,on  aura 
APxBC+ABxCD=ACxBD, 

PROPOSITION  XXXV. 

THEOREME. 

Ij^s  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit  sont  entre 
elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui 
aLoutiJsent  à  leurs  extrémités. 

Le  quadrilatère  ABCD  est  décomposé  en  deux  triangles  fig.  i3j. 
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*33.  ABC,  AJ)G  par  la  diagonale  AG;  or,  en  désignant  par  R 
le  rayon  du  cercle  circonscrit ,  on  a*  : 

AB  X  BG  X  AC=4R  X  ABG,      * 
et 

AD  X  DC  X  AG=4R  X  ADC. 

Ajoutanti  il  vient  : 

AG  X  (AB  xBG+AD  X  DC) =4R  X  ABGD. 

Mais  si  Ton  décomposait  le  quadrilatère  en  triangles  par 
la  diagonale  BD ,  on  trouverait  de  même  : 

BD  X  (AB  X  AD+BG  x  DC)=  4R  x  ABCD, 

d'où 

ACx(ABxBG+ADxDC)=BDx(ABxAD+BCxDC), 
ce  qui  donne  la  proportion 

AC:BD::ABxAD4-BCxDC:ABxBC+ADxDC. 

Problèmes  relatifs  au  liçre  IIL 

FaOBLXn  PASMtSK. 

Owiser  une  ligne  droite  donnée  en  tant  de  parties 
égales  qu'on  voutlra,  ou  en  parties  proportionnelles  à 
des  lignes  données. 
fig.  c37.  1®  Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  cinq  parties 
égales;  par  Textrémité  A  on  mènera  la  droite  indéfinie  AG, 
et  prenant  AC  d'une  grandeur  quelconque,  on  portera  AG 
cinq  fois  sur  AG.  On  joindra  le  dernier  point  de  division  G 
et  l'extrémité  B  par  la  ligne  GB,  puis  on  mènera  CI  paral- 
lèle à  GB  ;  je  dis  que  AI  sera  la  cinquième  partie  de  la 
ligne  AB,  et  qu'ainsi  en  portant  AI  cinq  fois  sur  AB,  la 
ligne  AB  sera  divisée  en  cinq  parties  égales. 

Car^  puisque  CI  est  parallèle  à  GB,  les  côtétf  AG,  AB^ 
*  i6.  SQOt  coupés  proportionnellement  en  G  et  I  ^*  Mais  AC  est 
la  cinquième  partie  de  AG;  donc  AI  est  la  cinquième  par- 
tie de  AB. 
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ft""  Soit  proposé  de  diviser  1^  ligoe  AB  eu  parties  prô-  fig.  i38. 
portioanelles  aux  lignes  données  P,  Q,  R«  Par  Textrémité  A 
on  tirera  Tindéfinie  AG,  an  prendra  AC  =  P,  CD=Q, 
D£==sR,  on  joindra  les  extrémités  £  et  B^  et  par  les 
points  G,  D,  00  mènera  CI,  DK,  parallèles  à.£B;  je  dis 
que  la  ligne  AB  sera  divisée  en^ parties  AI,  IK,  RB^  pro- 
porttonneUes  aux  lignes  dopnées  P,  Q  ^  B^ 

Car^  à  cause  des  parallèles  CI,  DK,  EB,  les  parties  Al, 
IK y  KB,  sont  proportionnelles  aux  parties  AQ  CD,  DE *;*  i^- 
et  par  cofliatruclîon  celles-ci  sont  égales  aux  lignes,  don- 
nées P,  Q^  R. 


PEOBLBIIE   II. 


lYou^r  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  lignes 
données  A,  B,  C. 

Tirex  les  deux  lignes  indéfinies  DE,  DF,  sous  un  angle  fig.  i3g. 
quelconque.  Sur  DE  prenez  D A  =  A  et  DB  ==:  B ,  sur  DF 
prenez  DC  =  C,  joignez  AC,  et  par  le  point  B  menez^BX 
parallèle  à  AC;  je  dis  que  DX  sera  la  quatrième  propor- 
tionnelle demandée  :  car,  puisque  BX  est  parallèle  à  AC , 
on  a  la  proportion  DA:DB;:  DC:DX;  pr|  les  trois  pre- 
miers termes  de  cette  proportion  sont  égaux  aux  trois  li- 
gnes données;  donc  DX  est  la  quatrième  proportionnelle 
demandée. 

Corollaire.  On  trouvera  de  méitie  une  troisième  propor- 
tionnelle aux  deux  lignes  données  A,  B,  car  elle  sera  la 
même  que  la  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes 
A,  B,  B. 


PROBLEME  III. 


Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
^nes  données  A  ^  B# 
Sur  la  ligne  indéfinie  DF  prenez  D£  =  A,  et  £F=B;  fig.  140* 


^6  GBOM^TRIK. 

sur  la  ligne  totale  DF  comme  diamètre ,  décrivez  la  demi- 
cîrcoiïférence  DGF;  au  point  E  ëlevcz  sur  le  diamètre  la 
perpendiculaire  EG,  qui  rencontre  la  circonférence  en  G; 
je  dis  que  EG  sera  la  moyenne  proportionnelle  cherchée. 

Car  In  perpendiculaire  GE,  abaissée  d'trit  point  de  la 
circonférence  sur  le  diamètre ,  est  moyenne  proportion- 
•  25.  nelle  entre  les  deux  segments  du  diamètrë'DE,  EF  *:  or, 
ces  segments  sont  égaux  aux  lignes  données  A  et  fi. 

Deuxième  construction.  Prenez  DF=::A,  DE=:Bj  et 
décrivez  une  circonférence  sur  DF  comme  ctiamètre;  éle- 
vez EG  perpendiculaire  sur  DF,  et  joignez  le  point  G 
au  point  D  ;  la  ligne  GD  sera  moyenne  proportionnelle 
entre  A  et  B. 

Troisième  construction.  Prenez  OC  =i=  A,  OD  =  B;  par 

les  points  D  et  G  faites  paseer  une  circonférence  quelcpn- 

r,g.  i3a,  que,  et  par  le  point  O  menez  une  tangente  OA  à  cette 

circonférence;  la  ligne  OA  sera  moyenne  proportionnelle 

entre  A  et  B. 


PROBLEME  IV. 


Par  lui  point  donné  A  dans  l'angle  donné  BCD  , 
tirer,  la  ligne  Bt)  de  manière  que  les  parties  AB ,  AU  , 
comprises  entre  le  point  k  et  les  deux  côtés  de  t  angle  y 


soient  égales 


lig.  i4a.  Par  le  point  A  menez  AE  parallèle  à  CD,  prenez  BE=CE, 
et  par  les  points  B,  et  A  tirez  BAD,  qui  sera  la  ligne 
demandée. 

Car,  AE  étant  parallèle  à  CD,  on  a  B£:EC::BA:AD; 

H'  U3.  or  BE  =  EC  ;  donc  BA  =  AD. 


raOBLBME  V. 


Faire  un  carré  équivalent  à  un  pamllélogfumnke  ou 


a  un  triangle  donné;' 
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I**  Soient  AB  la  base  du  patalliélogramme  donné,  DE  sa  0g.  144. 
hauteur,  et  X  le  côté  du  carré  clierché;  on  doit  avoir  ; 

X'  =  ABxDE 

ou  AB:X::Î:DE. 

Le  côté  X  est  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre 
AB  et  DE. 

a*"  On  verrait  de  la  même  manière  que  le  côté  du  carré  cg.  145. 
équivalent  à  un  triangle  donné ,  est  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  base  du  triangle  et  la  moitié  de  la  hauteur. 

PROBLÈMB  VI. 

Faire  sur  la  ligne  AD  uii  rectangle  ADEX  équivu" 
lent  au  rectangle  donné  ÂBFC. 

Soît  AX  la  hauteur  inconnue  du  rectangle  ADEX; 
puisque  les  deux  rectangles  doivent  être  équivalents ,  on 
a  1  égalité  AD  X  AX  =  AB  X  AC ,  ce  qui  donne  la  propor- 
tion AD  :  AB  ::  AC:AX. 

Ija  ligne  cherchée  AX  est  donc  une  quatrième  propor-* 
tionnelle  aux  trois  lignes  AD,  AB,  AC. 

P&OBLBMB  VII. 

Trouver  deux  dwites  qui  soient  dans  le  même  rap^ 
port  que  les  surfaces  de  deux  rectangles  donnés. 

Soient  A,  B  les  dimensions  du  premier  rectangle; 
C,  D,  les  dimensions  du  second. 

L'une  des  deux  lignes  cherchées  peut  être  choisie  arbi- 
trairement; nous  la  prendrons  égale  à  A,  et  soit  X  la  se** 
conde  ligne.  On  doit  avoir  d'après  Ténoncé  : 

AxB:CxD::A;X, 
,,  ,  ^       CxDxA       CxD 


9^  GÉOMKnUE» 

La  ligne  eberoh^  X  sera  donc  un^  quatrième  propor- 
tiofinelle  aux  trois  lignes  B,  G,  D. 


Pl^OBLÇMB  yiij. 

fig.  146.      Faire  un  triangle  équivalent  h  un  polygcimt  donné. 

Soit  ABCDE  le  polygone  donné.  Tirez  d  abord  la  dia- 
gonale CE  y  qui  retranche  le  triangle  CDE;  par  le  point  D 
menez  DF  parallèle  À  CE  jusqu'à  la  rencontre  de  AE  pro- 
longe^ joignez  GF,  et  le  polygone  ABGDE  sera  équivalent 
au  polygone  ABCF  qui  a  un  côté  de  moins. 

Car  les  triangles  CDE,  CFE,  ont  la  base  commune  CE; 
ils  ont  aussi  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  D,  F, 
sont  situés  sur  une  ligne  DF  parallèle  à  la  base  ;  donc  ces 
triangles  sont  équivalents.  Ajoutant  de  parc  et  d'autre  la 
figure  ABGE ,  on  aura  d'un  côté  le  polygone  ABGDE ,  et 
de  l'autre  le  polygone  ABCF,  qui  seront  équivalents. 

On  peut  pareillement  retrancher  l'angle  B  en  substituant 
au  triangle  ABC  le  triangle  équivalent  AGG,  et  ainsi  le  pen- 
tagone ABDE  swa  changé  en  un  triangle  équivalent  GGF. 

Le  même  procédé  s'appliquera  à  toute  autre  figure; car 
en  diminuant  d'un  à  chaque  fois  le  nombre  des  côtés ,  on 
finira  par  tomber  sur  le  triangle  équivalent. 

Scolie,  On  a  déjà  vu  que  tout  triangle  peut  être  changé 

*pr.5.  en  un  carré  équivalent^,  ainsi  on  trouvera  toujours  un 

carré  équivalent  à  une  figure  rectiligne  donnée;  c'est  ce 

qu'on  appelle  carrer  la  figure  rectiligne ,  ou  en  trouver  la 

quadrature.   , 

Le  problème  de  la  quadrtUure  du  cercle  consiste  à  trouver 
un  carré  équivalent  à  un  cercle  dont  le  diamètre  est  donnée 

PROBLÈME  IX. 

Faire  un  carré  qui  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  dif- 
férence de  deux  carrés  donnés. 
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Soient  A  et  B  les  côtés  des  carrés  donnés  : 

1°  S'il  faut  trouver  un  carré  égal  à  la  somme  de  ces  car-  fig.  147. 
rés;  tirez  les  deux  lignes  indéfinies  ED,  EF,  à  angle  droit;' 
prenez  ED=:A   et  EG  =  B,  joignez  DG,  et  DÇ  sera  le 
côté  du  carré  cherclié. 

Car  le  triangle  DEG  étant  rectangle,  le  carré  fait  sur  DO 
est  égal  à  la  6omme,des  carrés  faits  sur  ED  et  EG. 

2°  S'il  faut  trouver  un  carré  égal  à  la  différence  des  car« 
rés  donnés ,  formez  de  même  Tangle  droit  FEH,  prenez  GE 
égal  a\i  plus  petit  des  côtés  A  et  B  ;  du  point  G ,  comme 
centre,  et  d*uii  rayon  GH  égal  à  Tautre  côté,  décrivez  un 
arc  qui  coupe  EH  en  H;  je  dis  qioLe  k  carré  fait  sur  EH 
sera  égal  à  k  différence  des  carrés  faits  sur  les  lignes.  A  ec  B. 

Car  le  triangle  GEH  est  rectangle^  Th  jpoténuse  GH  =5  A, 
et  le  coté  GE  :=i  B;  donc  le  carré  fait  sur  Fil.^  etc.   . 

Scolie.  On  peut  trouver  ainsi  un  carré  égal  à  la  somme 
de  tant  de  carrés  quon  voudra;  icar  la  iconstruction  quii 
en  réduit  deux  à  un  seul ,  en  réduira  trois  à  deux,  et 
ces  deux-ci  à  un,  ainsi  des  autres.  Il  en  serait  de  niéqie 
si  qn^ues-vns  des  carrés  devaient  être  soustraits  de  la 
somme  des  autres.  <    < 

Con^iXHire  u^çi^rH  qui  soif  iiu  catré  donné  A^CD,  fig.  i5o. 
comme  la  ligne  M  est  à  la  lignée  N. 

Sur  la  ligne  indéfinie  EG,  prenez  EF==M,  et  FG=N; 
sur  ^G,  cQ.pmi^  diamètre,  décrivez  une  deminciccoiTifé- 
rence,  et  ai^  point  F  élevez  sur  le  diamètre  la  pe^endicu- . 
laire  plI.^Dj^  poii^  U  mi^^  les  cordas  QG,  HE,  que  vous 
proloi]|ge|*ez  indéfiniiç^nt  :  spr  la  première  prenez  ^K 
égale  au  côté  AB  du  carré  doni^^é,  et  par  le  point  K.  me- 
nez Kl  parallèle  à  EG;  je  dis  que  HI  sera  le  côté  du  carré 
cherché. 

Gar,àcaused^spaf;allples]S:i,QE,o|ni«0I-HK::HE:HG; 

7. 


lOO  GÉOMÉTRIE. 

donc  HIiHK::  HE: HG:  mais  dans  le  triangle  rectangle 

♦ît.  EHG*,  le  carré  de  HE  est  au  carré  de  ilG  comme  le 

segment  EF  est  au  segment  FG,  ou  comme  M  est  à  N  ; 

donc  ¥l:HK::M:N.  Mais  HK  =  AB;  donc  le  carré  fait 
sur  HI  est  au  carré  fait  sur  AB  comme  M  est  à  N. 

PROBLEMJB   XI. 

fi«.  129.  Sur  le  côté  FG ,  homologue  à  AB ,  décrire  un  poly- 
gone  semblable  iiu polygone  donné  kACHE. 

Dans  le  polygone  donné  tirez  les  diagonales  AC,  AD  : 
au  point  F  faites  Vangle  GFH=BAG,  et  au  point  G  Tan- 
gle  FGH=:ABC;  les  lignes  FH,  GH,  se  couperont  en  H, 
et  FGH  sera  un  triangle  semblable  à  ABC  :  de  même  sur 
FH,  homologue  à  AC,  construisez  le  triangle  FIH  sembla* 
ble  à  ADC,  et  sur  FI,  homologue  à  AD^  construisez  le 
triangle  FIK,  semblable  à  ADE.  Le  polygone  FGHIK  sera 
le  polygone  demandé,  semblable  à  ABGDE* 

Car  ces  deux  polygones  sont  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement  placés. 

PROBLEME  Xlf» 

Deux  figures  semblables  étant  données  ^  construire 
une  figure  semblable  qui  soit  égale  à  leur  somme  ou  à 
leur  différence. 

Soient  P  et  Q  les  surfaces  des  polygones  donnés  ;  A  et 
B  deux  côtés  homologues  de  ces  polygones;  soit  X  la  sur- 
face du  polygone  cherché,  x  le  côté  homologue  à  A  et  B. 

Les  polygones  semblables  étant  comme  les  carrés  des 
côtés  homologues,  on  aura: 

P:  Q  :  :  A":B', 
doù  P  :  P  +  Q  :  :  A'  :  A»+  h\ 


i 

LIVHK   III.  ICI 

On  aura  aussi  P  :  X  :  :  A*  :  ^  ; 

et  comme  X:=:P+Q,  les  deux  dernières  proportions  ont 
les  trois  premiers  termes  communs,  donc  j;'=A'  +  B*, 

Ainsi  le  côté  x  est  Thypoténuse  d'un  triangle  rectan- 
gle, dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  A  et  B. 

Connaissant  le  côté  x,  la  question  est  ramenée  au  pro- 
blème précédent. 

Si  le  polygone  X  devait  être  égal  à  P— Q ,  on  aurait 
encore  les  proportions  : 

P  :  Q  :  :  A*  :  B% 

d'où  P  :  P— Q  ::  A»:  A'— F. 

On  a  d'ailleurs  P  :  X  :  :  A*  :  a?*, 

doù  Ton  conclut  x'=A*— B*. 

PROBLBll£   XIII. 

Construire  une  figure  semblable  à  une  figure  donnée, 
et  qui  soit  à  cette  figure  dans  le  rapport  de  M  à  H. 

Soit  P  la  surface  de  la  figure  donnée,  A  Fun  de  ses  cô- 
tés; soit  encore  X  la  surface  de  la  figure  cherchée,  x  le 
côté  homologue  de  A. 

On  aura  d'après  l'énoncé  du  problème  : 

X  :  P  :  :  m  :  n. 
El  à  cause  de  la  similitude  des  polygones: 

A.  l    ET    l    l  X^  l  A     y 

d'où  x*:A*::m:n. 

On  trouvera  donc  le  côté  x  par  le  problème  X. 

PROBLBMB   XIV. 

Construire  une  figure  semblable  à  la  figure  P  et 
équii^alente  à  la  figure  Q. 


•lO^  G^OJtffiTHIE. 

Soient  A  un  côté  du  polygone  P,el  a;  le  cpta  homo- 
logue de  la  figure  cherchée  X. 

On  aura,  à  cause  de  la  similitude  des  polygones  : 

Et  comme  X  doit  être  équivalent  à  Q , 
P  :  Q  :  :  A*  :  a:*. 

Si  Ton  cherche  deux  carrés  M%  N',  équivalents  à  P  et  à 
Q,  on  aura 

M*:N*::  A*:a:*, 
d'où  M  :  N  :  :  A  :  0?. 

La  ligne  x  sera  donc  une  quatrièitie  proportionnelle  aux 
trois  lignes  M,  N,  A. 

PEOBLÈMB  XV. 

Construire  un  rectangle  éqmfalent  a  un  carré  doruié 
C  y  et  dont  les  côtés  adjacents  fassent  une  somme 
donnée  AB. 
fig.  i5a.  ^"i*  AB,  comme  diamètre,  décrivez  une  denii-circonfé- 
rénce,  menez  parallèlement  au  diamètre  la  ligne  ED  à  une 
distance  AD  égale  au  côté  du  carré  dotiné  G.  Du  point  E, 
où  la  parallèle  coupe  la  circonférence,  abaissez  sur  le  dia- 
mètre la  perpendiculaire  EF;  je  dis  que  AF  et  Ffi  seront 
les  côtés  du  rectangle  cherché.    . 

Car  leur  somme   est   égale   à  AB;  et  leur  rectangle 
*2ô.  AFxFB  est  égal  au  carré  de  EF*,  ou  au  carré  de  AD; 
donc  ce  rectangle  est  équivalent  au  carré  donné  C. 

Scolie.  Il  faut,  pour  qUe  le  problème  soit  possible,  que 
la  distance  AD  n  excède  pas  le  rayon ^  c'est-à-dir^  que  le 
coté  du  carré  C  n'excède  pas  la  moitié  de  la  ligne  AB. 
• 

PROBLÈME   XVI. 

fig.  i53.      Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  C , 
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e^  dont  les  côtés  adjacents  aient  entre  eux  la  diffé- 
rence  donnée  AB. 

Sur  la  ligne  donnée  AB,  comme  diamètre,  décrivez  une 
circonférence;  à  Textrémité  du  diatttètre,  nienez  la  tan- 
gente AD  égale  au  côté  du  carré  G:  par  le  poin(  D  et  le  cen- 
tre O  tirez  la  i^ante  DE  ;  je  dis  que  1}E  et  l3F  seront  les 
côtés  adjacents  du  rectangle  demandé. 

Car  I®  la  différence  de  ces  côtés  est  égale  au  diamètre 
£F  ou  AB;  2*"  le  rectangle  DExDFest  égal  à  AD* j  donc  ♦3i. 
ce  rectangle  sera  équivalent  au  carré  donné  G. 

pHoaiiAnB  Xfti. 

Diviser  une  ligne  AB  en  moyenne  et  extrême  ration , 
cesi'CHlire  en  deux  parties  telles  que  la  plus  grande 
soit  mo/etme proportionnelle  entre  la  ligne  entière  et 
t autre  partie. 

Soit  F  le  point  de  division  cherché,  on  aura  fig.  141. 

AB:AF::AF:FB,' 
doù  AB  + AF:  AB:  :  AF  +  FB  ou  AB:  AF. 

On  tire  de  là       (AB  +  AF)  X  AF=AB' 

Ainsi  les  deux  lignes  AB+ AF  et  AF  (  AF  est  l'inconnue 
de  la  question)  ont  entre  elles  une  différence  donnée  AB; 
et  leur  rectangle  est  égal  à  AB;  on  pourra  donc  les  trou- 
ver par  le  problème  précédent.  De  là  la  construction  sui- 
vante : 

Elevez  à  l'extrémité  B  de  la  ligné  AB,  la  perpendicu- 
laire BC  égale  à  la  moitié  de  AB;  du  point  G  comme  cen- 
tre et  du  rayon  CB,  décrivez  une  circonférence,  et  tirez 
ACE  j  les  lignes  A£)  AD,  sont  les  lignes  cheiohées;  car  leur 
différence  DE=:  AB,  et  Ton  a  : 

ÂB  =  AExAD. 


Io4  G^OMETKIE. 

La  plus  petite  de  ces  lignes  AD  représentera  le  segment 
AF,  et  devra  être  portée  sur  AB,  en  décrivant  un  arc  de 
cercle  du  point  A  comme  centre^  avec  AD  comme  rayon. 

Scolie.  Soit  AB=a,  on  a  AF  =  AD  =  AC— CD. 

Or    AC=l/ÂB  +  BC=v/«'  +  ^=\/5fî  =  ?|/5 

CD  =  -, 
a 


doncAF=?k:5-^=^x(ï^-.). 


PROBI«SMB   XVUI. 


Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points 
A  ^/  B ,  et  qui  soit  tangente  à  une  droite  donnée  MM'. 


Supposons  le  problème  résolu^  et  soit  ABM  la  circonfé- 
rence cherchée  ;  prolongez  AB  jusqu'en  T  ;  on  sait  que  la 
tangente  TM  est  moyenne  proportionnelle  entre  TA  et 
TB, 

On  obtiendra  donc  la  position  du  point  M  en  construi- 
sant la  moyenne  proportionnelle  entre  TA  et  TB;  et  la 
portant  sur  la  ligne  donnée  à  partir  du  point  T  ;  connais- 
sant le  point  M,  on  aura  facilement  le  centre  du  cercle. 

La  distance  TM  peut  être  portée  de  part  et  d'autre  du 
point  T  ;  d'où  l'on  conclut  qu'en  général  le  problème  ad- 
met deux  solutions. 
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PROBLÈME   XIX. 

Décrire  un  cercle  qui  passe  par  deux  points  k  elB, 
et  qui  soit  tangent  à  un  autre  cercle  donné  CMM'. 


Supposons  le  problème  résolu;  et  soit  AMB  le  cercle  de- 
mandé; menons  la  tangente  commune  MD  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  sécante  AB;  enfin  menons  par  le  point  D  la 
sécante  DEF  au  cercle  C. 

On  aura  DM=DBxDA, 

et  DM=DFxDE, 

^  doù  DF  X  DE=DB  X  DA. 

:  Il  résulte  de  cette  dernière  égalité  que  la  circonférence 

I  qui  passé  par  les  points  B,  A^  E,  passera  par  le  point  F  ; 

d  ailleurs  la  sécante  DEF  étant  menée  arbitrairement  par  le 

^  point  D,  le  point  £  est  quelconque  sur  la  circonférence  G> 

on  déduit  de  là  la  construction  suivante  : 

Par  les  points  B  et  A  faites  passer  une  circonférence  qui 

I  coupera  le  cercle  C  en  deux  points  E et  F;  tirez  les  droites 

AB,  £F  qui  se  rencontreront  en  un  point  D  appartenant  à 
la  tangente  commune.  Enfin,  menez  par  le  point  D  une 
tangente  DM  au  cercle  C,  le  point  M  sera  le  point  de  con- 
'  tact  des  deux  circonférences;  et  il  sera  facile  d  achever  la 
construction. 

Gomme  on  peut  mener  par  le  point  D  une  seconde  tan- 
gente DM^  au  cercle  G,  il  en  résulte  une  seconde  solution 
du  problème. 
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LIVRE  IV. 

LES  POLYGONES  RÉGULIERS  ET  LA  MESURE  DU  CERCLE. 

DBPIIIITION. 

Un  polygone  qui  est  à  la  fois  équiangle  et  ëquiiatéral, 
s'appelle  polygone  régulier, 

11  y  a  des  polygones  réguliers  de  tout  nombre  de  côtés. 
Le  triangle  équilatéral  est  celui  de  trois  côtés  ;  et  le  carré, 
celui  de  quatre. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THÉORBMB. 

Deux  polygones  réguliers  dun  mène  nombie  de 
côtés  sont  deux  figures  semblables, 

6g.  i55.  Soient,  par  exemple,  les  deux  hexagones  réguliers 
ABCDEF,  abcdef:^  la  somme  des  angles  est  la  même, 
dans  Tune  et  dans  lantre  figure;  elle  est  égale  à  huit  angles 

*  3oi  droits  *.  L*atigle  A  est  la  sixième  partie  de  cette  somme 
aussi  bien  que  Tangle  a  ;  donc  les  deux  angles  A  et  a  sont 
égaux;  il  en  est  par  conséquent  de  même  des  angles  B  et  A, 
des  angles  G  et  c ,  etc. 

De  plus ,  puisque  par  la  nature  de  ces  polygones  les 
côtés  ABjBC,  CD,  etc.,  sont  égaux,  ainsi  que  ûA,  bc^ 
cdy  etc.,  il  est  clair  qu*on  a  les  proportions  AB:a&::BC 
:^::GD:c/i,  etc.;  donc  les  deux  figures  dont  il  *5*agit  ont 
les  angles  égaux  et  les  côtés  homologues  proportionnels; 
donc  elles  sont  semblables* 
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Corollaire,  Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers 
d'un  tnèihe  nombre  de  eôtés  sont  entre  eux  comnië  les 
côtés  homologues  9  et  leurs  surfaces  sont  comme  les 
carrîéà  de  ces  mêmes  côtés. 

Seolie^  L'angle  d'un  polygone  régulier  se  détenfiihk 
par  le  nombre  de  ses  cotés  comme  celui  d'un  polygonb 
éqUiangle. 

PROPOSITION  IL 

THÉORÈMB. 

Toui  polygone  régulier  peut  être  in^rit  dans  le 
cercle^  et  peut  lui  être  circonscrit. 

Soit  ABGDE,  etc.,  le  polygone  dont  il  s'agit,  itna^neï  ^^  155, 
qu'on  fasse  passer  une  circonférence  par  tes  troiè  poiitls 
A,B,  C;  soit  O  son  centre,  et   OP  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  le  milieu  du  côté  BG  ;  joigne!2  AO  et  OD. 

Le  quadrilatère  OPGD  et  le  quadrilatère  OPBA  peuvent 
être  superposés  :  en  effet  le  côté  OP  est  commun ,  l'ahgle 
OPC  =  OPB,  puisqu'ils  sont  droits;  donc  lé  côté  PC  s'ap- 
pliquera sur  son  égal  PB,  et  le  point  C  tombera  en  B.  De 
plus,  par  la  nature  du  polygone,  )*angle  PCD=:PBA, 
donc  CD  prendra  la  direction  B  A ,  et  puisque  CD  =  BA , 
le  point  D  tombera  en  A,  et  les  d^ux  quadrilatères  coïn- 
cideront entièrement  l'un  avec  l'autre.  La  distance  OD  est 
donc  égalé  à  AO^  et  par  conséquent  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  A,  B,  G,  passera  aussi  par  le 
point  D  :  mars,  parul^  raisonnement  Semblable,  on  prou- 
vera que  U  circoniërence  qui  passe  par  les  trois  sommets 
B,  C^  D,  passera  par  le  sommet  suivant  £,  et  ainsi  de 
suite;  donc  la  même  circonférence  qui  passe  par  les  points 
A,  B,  C,  passe  par  tous  les  sommets  des  angles  du  poly- 
gone, et  le  polygone  est  inscrit  dans  cette  circonférence. 

En  second  lieu,  par  rapport  à  cette  circonférence,  tous 
les  côtés  AB,BC,  CD,  etc.,  sont  des  cordes  égales;  elles 
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«8,  X  sont  donc  également  éloignées  du  centre  ^j  donc  si  du 
point  O,  comme  centre,  et  du  rayon  OP,  on  décrit  une 
circonférence,  cette  circonférence  touchera  le  coté  BG  et 
tous  les  autres  côtés  du  polygone,  chacun  dans  son  milieu, 
et  la  circonférence  sera  inscrite  dans  le  polygone,  ou  le 
polygone  circonscrit  à  la  circonférence. 

Scolie  I.  Le  point  O,  centre  commun  du  cercle  inscrit 
et  du  cercle  circonscrit ,  peut  être  regardé  aussi  comme  le 
centre  du  polygone,  et  par  cette  raison  on  appelle  angle 
au  centre^  langle  AOB  formé  par  les  deux  rayons  menés 
aux  extrémités  d*un  même  côté  AB. 

Puisque  toutes  les  cordes  AB,  BG,  etc.,  sont  égales ,  il 
est  clair  que  tous  les  angles  au  centre  sont  égaux,  et  qu  ainsi 
la  valeur  de  chacun  se  trouve  en  divisant  quatre  angles 
droits  par  le  nombre  des  côtés  du  polygone.  " 

Scolie  II.  Pour  inscrire  un  polygone  régulier  d'uu  cer- 
tain nombre  de  côtés  dans  une  circonférence  donnée,  il  ne 
s'agit  que  de  diviser  la  circonférence  en  autant  de  parties 
égales  que  le  polygone  doit  avoir  de  côtés  ;  car,  les  arcs 
fig.  i58.  étant  égaux,  les  cordes  AB,  BG,  GD,  etc.,  seront  égales; 
les  triangles  ABO,BOG,  GOD,  etc.,  seront  égaux  aussi, 
parce  qu'ils  sont  équilatéraux  entre  eux;  donc  tous  les 
angles  ABG,  BGD^  GDE,  etc.,  seront  égaux;  donc  la  figure 
ABGDE ,  etc.,  sera  un  polygone  régulier. 

Scolie  III.  Si  dans  un  arc  on  inscrit  une  suite  de  cordes 
égales,  la  figure  ainsi  formée  est  appelée  portion  de  poly- 
gone régulier.  Gette  portion  a  les  propriétés  principales 
des  polygones  réguliers,  elle  a  les  angles  égaux,  elle  est  à 
la  fois  inscriptible  et  circonscriptible  au  cercle  ;  cependant 
elle  ne  ferait  partie  d'un  polygone  régulier  proprement  dit, 
qu'autant  que  Tare  sous-tendu  par  un  de  ses  côtés  serait 
une  partie  aliquote  de  la  circonférence. 
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PROPOSITION  III. 

PROBLEMB. 

Inscrire  un  carré  dans  une  circonférence  donnée,    gg.  xS^i 
Tirez  deux  diamètres  AC,  BD,  qui  se  coupent  à  angles 

droits  ;  joignez  les  extrémités  A^  B,  G,  D,  et  la  figure  ABCD 

sera  le  carré  inscrit  :  car  les  angles  .  AOB ,  BOC ,  etc.,  étant 

égaux ,  les  cordes  AB ,  BG,  etc.,  sont  égales. 

Scolie,  Le  triangle  BOC  étant  rectangle  et  isocèle ,  on  a^  *  i,  3, 

BC:BO::  1/^2:1  ;  donc  le  côté  du  carré  inscrit  est  au  rayon 

comme  la  racine  carrée  de  2  est  à  Vanité. 

PROPOSITION  IV. 

PROBLEME. 

Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  triangle  équi- 
latéral  dans  une  circonférence  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AB  un  coté  de  £g.  i58. 
Vhexagone  inscrit;  si  on  mène  les  rayons  AO,  OB,  je  dis  que 
le  triangle  AOB  sera  éqiiilatéral. 

Gar  Fangle  AOB  est  la  sixième  partie  de  quatre  angles 
droits  ;  ainsi  en  prenant  l'angle  droit  pour  unité ,  on  aura 
AOB=|==:|:  les  deux  autres  angles  ABO ,  BAO,  du 
même  triangle  valent  ensemble  2 — |  ou  ^,  et  comme  ils 
sont  égaux  y  chacun  d'eux  =|;  donc  le  triangle  ABO  est 
équilatéral;  donc  le  côté  de  l'hexagone  inscrit  est  égal  au 
rajon. 

Il  suit  de  là  que  pour  inscrire  un  hexagone  régulier  dans 
une  circonférence  donnée ,  il  faut  porter  le  rayon  six  fois 
sur  la  circonférence ,  ce  qui  ramènera  au  même  point  d  où 
on  était  parti . 

L'hexagone  ABCDEF  éunt  inscrit,  si  l'on  joint  les 
sommets  des  angles  alternativement,  on  formera  le  triangle 
équilatéral  AGE. 
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Scolie.  La  figure  ABCO  est  un  parallélogramme  et  même 
♦i5,3.    un  losange,   puisque   AB  =  BC=cCOt=AO;    donc*  la 

somme  des  carrés  des  diagonales  AC  +  BO,  est  égale  à  la 

somme  des  carrés  des  côtés,  laquelle  est  4  AB  ou  4  BO 

retranchant  de  part  et  d'autre  BO,'  il  restera  ÂC=;3  BÔ 

doncÂc':BO*;;3;  i,ouAG:BO::|/3:  i;  Aono  U  côté 
du  triangle  équilatéral  est  cm  rayon  comme  la  racine  carrée 
de  3  est  à  F  unité. 

PROPOSITION  V. 

PROBLEME. 

Inscrire  un  décagone  régulier  duns  un  cercle. 
fig-  '-^       Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AB  un  côté   du 
décagone  inscrit ;rangle  au  centre  AOB  est  égal  à  —ou  ^; 
la  somme  des  angles  OBA ,  OAB  est  donc  égale  à  2**  — ^  | 
ou  |,  et  par  conséquent  chacun  d'eux  vaut  ^. 

Menons  la  bissectrice  BM  de  l'angle  OBA;  le  triangle 
MOB  est  isocèle,  puisque  les  angles  MOB,  OBM  valent 
chacun  1^;  et  l'on  a  OM=MB.  Le  triangle  BAM  est  aussi 
isocèle;  car  l'angle  MBA  étant  égal  à  |,  et  langle  BAM  à  ^ , 
le  troisième  angle  AMB  vaut  nécessairement  ^. 

Ainsi,  AB=BM=MO. 

Enfin  on  a*         BO  :  BA  :  :  MO:AM, 

ou  biep  AO  :  O  M  :  :  OM  :  AM. 

On  voit  donc  que  le  rayon  AO  est  divisé  au  point  M  en 
moyenne  et  extrême  raison  ,  et  que  le  plus  grand  segment 
OM  est  égal  au  côté  du  décagone  inscrit. 

Remarque.  Le  côté  du  décagone  inscrit  dans  un  cercle 
dont  le  rayon  est  R,  est  égal  à 

R(t/s— i) 
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Corollaire  L  3i  on  joint  de  deux  en  deux  les  sommets 
du  décagone  régulier,  pn  formera  le  penta|;qn^  régulier 
ACEGI. 

Corollaire  II,  AB  étant  toujours  le  côté  du  décagone ,' 
soit  AL  le  côté  de  Thexagone;  alors  Tare  B(j  sera^  par 
rapport  à  la  circonférence,  ^—-jq  ou -j^;  donc  la  corde 
BL  sera  le  côté  c)u  pentédécagonç  qu  polygone  régulier 
de  i5  côtés.  Qp  voit  en  même  temps  que  Tare  CL  est  le 
tiers  de  CB. 

Scolie.  Un  polygone  régulier  étant  inscrit ,  si  on  divise 
les  arcs  sous- tendus  par  ses  côtés  en  deux  parties  éga- 
les, et  quon  tire  les  cordes  des  demi -arcs,  celles-ci  for- 
meront un  nouveau  polygone  régulier  d'un  nombre  de 
cotés  double  :  ainsi  on  voit  que  le  carré  peut  servir  à  ins- 
crire successivement  les  polygones  réguliers  de  8,  16, 
3a,  etc.,  côtés.  De  même  Thexagone  servira  à  inscrire  les 
polygones  réguliers  de  la  ,  24»  4^)  etc.,  côtés;  le  déca- 
gone ,  Les  polygones  de  20,  4o,  80,  etc.,  côtés  ;  le  pentedé- 
cagone,  des  polygones  de  3o,  60,  lao,  etc.,  côtés  (i). 

PBOPosrrioN  vi. 

PR0BI.E4IE. 

Étant  donné  le  polygone  régulier  inscrit  ABCD,  etc.y  gg  ,60. 
circonscrire  à  ta  même  circonférence   un  polygone 
semblable. 

Au  point  T,  milieu  de  Tare  AB,  menez  la  tangente  GH , 
qui  sera  parallèle  à  AB*;  faîtes  la  même  chose  au  milieu   *io,9. 
de  chacun  des  autres  arcs  BC,  CD,  etc.,  ces  tangentes 

(i)  On  a  cm  longtemp»  qnp  ees  polygones  éttilont  les  seub  qai  passeat  être 
inscrits  par  les  procédés  de  la  géométrie  élémeo  taire ,  oo^  ce  qui  reri«Bt  au 
même,  par  la  résolution  des  équations  do  premier  et  du  second  degré  :  mais 
M.  Ganss  a  prouvé,  dans  un  ouvrage  intitulé  DUquisUionês  Anihmetiete,  lÀpsùe, 
180X,  qo*on  peut  inscrire  par  de  semblables  moyens  le  polygone  régulier  de  dix* 
sept  c6tés,  et  en  général  celui  de  a"-f-i  côtés ,  pourvu  que  a"-f>i  soit  un  nom- 
bre preiDier» 
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formeront,  par  leurs  intersections,  le  polygone  régulier 
circonscrit  6HIK,  etc.,  semblable  au  polygone  inscrit. 

Il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  les  trois  points  O,  B ,  H , 
sont  en  ligne  droite ,  car  les  triangles  rectangles  OTH , 
OHN,  ont  l'hypoténuse  commune  OH,  et  le  côté  OT = ON  ; 
*i9,i.  donc  ils  sont  égaux*  ;  donc  l'angle TOH  =  HON,  et  par 
conséquent  la  ligne  OH  passe  par  le  point  B,  milieu  de 
l'arc  TN  :  par  la  même  raison  le  point  I  est  sur  le  prolon- 
gement de  OC ,  etc.  Mais ,  puisque  GH  est  parallèle  à  AB , 
et  HI  à  BC,  l'angle  GHI  =  ABC  ;  de  même  HIK  =BCD,  etc.  ; 
donc  les  angles  du  polygone  circonscrit  sont  égaux  à  ceux 
du  polygone  inscrit.  De  plus,  à  cause  de  ces  mêmes  pa- 
rallèles, on  a  GH:  AB::  OH:  OB,  etHI  :  BC  :  :  OH  :  OB; 
donc  GH  :  AB  :  :  HI  :  BC.  Mais  AB=BC,  donc  6H=HI. 
Par  la  même  raison,  HI=IK,  etc.  ;  donc  les  côtés  du  po- 
lygone circonscrit  sont  égaux  entre  eux  ;  donc  ce  polygone 
est  régulier  et  semblable  au  polygone  inscrit. 

Corollcdre  I.  Réciproquement ,  si  on  donnait  le  poly- 
gone circonscrit  GHIK,  etc.,  et  qu'il  fallût  tracer  par  son 
moyen  le  polygone  inscrit  ABC,  etc.,. on  voit  qu'il  suffirait 
de  mener  aux  sommets  G,  H,  I,  etc.,  du  polygone  donné 
les  lignes  OG,  OH,  etc. ,  qui  rencontreraient  la  circonfé- 
rence aux  points  A,  B,  C,  etc.;  on  joindrait  ensuite  ces 
points  par  les  cordes  AB,  BC,  etc.,  qui  formeraient  le  po- 
lygone inscrit.  On  pourrait  aussi,  dans  le  même  cas,  join- 
dre tout  simplement  les  points  de  contact,  T,  N,  P,  etc., 
par  les  cordes  TN,  NP,  etc.,  ce  qui  formerait  également 
un  polygone  inscrit  semblable  au  circonscrÎL 

Corollaire  II.  Donc  on  peut  circonscrire  à  un  cercle 
donné  tous  les  polygones  réguliers  qu'on  sait  inscrire  dans 
ce  cercle,  et  réciproquement. 
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PROPOSITION  VII. 

THÉOISME. 

Voire  d*un  polygone  régulier  est  égale  à  sonpéri-^ 
mètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 

Soit ,  par  exemple ,  le  polygone  régulier  6HIK ,  etc. ,  le  fig.  i6o. 
triangle  GOH  a  pour  mesure  6Hx|0T,  le  triangle  OHI 
a  pour  mesure  HIx|ON  :  mais  ON=:OT;  donc  les  deux 
triangles  réunis  ont  pour  mesure  (  GH  +  HI  )  x  |  OT.  En 
continuant  ainsi  pour  les  autres  triangles,  on  verra  que 
la  sonune  de  tous  les  triangles,  ou  le  polygone  entier,  a 
pour  mesure  la  somme  des  bases  GH,  HI,  IK ,  etc.,  ou  le 
périmètre  du  polygone,  multiplié  par  ^  OT,  moitié  du  rayon 
du  cercle  inscrit. 

Scolie,  Le  rayon  du  cercle  inscrit  OT  n  est  autre  chose 
que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  un  des  co- 
tés; on  l'appelle  quelquefois  Y  apothème  du  polygone. 

PROPOSITION  VIII. 

THÉOBBME. 

Les  périmètres  des  polygones  réguliers  d'un  même 
nombre  de  côtés  sont  comme  les  rayons  des  cercles 
circonscrits,  et  aussi  comme  les  rayons  des  cercles 
inscrits;  leurs  surfaces  sont  comme  les  carrés  de  ces 
mêmes  rayons. 

Soit  AB  un  côté  de  Uun  des  polygones  dont  il  s'agit,  fig.  i6r. 
O  son  centre,  et  par  conséquent  OA  le  rayon  du  cercle 
circonscrit ,  et  OD ,  perpendiculaire  sur  AB ,  le  rayon  du 
cercle  inscrit  ;  soit  pareillement  ab  le  côté  d'un  autre  po- 
lygone semblable,  o  son  centre,  oa  et  od  les  rayons  des 
cercles  circonscrit  et  inscrit.  Les  périmètres  des  deux  poly- 
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gones  sont  entré  eux  comme  les  côtés  AB  et  ab;  mais  les 
angles  A'  et  a  sont  égaux ,  comme  étant  chacun  moitié  de 
langle  du  polygone;  il  en  est  de  même  des  angles  B  et  &; 
donc  les  triangles  ABO,  ^bo^  sont  semblables,  ainsi  que 
les  triangles  rectangles  ADO>  adoi  donc  hBiabi:  AO  : 
aoixXyOïdo;  donc  les  périmètres  des  polygones  sont 
entre  eux  comme  les  rayons  AO,  ao^  des  cercles  circons- 
crits, et  aussi  comme  les  rayons  DO,  ^o^  des  cercles  inscrits. 
I»ies  surfaces  de  ces  mêmes  polygones  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  cotés  homologues  AB^  ab  ;  elles  sont 
par  conséquent  aussi  comme  les  carrés  des  rayons  des 
cercles  circonscrits  AO,  oo,  ou  comme  les  carrés  des 
rayons  des  cercles  inscrits  OD,  od. 

MESURE  DU  CERCLE, 

DÉFINITIONS. 


On  appelle  ligne  courbe  com^exe,  une  ligne  telle 
que  la  tangente  en  chaque  point  laisse  toute  la  courbe 
dun  même  côté  de  sa  direction. 

Une  ligne  courbe  com^exe  ne  peut  être  rencontrée 
par  wie  droite  en  plus  de  deux  points  : 


Car  si  une  droite  MN  rencontrait  une  éôUrbe  aux  points 
A,  B,  C,  la  tangente  menée  par  Vun  des  points  întermé- 
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dkiiHMB,  hisMrait  ëvidemmeM  des  portions  de  )a  courbe 
de  pare  et  d'antre  de  stt  direction. 
La  circonférence  est  une  ligne  convexe. 

PROPOSITION  IX. 

LSMME. 

Une  ligne  convexe  AMB  est  plus  courte  que  toute  U- 
gne  enveloppante  terminée  aux  même  s  extrémités  ket^. 

En  effet,  si  la  ligne  AMB  n'est  pas  plus  petite  que  toutes 
celles  qui  l'enveloppent,  il  existera  parmi  ces  dernières  \ine 
ligne  plus  courte  que  toutes  les  autres ,  laquelle  sera  plus 
petite  que  AMB ,  ou  tout  au  plus  égale  à  A]\IB, 

Soit  AGDEB  cette  ligne  enveloppante;  menez  par  un 
point  M  de  AMB,  ^ft  comitiun  aux  deux  RgUes/  la  tan- 
gente PMQ;  cette  droite  sera,  comprise  «ntre  les  deux  li- 
gnes AMB,  ACDEB^  puisque  la  première  est  copvçi^e.  Or, 
lsi  droite  PQ  est  plus  courte  que  PCDEQ;  donç^  si  à  la 
partie  PCDEQ  on  substitue  la  ligne  droite.PQ,  ou  aura  la 
ligne  enveloppante  APQB,  plus  courte  que  APDQB.  Mais , 
par  hypothèse,  celle-ci  doit  être  la  plus  courte  de  toutes; 
donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister  ;  donc  toutes  les 
lignes  enveloppantes  sont  plus  longues  que  AMB^ 

On  démontrerait  de  la  même  manière  qu'une  ligne 
convexe  fermée  AMB  est  plus  courte  que  toute  ligne  qui 
Fenvelopperait  de  toutes  parts. 


fig.  169. 


fig.  i63. 


Avant  d'ejipofer  les  principes^  de  la  théorie  des  Unices;, 
principes  que  nous  emploierons  :  pour  la  oiesare  des  fi^ 
gures  circulaires ,  nous  croyons  utile  de  fixer  le  sens  de 
quelques  dénominations  qui  seront  fréquemment  em- 
ployées. 

On  appelle  quantité  variable  une  quantité  qui  prend 
successivement  différents  états  de  grandeur. 

8. 


Ub  GEOMBTRIi:. 

On  appelle  limite  une  grandeur  fixe  dont  une  quapûté 
variable  peut  approcher  d'aussi  près  qu'on  veut  sans  pou- 
voir l'atteindre. 

L'arithmétique  et  la  géométrie  présentent  de  nombreux 
exemples  de  quantités  variables ,  et  de  limites  vers  les- 
quelles tendent  ces  variables. 

On  sait,  par  exemple,  que  l'angle  d'un  polygone  régu- 
lier de  m  côtés  a  pour  valeur 

2/n — 4 rf       4 

m  ni 

Or  si  l'on  suppose  que  le  nombre  des  côtés  Croisse  jus-* 
qu'à  l'infini 9  on  voit  que  la  valeur  de  l'angle  augmentera, 
et  comme  on  peut  prendre  m  assez  grand  pour  que  la 

fraction -- soit  plus  petite  que  toute  quantité  dùnnée,  on 

en  conclut  que  les  valeurs  successives  de  l'adgle  du  poly- 
gone réguUei^  auront  pour  limite  deux  droits. 

De  même  si  l'on  prend  le  milieu  c  d'une  droite  AB , 
puis  le  milieu  c  de  ^B,  et  ainsi  de  suite, 

X  r  c'  c    l^ 

Y -! }~L—  i 

les  lignes  Ac,  Ac',  Kc*' auront  pour  limite  AB. 

Et  l'on  pourrait  multiplier  les  exemples  à  l'infini. 

11  est  bon  d'observer  toutefois  qu'une  quantité  peut  va- 
rier sans  avoir  de  limite.  Ainsi  la  somme  des  n  prekniers 
termes  d'une  progression  géométrique,  augmente  lorsque 
n  croît,  mais  cette  somme  n'a  de  limite  que  dans  le  cas  où 
la  progresion  est  décroissante;  si  la  progression  est  crois- 
sante, cette  somme  croît  jusqu'à  l'infini. 
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PROPOSITION  X. 

THBORBMB. 

Lorsque  deux  quantités  variabUs  A  ^/  B  soiU  cons- 
iamment  égales  en  s  approchant  dé  leurs  limites  L 
et  Vf  ces  limites  sont  égales. 

Supposons  que  les  variables  A  et  B  restent  au-dessous  de 
leurs  limites,  on  pourra  poser 

L  =  A  +  a,  L=B  +  p. 

(aet  ^  pouvant  devenir  plus  petits  que  toute  grandeur 
donnée.  ) 

Retranchant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  a 
L  — L'=AT-B  +  a — p  =  a — P  (puisque  par  hypo- 
thèse A=B). 

Or,  si  on  supposait  entre  L  et  L'  une  différences/,  on 
aurait  :  i/=a  -^  ^  ,  ce  qui  est  impossible,  puisque  a.  et  p, 
et  par  suite  leur  difFérence,  peuvent  devenir  moindres  que 
toute  quantité  donnée. 

La  démonstration  serait  tout  à  fait  semblable,  si  les  va- 
riables décroissaient  en  s  approchant  de  leurs  limites. 

PROPOSITION   XI. 

THÉORBME. 

Si  les  /acteurs  ^.  et  B  ctuii  produit  tendent  vers 
tes  limites  L  et  V;  le  produit  A  X  B  aura  pour  limite 
LxL'. 

£n  effet,  posons  comme  ci-dessus, 

L=AH"a,         L'  =  B  +  p, 
et  muItxfJiast  ces  égalités  membre  à' membre,  ou  obtient 
L  X  L'  =  AB  +  Ba  -h  AP  4-  ap. 
Or,  les  quantités  a,  p  diminuant  indéfinimetit,  à  mesure' 
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que  A  et  B  s'approchent  de  leurs  limites,  les  termes  Ba , 
Ap,  «P,  pourront  être  rendus  aussi  petits  qu'on  voudra  ; 
il  en  sera  donc  demême^ie  leur  gomme;  donc  enfin  ,  AB 
peut  s'approcher  de  LL'  d'aussi  près  qu'on  veut. 

Le  thëorètne  étant  ^nvomré  pour  un  produit  de  «leux 
facteurs,  s'étendrait  sans  Afficulté  à  un  produit  d'un  iratn^ 
bre  quelconque  de  facteurs. 

CçroUaire^  La  limite  du  ({uotient  de  deux  vari^Mes 
A  et  B,  est  égale  au  quotient  de  leurs  limites.  . 

PROPOSITION  xn. 

THBOBÈME. 

t^' La  circonférence  est  là  limite  commune  vers 
laquelle  tendent  les  périmètres  des  polygones  réguliers 
semblables  inscrits  et  circonscrits  dont  le  nombre  des 
tôtés  va  constamment  en  doublant. 

îfc°  Vaire  du  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  ten- 
dent les  aires  d^s  ménies  polygones. 


V*  Soit  abc  un  polygone  régulier  inscrit ,  et  ABC  le  por 
Ijgone  régulier  semblable  circonscrit.  La  longueur  de  la 
circonférence  est  comprise  entre  les  périmètres  de  ces 
polygones;  et  si  l'on  double  le  nomijre  de  leurs  côtés,  il 
nfeulte  évldcmmeht  de  la  cdnstructioB ,  que  te  périmètre 
du  polygone  inscrft  va  tn  croFîssaiit ,  tatidis  <|ue  le  péri- 
m^lmdM  p.QlgrgQn«,circon^t  ^ininue.,  ,ixu 


*pr.8. 


1.1  VRE   IV.  .119 

Les  përiinècref  de  ces  polygonefi  s  approchent  doue  dé 
plus  en  plus  de  la  circonférence  9  quand  on  double  tndéfi^^ 
BÎmeiit  te  «ombre  de  leurs  c6tés;  et,  poiir  prouver  qn'ils 
s*en  approchent  d  auasi  près  qu on  veut,  il  suffit  de  démoQ-» 
trer  que  leur  différence  peut  devenir  plus  petite  que  toute 
grandeur  donnée. 

Soient  V  et  p  les  périmètres  des  polygones  ABC,  abc ^ 
on  a* 

V:p::  OM  :0I,  d'où  P— />  :  P  :  :  OM--OI  ou  iM  :  OM. 

On  tire  de  là 

^  PxIM 

Or  IM  est  plus  petit  que  M^.;  M£  est  plus  petit  que  T^rc 
qu'il  sous-tend  ;  et  les  arcs  sous-tendus  peuvent  décroître 
indéfiniment,  icar  ils  suivent  les  termes  de  la  progression 
décroissante  i  ^  ï  i  hî*  *  '9  d'ailleurs  P  va  en  diminuant , 
et  OM  est  constant;  donc  P — p  tend  indéfiniment  vers 
zéro  ;  donc,  etc. . . , . . 

2'*  Soient  S  et  ^  les  surfaces  des  mêmes  polygones ,  on 
ferait  voir,  comme  précédemment,  que  S  et  j  vont  en 
s  approchant  de  Taire  du  cercle  quand  on  multiplie  le  nom- 
bre des  côtés  des  polygones ,  et  Ton  aura  prouvé  que  les 
aires  de  ces  polygones  ont  pour  limite  le  cercle,  si  Top  &it 
voir  que  S-^-s  peut  être  rendue  plus  petite  que  toute 
quantité  donnée. 

Or  on  a*  '  *?'*• 

S:*::5M':Ôi',    d'où    S— 5:S::QM— OÎ"  ou    U:6S. 
On  tire  de  là 

^  SxU 

OM 

et  il  est  évident  que  cette  différence  tend  indéfiniment  vers 
'/éro;  car,  en  multipliant  le  nombre  des  cotés  ^  S  diminue  ; 


1  aO  GÉOMETRIK. 

16,  moindre  que  M^,  peut  devenir  aussi  petit  qu*on  veut, 
et  OM  est  constant;  donc,  etc. 

Remarque,  Les  apothèmes  des  polygones  inscrits  suc* 
cessifs  ont  pour  limite  le  rayon  du  cercle. 

PROPOSITION  XIII. 

THBOBÈMB. 

i"*  Les  circonférences  sont  entre  elles  comme  leiu^s 
rayons, 

a"  Les  surfaces  des  cercles  sont  comme  les  carrés 
des  rayons. 
fig.  i65.       i^  Inscrivons  dans  les  circonférences  dont  les  rayons 
sont  OB  et  GA ,  deux  polygones  réguliers  semblables. 

Soient  P  eXp  les  périmètres  de  ces  polygones  ;  désignons 
parR  et  ries  rayons  OBetCA,  et  par  G  et  c  leurs  circon- 
♦pr.8.  férences,  on  aura* 

Il~r* 
Si  Ion  double  indéfiniment  le  nombre  des  cotés  des 
polygones  inscrits,  les  périmètres  P  et/;  s  approchent  in- 

*i>r.ix.  dëfiniment  de  G  et  c\  les  quotients  ^9  -  tendront  donc^ 

C   <? 
vers  les  limites  —9  -;  or,  de  1  égalité  des  variables,  on  con< 

♦  pr.  10.  dut  celle  de  leurs  limites*  ;  donc 

2°  Soient  G',  c ,  les  surfaces  des  mentes  cercles  ;  S  et  ^, 
les  surfaces  de  deux  polygones  réguliers  semblables  ins- 


pr.  8. 
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Or,  les  quantités  =r^,  —  ont  pour  limites   ^,3»    donc*  'pr. to. 

Scolie.  De  Végalité  (i)  on  déduit  aussi  : 

C^ ^ 

sèR  ar 
Donc  le  rapport  d'une  circonférence  à  son  diamètre  est  le 
même  pour  toutes  les  circonférences.  Ce  rapport^  qu*on 
désigne  ordinairement  parie,  est  incommensurable,  et  ne 
peut  être  calculé  qu  approximativement.  Sa  valeur  en  déci- 
males est 

ir=3, 1415926535897932,  etc.. .  • 
Nous  donnerons  bientôt  une  métliode  élémentaire  pour 
calculer  approximativement  la  valeur  de  ic. 

DÉFINITIONS. 

On  appelle  arcs  semblables ,  secteurs  semblables , 
segments  semblables ^  ceux  qui  répondent  à  des  angles 
au  centre  égaux. 

PROPOSITION  XIV. 

THBOREMB. 

1°  Les  arcs  semblables  AB,  DE  sont  entre  eux  comme  fig.  16^. 
les  rayons  AC,  CD. 

2*  Les  secteurs  semblables  BCA,  DOE  sont  entre 
eujr  comme  les  carrés  de  ces  rayons.  ... 

i«  On  a*  :     arc.  BA  :  cire.  AC  :  :  C  :  4'"^«'^-  .^^  ,g 

De  même  :     arc.  DE  :  cire.  OD  :  :  0 :  4*^  '»»•  ». 

Et  à  cause  de  légalité  des  angles  C  et  O , 
arc.  BÀ  :  arc.  DE  :  :  cire.  AC  :  cire.  OD  :  :  AC  :  OD. 
2"*  On  a  pareillement^  :  ^ 

sect.  ACB  :  cerc.  AC  :  :  C  :  4^'*  li^a'^! 

sect.  DOE  :  cerc.  DO  :  :  0 :  4*'  ; 
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d*où 

secL  ABCsect.  DOE  ::  cerc.  AC.cero.  DO  ::  ACÎ.DÔ'. 
PROPOSITION  XV. 

Vaire  du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonfé- 
rence par  la  moitié  du  rayon. 


Circonscrivons  au  cercle  OA  un  polygone  régulier.  Soit 
P  le  périmètre  de  ce  polygone  et  A  sa  surface.  Désignons 
par  R  le  rayon  OA  j  on  a  : 

a 

Or,  en  doublant  le  nombre  des  côtés  du  polygone  cîr- 

R 
conscrit,  le  produit  P  X  --    s  approche  indéfiniment  de 

cire.  R  X  —  5  en  même  temps  A  a  pour  limite  cérc.  R; 

*1»^"donc* 

-R 
cerc.  R=  cire.  R  X  — . 

2 

On  a  vu  que  cire.  R=  2icR;  on  en  conclut-: 

R        • 
cerc.  R  tcs.  a«R  X  —  =  wR*. 

2 

Application.  SoîtRrzrS*,  et  prenons  ic=:3,i4i5,  on  a 
cerc.  R  =  aS"'  *,2735. 
fig.  i68.       Corollaire,  La  surface  d'un  sectçur  -est  égale  à  Tare  de 
ce  secteur  multiplié  par  la  moitié  du  rayon. 


Ut.  a. 
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Car  le  secteur  ACB  est  «u  cercle  eoUer  comme  lare 

AMB  est   à  la  circonférence  entière  ABD%  out  oorame  *pr.  x8, 

AC 
AMB  X  iAC  est  à   ABD  x  — .   Mais   le  certie  entier 

=  ABD  X  |AC;  donc  le  seétenr  ACB  a   pour   mesure 
AMB  X  |AC. 

Application.  Soit  AC=  i  a"^  et  supposons  que  Tare  AMB 
renferme  6o^.  Pour  trouver  la  longue«r  de  cet  arc,  on 
posera  la  proportion 

arc  AMB  ;  âicR  ::6o:  360| , 

■1.   >  ATiiT»       2icRx6o       ir.R       W.I2 

dou    arcAMB  =  -^g^  =  -^  =  -5-=4ic, 

on  a  donc     sect,  ACB  =  4^  x  6  =  a4w  =  75"-*-,396o. 

PROBÙMES  SUR  LES    POLYGONBS    ^ÉGUUBRS  ;  DBTBRMUVATIOIV 
DU  RAPPORT  DE  LA    CIRGOIfPBRENCE  AU   DIAMETRE. 


PROPOSITION  XVI. 


PROBLEME. 


Connaissant  le  côté kh  dun polygone  régulier  inscrit, 
et  le  rayon  OC  du  cercle,  calculer  le  côté  AC  du  po^ 
lygpne  régulier  inscrit  dun  nombre  de  côtés  double. 
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Soient  AB=^a,  OG=:=R  et  AG=o;  tirons  AD  et  AO, 
on  a  dans  le  triangle  rectangle  CAD  : 

ÂC'=CD  X  CI,    ou     c»2=  aR  X  Cl; 

or,  CI=:CO  — OI  =  R— 01; 

d'ailleurs  on  a  dans  le  triangle  rectangle  AOI 

01  =l^R'— Âî  =  y/r3^  ; 
donc  C1=R  — y/r*  — ^, 

et  par  suite     c»=r2R  X  Tr — y/ R* — —Y  (i) 

Réciproquement,  on  peut  se  proposer  de  calculer  a 
connaissant  c;  et  il  faudra  alors  résoudre  Téquation  (i) 
par  rapport  à  a  ;  on  obtient  ainsi  : 

Pour  faire  application  de  la  formule  (i),  supposons  que 
a  soit  le  côté  de  Thexagone  et  que  par  conséquent  a=R , 
on  aura  pour  le  coté  du  dodécagone  régulier  inscrit  : 

c = \/aR/'R-\/R*-y")= v/^r7^^^=RV/^mP1 

Pour  appliquer  la  formule  (2) ,  prenons  c  égal  au  côté 
du  décagone  ^  et  cherchons  le  côté  du  pentagone  régulier. 

On  a       c=  — ^ -^     on  en  conclut  : 

a  ' 


d'où  a=— l/io — 2V^5. 

a 
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Remarque.  En  ajoutant  le  carré  du  rayon  avec  le  carré 
du  côté  du  décagone,  on  trouve  que  la  somme 

4 

est  égale  à  — ^ — . — -j  c  est-à-dire  au  carré  du  côté  du 

4 

pentagone  régulier.  Ainsi 

Le  coté  du  pentagone  régulier  InscrU  serait  l^hypoténuse 
fVun  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  côtés  de  [angle 
droit  ^  le  rayon  et  le  côté  du  décagone. 

PROPOSITION  XVII. 

PROBLÈME* 

Cjonnaissant  le  côté  (F un  polygone  régulier ,  et  le  fig.  169. 
rayon  du  cercle  circonscrit^  tmuver  le  côté  du  poly^ 
ffone  ^circonscrit  semblable. 

Soient  AB=a,  CA=RetEF=a:. 

La  similitude  des  triangles  ECF,  ACB,  donne  la 
proportion  EF  :  AB  :  :  CE  :  CA; 

mais  on  a  aussi     CE  :  CA  :  :  CM  :  CD  ; 
donc,  à  cause  du  rapport  commun, 

EF  :  AB  ;  :  CM  :  CD 
ou  j;   :   a   :  :    R    :  CD  (i); 

on  a  d'ailleurs  dans  le  triangle  rectangle  ACD, 

CD=:  y/cÂ'— AD= v/r'—  ~; 


donc  j::fl::R:v   R* — j> 

SLOK 

et  par  suite  a:s=— *=====  • 
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PROPOSITION  XVIII. 

FROBLSMS. 


Connaissant  le  côté  AB  (F un  potjgone  régulier  de 
m  côtés ,  et  le  rayon  C A  du  cercle  circonscrit^  trou- 
ver la  surface  de  ce  polygone. 

fig.  i6o.      Soîeiït  ABi=a,  t!A=:R  et  S  la  surface  du  polygone. 

♦  pr  7.  On  a*  : 

S=/wax— ;     or     CD=v/R'-y=-V/4R"— ûN 


donc  s^»»al/4R'-.-.  j 

4  ! 

Application.  Cherchons  la  surface  de  l'hexagone  régu- 
lier. On  a  A  =  R ,  w  =  6  ;  donc 


^      6RI/4R— R*      Wi^^ 

^  g^  Remarque.  On  pourrait  aussi,  au  moyen  des  méoies 
données,  calculer  la  surfaoe  du  polygone  régulier  inscrit  de 
2m  côtés. 

En  effet,  soit  M  le  milieu  de  Tare  AB,  et  tirons  AM  j  la 
surface  du  polygone  cherché  (que  nous  désignerons  par  S') 
se  compose  de  2^/1  triangles  égaux  à  ACM.  * 

Or,  .ACM=:=CMx^  =  5^; 

j  -#  RXa        wRa 

donc  S=llwx— r-= — -• 

4  a 

Cherchons  comihe  application  |a  surface  du  dodécagone 

régulier  inscrit;  on  |k 

a  =  R,     iwr=:6,     doù     S'=— =  3R». 

. .  2 
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PROPOSITION  XIX, 


Étant  donnés  le  rayon  CD  =  R,  et  V apothème 
CA  =  r  ttun  polygone  régulier^  calculer  le  rayon  R' 
et  V apothème  r  dun  polygone  régulier  isàpérimètre 
dun  nombre  double  de  côtés. 


A 


Soit  BD  le  côté  du  polygone  régulier  donné ,  et  C  le 
centre  de  ce  polygone.  Prolongeons  Tapothème  CA  jusqu  à 
sa  rencontre  en  I  avec  la  circonférence  circonscrite,  et 
tirons  les  droite9  BI,  DI;  Bip  sera  langle  au  centre  du 
polygone  cherché;  car  il  est  la  moitié  de  BCD.  Si  de  plus 
on  abaisse  GK  perpendiculaire  sur  BI ,  et  qu  on  mène  KE 
parallèle  à  BD  ;  KE  sera  la  moitié  de  BD ,  et  représentera  le 
côté  du  nouveau  polygone;  IK  en  sera  le  myon,  et  HI 
r  apothème. 

lA       CI  +  CA 


Or,  on  a 


m=- 


ou 


r'rr: 


R 


Enfin  dans  le  triangle  xectangld  GKI  i  4Hi  a 

iie'=icxiH,  où  R'=i/^"Ry  =  v/Rx^-5±!5. 


(0 


w 


Scolïe.'ïi  e«t  facile  de  voir,  soît  par  îa  figure,  soit  par 
I^s  formule^,  que  r'est  |)laâ  gfànd  que  /*,  et  qtt^axt  cdhtraire 
R'  est  moindre  que  R;  de  sorte  que  dan^  le  nouveau  po- 
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Ijgone  la  différence  entre  le  rayon  et  lapothème  est  moin- 
dre que  dans  le  premier. 

Si  Ton  transformait  de  la  même  manière  le  second  poly- 
gone en  un  troisième^  puis  le  troisième  en  un  quatrième, 
et  ainsi  de  suite^  on  parviendrait  à  un  polygone  dans  lequel 
la  différence  entre  le  rayon  e(  Tapothènie  serait  moindre 
que  toute  grandeur  donnée. 

En  effet,  dans  le  triangle  BCA,  an  a 

BC  — CA  <  BA  ou  R— r  <  BA; 
mais  BA  est  la  moitié  du  côté  du  polygone,  et  ce  côté  peut 
être  rendu  plus  petit  que  toute  grandeur  donnée,  quand 
on  double  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  i  donc  aussi 
R — r  peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  assi- 
gnable. 

PROPOSITION  XX.    . 

PROBLÈME. 

Tmuifer  une  valeur  approchée  du  rapport  de  ta 
circonférence  au  diamètre. 

On  a  vu  plus  haut  que  : 

cire.  R=:air.R,  et  que  cerc  R=7çR»; 

on  en  déduit 

circ.R  .  X  ^  cerc.R 

^==-^.  (1)  et  ^=^-Rr-'  W 

De  là  résultent  quatre  méthodes  pour  trouver  la  valeur 
de  w. 

Car  si  Ion  considère  la  formule  (i),  on  peut,  connais- 
sant la  longueur  de  la  circonférence,  calculer  le  rayon ,  ou 
bien ,  connaissant  le  rayon ,  chercher  la  circonférence.  Et 
si  Ton  emploie  la,  formule  (a),  on  peut  se  proposer,  connais- 
sant le  rayon,  de  trouver  la  surface  du  cercle;  ou  bien^ 
connaissant  Taire  d'un  cerclç,  de  calculer  le  rayon. 
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Nous  n'éxposeroDS  ici  que  la  première  méthode  (*),  et 
nous  nous  proposerons ,  par  exemple ,  de  calculer  le  rayon 
d*une  circonférence  dont  la  longueur  serait  4* 

Construisons  un  carré  y  et  prenons  le  côté  de  ce  carré 
pour  unité,  le  périmètre  sera  4* 

Soient  R  et  r  le  rayon  et  Tapothème  de  ce  carré,  on  a  :  gg.  g^i. 

a  '  a 

Maintenant  ce  carré  peut  être  transformé  en  un  octogone 
régulier  de  même  périmètre,  et  en  appliquant  les  formu- 
les du  problème  précédent,  on  trouvera  pour  le  rayon  et 
Tapothème  de  cet  octogone  : 


B.=  N/i 


8      '      ''  — ~4~ 


On  calculerait  de  même  les  rayons  R,^  r,  du  polygone 
régulier  isopérimètre  de  i6  côtés  ;  et  en  continuant  ainsi, 
on  arriverait  à  un  polygone  dont  le  périmètre  serait  tou- 
joiu*s  4  y  et  dont  les  rayons  R.,  r«  différeraient  d  aussi  peu 
qu'on  voudrait. 

Or  les  circonférences  décrites  avec  R.  et  r.  sont  Tune 
plus  grande ,  Fautre  plus  petite  que  4  9  1®  rayon  de  la  cir- 
conférence égale  à  4}  est  donc  compris  entre  R.  et  r.,  et 
peut  être  obtenu  avec  telle  approximation  qu'on  voudra. 

Si  les  rayons  R.,r.  sont  évalués  en  décimales,  il  est 
évident  que  les  décimales  communes  appartiendront  au 
rayon  cherché. 


(*)  Les  deux  dernières  méthodes  sont  exposées  dans  le  texte  de  Lcgendrs , 
qui  se  trouve  à  In  fin  de  Touvragc. 


i3o 
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Voici  le  tableau  des  valeurs  sucoessÎTes  du  rayon  et  de 
1  apothème  9  dans  les  polygones  de  4?  89 16.  •  •  «8192  côtés. 


NOBiBRE 

APOTHÈMES. 

RATOnB. 

DB9   CÔTSS. 

4 

Ti  =  o,5oooooo 

R,  =r  0,7071068 

8 

fa  =  0,6035534 

R,  =  0,653281 5 

16 

r3=  o,&i84x74 

Rs  s=  0,640^89 
R4  =  0,6376435 

3i 

n  =  0,6345731 

64 

fb  =:  o,636io83 

R5  =  0,6368754 

128 

n  «  0,63649  «9 

R«:s=  0.6366836 

a56 

r^  =  0,6365878 

R,=  0,6366357 

5l9 

r8=  0,6366117 

Bs  =  o,6366a37 

ioa4 

rg  =  o,6366i77 

R9  =r  o,6366ao7 

9048 

rtd=  o,6366r99 

R,,^  o,6366i99 

4096 

rn=  0,6366195 

Rxi=s  0,6866197 

8192 

r„=s:  0,6366196 

Ritfs=  0^6366196 

Ainsi  une  circonférence  égale  à  4  ^  ,pour  rayon 
0,6366196 d*où  il  résulte  que  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre,  vaut 

40U00OO0  —  Q  iXr'înafi 

Aichimède  avait  trouvé  ^-  pour  valeur  approchée  de  w; 
Metius  a  trouvé  pour  le  même  nombre ,  la  valeur  beaucoup 
plus  approchée  fff. 
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APPEJVDICE  Ay  UVRJE  )[y. 


BSFINlTiaiTS. 


I.  On  appelle  maximwn  la  quantité  la  plus  grande  entre  toutes 
celles  de  la  même  espèce  ;  minimum  la  plus  petite. 

Ainsi  le  diamètre  du  cercle  est  un  maximum  entre  toutes  les 
H^és  <fui  joigtfèrffiâeuK  points  de  la  dprcotrférmioe^  ^  lA  perpen- 
ëitHlaire  est '«m  mimi&iitm  enire  tomes  ks  drotlês  metKes  d^un 
pmm  âotmé  ànMU&'4ipiekiminÂe. 

91.  tto  ap^lhfr'flglwrËs  tsoperimêtm»  m^Més  ^  cttit«iles  *périmè- 
tres  égaux. 

PROPOSITION  I. 

TH^ORiMJI. 

De  tous  les  triangles  formés  avec  deux  côtés  donnés  faisant  en- 
tre eux  un  angle  à  volonté  y  le  maximum  est  celui  dans  lequel  les 
deux  côtés  donnés  font  un  angle  droit. 

Soient  les  deux  triangles  BAC,  BAD,  qui  ont  le  côté  AB com- 
mun, et  le  côté  AG  =  AD  ;  si  Tangle  BAC  eçt  drojit,  je  dis  que 
le  triangle  BAC  sera  plus  grand  gue  le.triai^gle.BAD,  dans  le{|uel 
Taille  en  A  est  a^gu  ou  obtus. 

Car  la  ba$e  AB  étantla  même ,  les  deux^  trvm^les  BAC ,  BAD , 
sont  comme  les  hauteurs  AC,  DE  :  maisja  pe^pendieyilaire  DE 
est  plus  courte  que  l'oblique  AD  ou  son  égale  AC;.donc  le 
triangle  BAD  est  plus  petit  que  BAC. 

PROPOSITION  II. 

^  .  .   THÉORÈME..  •        /         .,. 

I  Le  cercle  est  plus  grand  que  tokte  figure  plane  hopérimètre, 

-  i^  n  est  d'abord  évident  qu'il  y  a  une  infinité  de  figures  d'un 

9 


fig.174. 
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périmètre  donné,  qui  ont  diverses  formes  et  diverses  aires;  mais 
on' voit  aussi  que  ces  aires  «e  peuvent  croître  indéfiniment. 

Il  y  a  donc  parmi  les  figures  d'un  périmètre  donné  un  ou  plu- 
sieurs maj&imum.  '        .  ^         . 

a^  Toute  figure  qui  renferme  une  aire  mâximom  dans  un  pé- 
rimètre donné  est  convexe.  ^ 


nôp 


Car  soit  AMBN  une  ligne  fermée  non  convexe^  si  Ton  fait 
tourner  la  partie  rentrante  AMB  autour  des  points  A  et  B,  de 
manière  qu'elle  occupe  la  position  AJMfBf  la  figuxe  AM'BN  aura 
même  périmètre  que  la  première ,  et  renfermera  une  aire  plus 
grande. 


3^  Soit  âMBN  une  figure  maximum  sous  un  périmètre  donné  ; 
je  dis  que  toute  droite  Â.B  qui  divise  le  périmètre  en  deux  par- 
ties égales ,  divisera  aussi  Taire  en  deux  parties  équivalentes  ; 
car  si  la  portion  ANB  était  plus  grande  que  AMB ,  en  faisant 
tourner  ANB  autour  de  AB,  de  manière  qu'elle  occupe  la  posi- 
tion AN'B,  la  figure  AN'BN  aurait  le  même  périmètre  que  AMBN, 
et  aurait  une  aire  plus  grande.  AMBN  ne  serait  donc  pas  un 
maximum. 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  si  AMBN  est  une  fi- 
gure maximum,  AN'BN  en  est  aussi  une;  et  l'on  voit  que  dans 
cette  dernière  figure,  toute  perpendiculaire  NN'  à  AB  est  divisée 
par  cette  ligue  en  deux  parties  égales,  de  sorte  que  les  triangles 
ANB,  AN'B  sont  égaux. 
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Cela  posé ,  si  les  angles  ANB,  AN'B  n*étaiept  pas  droits ,  on 
pourrait  agrandir  simultanément  l'aire  des  triangles  ANB,  AN'B, 
sans  rien  changer  à  la  grandevr  des  côtés  AN,  NB,  AN',  19%  ni 
à  la  grandeur  des  segments  APN,  NQB ,  AP'N'^  N'Q'B;  la  l)ase 
commune  AB  changerait  seule  ;  mais  par  là  l'aire  de  la  figure 
deviendrait  plus  grande,  sans  que  le  périmètre  changeât^  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse;  donc  les  angles  N,  N'  sont  droits; 
d'ailleurs  le  point  N  est  qnalçoiiqne  sur  la  courbe  ANB;  donc 
cette  ligne  est  une  demi-circonférence. 

Ainsi  Ton  voi^  que  si  une  droite  divise  la  figure  maximum  en 
deux  moitiés^  chacune  de  oes  moitiés  sera  un  demi-cercle  ;  donc 
la  figure  entière  est  un  oerele, 

PROPOSITION  m. 

TBiÉOHin. 

Parmi  toutes  les  figures  planes  qui  ont  la  même  aire^  le  cercle 
a  le  plus  petit  périmètre* 

Car  si  une  figure  quelconque  dont  l'aire  est  A,  avait  un  péri- 
mètre moindre  que  le  cercle  ayant  la  même  aire ,  on  pourrait , 
d'après  le  théorème  précédent v,  la  transformer  en  un  cerclé  de 
même  périmètre^  et  d'une  aire  B>>  A.  > 

Ce  second  oerck  attrait  donc  une  aire  plus  grande  que  le  pre- 
mier, et  un  périmètre  moindre,  ce  qui  est  abskrdé. 

pROPosrrioN  iv. 

LEXME.  '.-,.. 

Tout  polygone  ABCDË  qui  contient  un  angle  rentrarft^  peut 
ère  transformé  en  un  polygone  convexe^  d'une  sur/ace  plus  grande 
ayant  le  même  périmètre  et  un  côté  4e  moins! 


%    I 
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Car  sî  l'on  prolonge  AB,  ef  qu'on  joigne  tous  les  points  de  ce 
prolôngen^ent  an  point  D,  la  son^me  BI  -f-  ID  croîtra  d'une  ma- 
iifière^ontibué  depuis  BD  jusqu'à  l'^fini.  IF  y  a  donc  nn  pomt 
ï  où  !W  a  fil  4-  ÏD  =  BC  4-  CD. 

On  obtient  donc  un  polygone  ABIDË,  évidemment  plus  grand 
qiie  ABCDfi,  qtii  a  le  méfie  périmètre,  et  ûnr  côté  de  moins. 

*i''  '         PROPOSnttON  T.       :    ■•    ^i'^*- 

jQe  pH¥,  1$$  pQlTfpmt  isopétimèp^f  et  d'um  méi^  nombre  de 
cdiés^ie  pofy-gone  régulier  est  le  plut,  grondé      >. 

Nous  allons  prouver  successivement  que  si  un  polygone  n'a 
pas  tous  ses  côtes  égaifx^  aCfos  angVqf^. égaux,  il  ne  peut  être 
maximum  panni  les  isopérimètres  d'un  même  nombre  de'côtés. 


A.é- 


, .  i^  Supposons  tqa«  le  polygone  ilBCDB  aat  ai  o6téS}  et  aoit 
AB-<BC.  Prenons  sur  BO  le  point  MflMea  fnrèsdeC  papr»qu'on 
ait  ,eiricov^  ^B  <:  BM.  ]f  aiions  ensuite»  l'ange  iiMB'  »^B AM ;)  pre- 
nons MB'=AB  .«t  joii^iis,  Afi'.  Le. triangle. ABif  (est; é|;ai  au 
triangle  AB'M. 

On  conclut  de  là  qu^ l'qnpqDBTIiM  9»  polygone  ABCDE  subs- 
tituer le  polygone  AB'MCDE,  sans  changer  le  périmètre  ni  la  sur- 
face; seulement  ce  nouveau  polygone  aurait  wt-Hi  côtés,  et  de 
plus  un  angle  rentrant;  car  AB  étanf^  plu^  petit  <^ye  BM,  on  a 
Tariglé  BMA<bAM  ou  B'MA. 

Or  ce  polygone  peut  être  transformé  en  un  autre  de  m  côtés , 
de  même  périmètre,  et  d*urie  surface  plus  grande  ;  donc  ABCDE 
ne  serait  pas  le  plus  grand  parmi  les  isopérimètres  de  m  côtés. 

2**  Supposons  que  dans  le  polygone  ABCDH  de  m  côtés ,  on 
ait  l'angle  A>>B.  Prenons  un  point  M  assez  voisin  de  B  pour  que 
l'angle  MAH  soit  plus  grand  que  AMC. 

Faisons  aussi  l'angle  MAB'=AMB,  prenons  AB'  =  MB  et  joi- 
gnons MB';  le  triangle  MAB'  est  égal  à  ABM;  et  le  polygone 
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AB'MCDH  a  même  surface  et  même  périmètre  que  ABCbH; 
mais  il  a  /w 4-  1  côtés,  et  un  angle  rentrant;  car  AMG+AMB 
étant  égal  à  2  droits,  on  a  MAH  +  MAB'  >•  a  droits. 

B 


^< 


Donc  ce  polygone  pourrait  être  transformé  en  un  autre  de  m 
côtés,  de  même  périmètre,  et  d'une  aire  plus  grande;  donc  enfin 
ABCDH  ne  serait  pas  maximum. 

PROPOSITION  VI. 

De  tous  les  polygones  d'égale  surface^  et  d'un  même  nombre  de 
côtés,  le  polygone  régulier  a  le  moindre  périmètre. 

Car  si  un  polygone  irrégulier  de  m  côtés,  dont  Taire  est  A, 
avait  un  périmètre  moindre  que  le  polygone  régulier  de  même 
aire,  et  du  même  nombre  de  côtés ,  on  pourrait  le  transformer 
en  un  polygone  régulier  isopérimètre  de  m  côtés,  ayant  une 
aire  B>>  A;  ce  second  polygone  régulier  aurait  donc  le  même 
n<Mnbre  de  côtés  que  le  premier,  avec  un  périmètre  moindre,  et 
une  aire  plus  grande ,  ce  qui  est  absurde. 

PROPOSITION  vn. 

THiomiMB. 

De  deux  polygones  réguliers  d'égal  périmètre,  celui  qui  a  le 
plus  de  côtés  est  le  plus  grand, 

c 
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En  e(Tet  soit  ABGDEF  un  polygone  régulier  de  6  côtés.  Si 
Ton  prend  on  point  I  sur  Tun  des  côtés ,  on  peut  considérer  ce 
polygone  comme  un  polygone  irrégulier  de  7  côtés ,  dans  lequel 
les  côtés  IC,  ID  feraient  un  angle  égal  à  deux  droits;  or  ce  poly- 
gone est  moindre  que  le  polygone  régulier  de  7  côtés  et  du  même 
périmètre  ;  donc,  etc. 
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GEOMETRIE  PLANE. 


THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 

I.  La  figure  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  d'un 
quadrilatère,  est  un  parallélogramme. 

a.  Si  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle  équilaté- 
ral>  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  câtés,  In 
somme  de  ces  perpendiculaires  est  constante.  (Examiner  ce  que 
devient  le  théorème  quand  le  point  est  extérieur  au  triangle.) 


3.  Par  le  point  de  contact  A  de  deux  cercles  tangents,  on  mène 
deux  sécantes  quelconques  BB',  CC  :  prouver  que  les  droites  BC 
VC  sont  parallèles. 

4.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme 
de  deux  côtés  opposés  est  égale  si  la  somme  des  deux  autres.  (La 
réciproque  est  vraie.) 
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5.  Oo  suppose  le  cercle  O  tangent  aux  deux  côtés  de  l'angle 
Ay  puis  on  mène  une  tangente  BEC  terminée  aux  deux  côtés  de 
l'angle  :  prouver,  i°  que  le  périmètre  du  triangle  ABC  est  cons- 
tant, quel  que  soit  le  point  de  l'arc  MEN  par  lequel  on  mène  la 
tangente.;  a^  que  l'angle  BOC  est  constant. 

6.  Si  on  joint  deux  à  deux  les  pieds  des  trois  hauteurs  d'un 
triangle,  on  forme  un  nouveau  triangle  dans  lequel  les  bissectri- 
ces des  angles  sont  |^  (laat^qrs  du  premi^.r  tri^^gle. 

7.  Les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle  et  les  milieux  des 
troU  cù^éfk  ^ç(lfkt  sur  une  ménie  circonférence, 

8.  Étant  donné  un  quadrilatère,  si  r<)p  fli^pp  des  cercles  tan- 
gents ^  trois  côtés  pon^^çutifs,  les  centre^  des  quatre  cercles 
qu'on  obtient  ^insi  fofa)ent  un  quadrilatère  iqscriptil)]e. 

g.  I^es  bissectrices  fies  9^gles  fprv^^ç  par  les  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  in9cripti))l^  ^  ço^^pept  ^  an^le  droit. 

10.  Si  d'un  point  quelconque  du  cercle  circonscrit  à  un  trian- 
gle, on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires  sont  en  ligne  droite. 

11.  On  construit  sur  les  deux  côtés  AB',  BC  d'un  triangle 
ABC,  les  parallélogrammes  quelconques  ABFE,  BCDL;  on  pro- 
longe EF  et  LD  jusqu'en  O,  et  on  tire  OB;  enfin  on  construit  sur 
AC  un  parallélogramme  dont  le  côté  adjacent  çst  écal  et  p^paljèle 
à  OB  :  démontrer  que  ce  parallélogramme  ^st  ecjuivalent  à  la 
somme  des  deux  autres.  (Enjdéduire  comme  conséquence  le  carré 
de  rhypQténpse.) 


la.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même 
point. 

i3.  Les  lignes  qui  joignent  les  sommets  .d'un  triangle  aux  mi- 
lieux des  côtés  opposés  se  coupent  en  un  même  point. 

14.  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un  triangle,  le  point 
de  concours  des  médianes,  et  le  centre  du  cercle  circonscrit, 
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MMit  en  ligne  droite;  et  la  distance  des  deux  premier  points  est 
double  de  la  distance  des  deux  derniers. 

i5.  Si  d%in  point  donné  on  mène  à  un  cercle  denx  sécantes 
perpendiculaires  entre  elles,  la  somme  des  earrcs'des  ccnrdes 
sera  constante. 

16.  Lorsque  trois  cercles  se  coupent  deux  à  deux,  tes  troia 
cordes  d'intersection  se  coupent  au  même  point. 


17.  Ri  du  point  A,  milieu  de  l'arc  BC,  on  mène  les  deuH  sécan- 
tn  AFD,  AGE,  |es  quatre  points  D,F,  O,  £,  sont  sur  une  même 
circonférence. 

t8.  Lpmqufttroiteerelei  sont  tangents  deuH  k  dau3(,  l«s  tan- 
gentes menées  aux  points  de  contact  se  coupent  en  ua  mdine 
point 

19.  La  somme  des  carrés  des  diagonales  d'un  qiiadriUtère  est 
double  de  la  somme  des  carrés  des  lignes  qui  j^igoeut  les.miljpux 
des  côtés  opposés. 

AO.  Dans  un  triangle  on  mène  une  suite  de  parallèles  à  la  base, 
et  on  mène  les  diagonales  de  chacun  des  trapèzes  q^'on  fprme 
ainsi  :  prouver  que  les  points  de  concours  desdiagppiil^s^e  ce^  tra- 
pèzes sont  4i|r  una  droite  qui  va  du  aommet  au  n^flieu  de  Ifi  base. 

21.  Démontrer  que  si  l'on  a  un  quadrilatère  ii}a^rît»le  pfp-* 
duit  des  perp^fliculaires  abaissées  d'un  pDipt^e  )acirpP9€ér<|fice 
sur  deux  côtés  opposés^  est  éga)  au  prpduit  dfs  perpi^pulicujajfça 
abai&sé^s  du  mèni^,  point  sur  les  deu^i^  auM^es  pôtés. 

»!!«  Si  d'un  poiut  pris  daps  l'iutérieur  d'uu  polygoais  régulier 
de  m  côtés,  on  abaisse  des  perpendiculaires  aur  toua  lea  cti^,  la 
somfpe  de  ces  perpeudiculairea  eat  égale  à./fi  fo|s  1^  r^yo^  du 
cercle  inscrit. 

f3r  }^  <^e  toua  les  sommets  d'uu  polygone  régulier  op  abolisse 
des  perpendiculaires  sur  nue  droite  quelconque  passant  par  le 
centre,  la  somme  des  perpendiculaires  qui  tombent  d'uA  côté  de 
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cette  droite  est  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  qui  sont 
situées  de  l'autre  côté. 

a4*  Démontrer  que  si  l'on  fait  rouler  un  cercle  dans  un  autre 
cercle  fixe  de  position  et  de  rayon  double,  de  manière  que  les 
deux  cercles  soient  toujours  tangents,  un  point  quelconque  du 
premier  cercle  décrira  dans  ce  mouvement  une  ligne  droite. 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  A  TROUVER. 

1.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances 
de  chacun  d'eux  à  deux  droites  données  soit  égale  à  une  ligne 
donnée. 

2.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  difFéreiieè  des  dis- 
tances de  chacun  d'eux  à  deux  droites  soit  égale  à  une  ligne 
donnée. 

3.  Lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  passant  par  deux 
points  donnés. 

4.  Lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  d'un  rayon  donné 
et  tangents  à  une  droite  donnée. 

5.  Lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  d'un  rayon  donné 
et  tangents  à  un  cercle  donné. 

6.  Par  tous  les  points  d'une  circonférence  on  mène  des  droi- 
tes parallèles  entre  elles,  et  on  prend  sur  chacune  une  longueur 
donnée  :  trouver  le  lieu  des  extrémités  de  toutes  ces  droites. 

7.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  eerde  passant 
toutes  par  on  po^pt,  donné. 

8.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  à  un 
cercle  se  coupent  sous  un  angle  donné. 

9.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  perpendi-^ 
cnlaires  abaissées  de  chacun  d'eux  sur  les  trois  côtés  d'un  trian- 
gle, soient  en  ligne  droite. 

10.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droi- 
tes sont  dans  un  rapport  donné. 

1 1.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  carrés  de  leurs  distances  h  deux  points  donnés  soit 
égale  à  un  carré  donné. 
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11.  Étant  donnés  deux  cercles,  trouver  le  lieu  des  points  tels 
que  les  Ungentes  tirées  de  ces  points  aux  deux  cercles  soient 
égales. 


^-Q* 


i3.  On  mène  par  un  point -A  une  droite  AM  terminée  à  la 
circonférence  O,  et  on  divise  cette  droite  au  point  N,  de  sorte 
qu'on  ait  AM  :  AN  :  :  m  :  /i  :  trouver  le  lieu  des  points  N. 

14.  Ayant  mené  par  le  point  donné  A,  la  droite  AM  terminée 
à  la  circonférence  O ,  on  prend  sur  celle  droite  un  point  N  tel 
que  AMx  AN=K*  :  trouver  le  lieu  des  points  N. 

Résoudre  les  deux  problèmes  précédents  en  remplaçant  lu 
circonférence  par  une  ligne  droite. 


iL B T 

i5.  Par  un  point  A,  on  mène  une  ligne  AB  terminée  à  la 
droite  donnée  XT  ;  on  mène  AC  telle  que  l'angle  BAC  soit  égal 
à  un  angle  donné,  et  que  Ton  ait  :  AB:  AC  II  m  :  n,  ou  bien 
AB  X  AC=K'  :  trouver  le  lieu  des  points  C. 

Mêmes  problèmes  en  remplaçant  la  ligne  droite  XY  par  une 
circonférence. 

16.  Trouver  le  lien  des  points  d'où  deux  cercles  donnés  sont 
vus  sous  le  même  angle. 

17.  Sur  deux  droites  rectangulaires,  on  fait  glisser  une  droite 
de  longueur  donnée,  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  hypo- 
ténuses des  triangles  ainsi  formés. 

18.  Élanl  donné  un  triangle  équilaléral,  trouver  le  lieu  des 
)>oints  tels  que  la  distance  de  l'un  d'eux  à  Tun  des  sommets  du 
triangle  équilalérnl  soit  égale  à  la  somme  des  dislances  du  môme 
point  aux  deux  autres  sommets. 
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19.  Par  un  point  A  pris  dans  le  plan  d*un  cercle  O,  on  mège 
une  sécante  AC^  et  les  tangentes  aux  points  B  et  C,  on  demande 
U  lieu  xles  ^^okite  D.  (Le  lieu  est  «ine  droite  D£,  perpendîcuUire 
sur  le  diamètre  passant  par  le  |)olnt  A;  cette  droite  est  appelée 
la  polaire  du  point  A,  et  ce  point  est  le  pôle  de  la  droite  D£^J 

ao.  Tronver  le  lieu 'des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  di&Unces  aux  sommets  d'un  triangle  équilatéi*al  soi^  cgiile 
à  un  carré  donné. 

%i.  MéflM  problème <,  en-remplaçant  le  triangle  équibtéral -par 
un  polygone  régulier  quelconque.  ,     . 

sa.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés 
de  leurs  distances  aux  côtés  d'un  polygone  régulier  soit  égale  à  un 
carré  donné. 

PROBLÈMES  A  RÉSOUDRE. 

I.  Par  un  point  mener  une  droite  également  distante  de  deux 
points  (Iditués. 


a.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver,  sur  la  ligne  SX  , 
uu  point  P  tel  que  les  angles  APS ,  BPT  soient  égaux. 

3.  Par  un  point  mener  une  droite  qui  coupe  deux  parallèles^ 
et  telle  que  la  paitie  de  cette  dtoite  comprise  entre  ces  deux  pa- 
rallèles soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

4.  Construire  un  carré,  connaissant  la  difïérenoe  entre  la  dia- 
gonale et  le  côté  du  carré. 

5.  Construire  on  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle  opposé 
et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 


6.  Décrire  un  cercle  d'«n  rayon  donné  : 

1°  Passant  par  deux  points  ; 

1^  Pààsànt  paV  Wn  point ,  et  tangent  à  une  droite  ; 

i*^  Tangèàt  à  Vfctix  droites  ; 

4®  Tangent  à  une  droite  et  à  un  cercle; 

5^  Passant  par  un  point,  et  tangent  à  un  cercle; 

6^  Tangent  à  deux  cercles. 

7.  Mener  dans  un  cercle  une  droite  passant  par  un  point 
donné,  et  telle  que  la  corde  interceptée  soit  égale  à  une  ligne 
donnée. 

8.  Décrire  un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  une  droite ,  en 
un  point  donné. 

9.  Construire  un  cercle  tancent  à  Un  bercle  en  un  point  donné, 
et  passant  par  un  point  donné. 

10.  Construire  lin  triangle  égal  à  nn  ttiangle  donné,  et  dont 
les  bôtés  passent  par  trois  points  donnés. 


II.  Étant  données  deux  circonférences  qui  se  coupent,  me- 
ner, par  un  de  leurs  points  d^intcrsection,  une  droite  MN,  telle 
que  la  di$t<ince  MN ,  conïprise  entre  les  deux  points  d'intersec- 
tion de  cette  droite  avec  les  deux  circonférences,  soit  égale  à  une 
droite  donnée. 

lA.  Mener  par  le  pdint  A  Ta  droite  MAN,  de  sorte  qu'on  ait 
MA  :  AN  :  :  ut  :  /i. 

i3.  Mener  par  le  point  A  la  droite  MaI^,  de  sorte  que 
AM  =  AN. 

14.  Étant  données  deux  circonférences,  mener  une  sécante 
parallèle  a  une  ligne  donnée,  telle  que  la  somme  des  cordes  soit 
égale  à  une  ligne  donnée. 

i5.  Construire  un  quadrilatère,  connaissanft  déuî^  angles  op- 
posés, les  diagonales  et  leur  angle. 

16.  Étant  donnés  deux  cercles,  trouver  un  point  tel  qu«  les 
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tangeutes  menées  à  ce  cercle  soient  égales,  et  fassent  un  angle 
donné. 

17.  Étant  donnés  lare  CD  ,  et  le  diamètre  AB,  trouver  sur  la 
circonférence  un  point  P,  tel  qu'en  tirant  les  droites  PD,  PC, 
onaitOM  =  ON. 


p 

18.  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  isocèle,  connaissant  la 
somme  de  la  base  et  de  la  hauteur. 

19.  Coustruirc  un  triangle,  connaissant  les  trois  médianes. 

20.  Construire  un  triangle ,  connaissant  les  trois  hauteurs, 
ai.  Construire  un  triangle ,  connaissant  les  angles  et  le  péri- 
mètre ,  ou  bien  les  angles  et  la  surface. 

22.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle  op- 
posé, et  le  rapport  des  deux  autres  côtés. 

23.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  hauteur  et 
le  rectangle  des  deux  autres  côtés. 

24.  Deux  droites  étant  données^  qu'on  ne  peut  prolonger  jus- 
qu'à leur  point  de  concours ,  mener  par  un  point  donné ,  une 
droite  qui  irait  à  ce  point  de  concours. 

25.  Trouver  dans  un  triangle  un  point  tel  qu'en  le  joignant 
aux  trois  sommets,  le  triangle  soit  partage  en  trois  triangles 
équivalents. 

26.  Décrire'un  cercle  passant  pqr  un  point,  et  tangent  k  deux  ' 
cercles  donnés. 

27.  Décrire  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés. 

28.  Construire  un  trapèze,  connaissant  les  angles  et  les  dia- 
gonales. 

29.  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  cons- 
truire un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné ,  dont  les  trois 
sommets  reposent  sur  ces  circonférences. 

Même  problème,  eu  remplaçant  les  circonférences  par  trois 
droites  parallèles. 

30.  Par  un  point  donné  dans  un  angle  mener  une  droite , 
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telle  que  le  produit  des  s^ments  compris  entre  le  point  et  cha- 
cune des  droites  soit  ég^X  à  un  carré  donné* 

3i.  Par  un  point  donné  dans  le  plan  d'un  cercle,  mener  une 
droite,  telle  que  les  distances  de  ce  point  aux  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  et  du  cercle,  soient  entre  elles  dans  le  rapport 
de  m  k  n, 

3a.  Par  un  point  donné  et  par  le  centre  d'un  cercle,  faire 
passer  une  circonférence,  telle  que  la  corde  commune  soit  égale 
à  une  ligne  donnée. 


•>\   , 
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LIVRE  V- 

PJU  VU^V  ET  D£  lA  UGNE  DftOITfi/ CONSIDÉRÉS 
DANS  VESJ^ACE. 


DEFINITIOirS. 

I.  Une  ligne  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  lors- 
quelle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  qui  passent 
par  son  pied  dans  le  plan*.  Réciproquement  le  plan  est 

P'*  ^'  perpendiculaire  à  la  ligne. 

"Le pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  où  cette  ligne 
rencontre  le  plan, 

II.  Une  ligne  est  parallèle  à  un  plan ,  lorsqu'elle  ne 
peut  le  rencontrer  à  quelque  distance  qu  on  les  prolonge 
Tun  et  l'autre.  Réciproquement  le  plan  est  parallèle  à  la 
ligne. 

III.  jyeux plans  sont  parallèles  entre  eux,  lorsqu'ils  ne 
peuvent  se  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les  pro- 
longe l'un  et  l'autre. 

lY.  Pour  représenter  les  plans  dans  les  figures ,  on  est 
obligé  de  leur  donner  des  limites,  mais  il  faut  toujours  les 
concevoir  indéfinis. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THSORBME. 

Une  ligne  droite  ne  peut  être  en  partie  d/ms  un 
plan ,  en  partie  au^hors. 

Car,  suivant  la  définition  du  plan,  dès  qu'une  ligne 


dfoile  fi  d^ux  points  communs  avec  v^n  plan ,  eUe  e»x  toul 
entière  dans  ce  plan. 

Scolie.  Pour  reconnaître  si  un^  saif^e  e^t  plan^,  il  faut 

appliquer  vn/e  ligne  droite  ^a  ^i^^^i^^nts  sens  sur  ce^e 

surface ,  et  voir,  si  die  touche  la  surface  dans  topte  spn 

étendue.  .  i.. 

PROPOSITION  il 

TKSOMlftE. 

Par  deux  (JbvUes  qui  se  coupent^on  peut  faire  plis- 
ser un  plan  y  et  on  n  en  peut  faire  passer  quun  s^euL. 


Soient  AB,  AC,  deux  droites  qui  se  coupent  :  on  peut 
concevoir  un  plan  où  se  trouve  la  ligne  AB  ;  si  ensuite  on 
fait  tourner  ce  plan  autour  de  AB,  jusqu'à  ce  qu'il  passe 
par  le  point  C,  alors  la  ligne  AC,  qui  a  deux  de  ses  points 
dans  ce  plan,  y  sera  tout  entière,  et  la  position  du  plan 
sera  ddteritiinëe  dans  ^espace. 

Je  dis  en  second  Ueu  que  par  tes  droites  AB,  AC,  il  né 
peut  pa^r  qu  qn  seul  plan; 

En  eflîçity  ^uppoaona  quil  existe  deux  plans  contenant 
ces  droites,  et  soit  M  un  point  de  Tun  d^  ces  deux  plans; 
on  peut  toujours  par  le  point  M ,  et  dans  le  plan  qui  con- 
tient ce  point  et  les  deux  droites  AB,  AC,  mener  une  ligne 
qui  rencontre  AB  et  AC  aux  points  D  et  E  ;  or  la  ligne 
DEM  ayant  deux  de  ses  points  sur  les  droites  AB,  AC  sera 
tout  entière  dans  les  deux  plans  passant  par  ces  deux 
droites;  donc  aussi  le  point  M  y  sera  contenu,  et  les  deux 

lO. 
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plans  ayant  tous  leurs  points  communs  n'en  formeront 
qu'un  seul. 

Corollaire  I.  Un  triangle  ABC ,  ou  trois  points  A,  B,  C/ 
non  en  ligne  droite,  déterminent  la  position  d'un  plan. 
fis-  «8a,  Corollaire  IL  Deux  parallèles  AB,  CD,  déterminent  aussi 
la  position  d'un  plan  ;  car  on  sait  déjà  que  deux  parallèle^ 
sont  dans  un  même  plan;  et  on  ne  peut  pas  supposer  que 
deux  plans  différents  renferment  ces  deux  droites,  puis- 
que chacun  d'eux  devrait  contenir  deux  points  de  AB ,  et 
un  point  de  CD,  c*est*à-dire  trois  points  non  en  ligne 
droite. 

PROPOSITION  IIL 

THSORBMB. 

V intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

Car,  si  dans  les  points  communs  aux  deux  plans  on  en 

trouvait  trois  qui  ne  fussent  pas  en  ligne  droite ,  les  deux 

plans  dont  il  s'agit,  passant  chacun  par  ces  trois  points  , 

»  ^    ne  feraient  qu'un  seul  et  même  plan%  ce  qui  est  contre  la 

supposition. 

PROPOSITION  ly. 

THiOBÈMS. 

si  une  droite  AP  est  perpendiculaire  à  deux  autres 
PB,  PC,  qui  se  croisent  à  son  pied  dans  le  plan  MN, 
elle  sera  perpendiculaire  à  une  droite  quelconque  PQ 
menée  jmr  son  pied  dans  le  même  plan  ^  et  ainsi  elle 
sera  perpendiculaire  au  plan. 


M\    ï 
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Menez ,  dans  le  plan  MN^  une  droite  fiC  qui  coupe  les 
trois  droites  PB,  PQ,  PC;  prolongez  AP  d'une  longueur 
PA'=  AP,  et  joignez  les  points  A,  A'  aux  .points  B ,  Q,  C 

La  ligne  PC  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AA', 
les  obliques  CA,  CA'  sont  égales;  par  la  même  raison 
BA=BA'.  On  conclut  de  là  que  les  triangles  BCA ,  BCA' 
sont  égaux  comme  ayant  le  côté  BC  commun ,  et  les  autres 
côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Si  donc  on  fait  tourner  le 
triangle  BCA'  autour  de  BC  pour  rappliquer  sur  son  égal 
BCA ,  le  point  A'  tombera  en  A>  et  comme  le  point  Q  ne 
change  pas,  la  ligne  QA'  s'appliquera  exactement  sur  QA. 

La  droite  PQ  est  donc  perpendiculaire  sur  AA',  puisque 
deux  de  ses  points  P  et  Q  sont  également  distants  des  ex- 
trémités de  cette  droite. 

PROPOSITION  V. 

TnOBSMS* 

Par  un  point  donné  on  peut  mener  une  perpetuUcu- 
laire  àun pUmy  et  on  n^en peut  mener qu^ une. 


"V 


Supposons  d*abord  que  le  point  donné  O  soit  situé  dans 
le  plan  MN. 

Menez  dans  ce  plan  une  ligne  quelconque  AB,  et  abais- 
sez 01  perpendiculaire  sur  cette  droite  ;  par  la  ligne  AB 
concevez  un  plan  quelconque ,  et  menez  dans  ce  plan  CI 
perpendiculaire  sur  AB;  enfin,  dans  le  plan  OIC,  élevez  OG 
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perpendiculaire  sur  OL  OC  aéra  perpendiculaire  au  plan 

Pour  le  démontrer^  tirons  ,  parle  point  O,  une  droite 
quelconque  OB  dans  le  plan  MN;  prolongeons  GO  d'iine 
longueur  OC'=  OC ,  et  menons  les  lignes  CB,  CB,  CI. 

La  ligne  AB  ëtant  perpendicutaire  aux  deux  droites  IC , 
lO  est  perpendiculaii*e  au  plan  CIO ,  et  par  suite  à  la  droite 
iC^  qui  est  située  dans  ce  plan.  Les  triangles  Cfil,  C'BI 
sont  done  rectangles,  et  sont  égaux;  car  BI  est  Commun, 
et  les  «côtés  CI ,  CI  sont  éganx  comme  obliques  égtilement 
éloignées  du  pied  de  la  perpendiculaire  OI. 

On  II  donc  CBrnC'B;  donc  aussi  BO  est  perpèndtcu- 
kire  «ur  le  itiilreu  de  CC  ;  et  cette  dernière  ligne  étant 
perpendiculaire  aux  deux  droites^  OB,  OI,  est  perpendi- 
culaire au  plan  MN. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  donné  C  soit 
situé  hors  du  plan  MN  (même  figure). 

Menez,  dans  le  plan,  une  droite  quelconque  AB,  abais- 
sez CI  perpendiculaire  sur  AB  ;  puis  élevez  dans  le  plan 
MM^,  lO  perpendiculaire  sur  AB;  enfin  abaisse^  OO  per- 
pendiciitttire  sur  01  ;  GO^era  perpendiculaire  au  plan. 

(La  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le 
premier  cas.) 


Par  un  point  O  donné  sur  le  plan  MN ,  on  ne  peut 
élerer  qu  nue  seule  pérpendiotiUiire  à  ce  plan  ;  on*  «i  on 
pouvait  en  élever  deux  OA,  OB,  conduisez  par  ces  deux 
droites  un  plan  doot  Tintersection  avec  leplattMNsoit  OC. 
^ors  les  deux  droites  OA,  OB  seraîent  p«rpen«licnlaiires 
sur  OC  au  même  point  «t  dans  le  mdmeplan,  ce  qui  est 
ih^ssible. 
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Pareitleriiënt^  il  est  iitipossîl>le  d'abaisser  d'un  point 
hors  d*un  pkn,  dMK  perpemliculaires  à  vt  plan;  car  soient 
AP,  ÂQ  ces  deux  perpendiculaires;  le  triangle  APQ  aurait 
deux  angles  droits,  ce  qui  e$i  iinpossible. 

PROPOSITION  VI. 

T&BOREME* 

Par  un  point  on  peut  mener  uh  pian  perpendicur 
iaire  à  une  droite ,  et  on  n'en  peut  mener  q^un  seul, 

V*  Supposons  que  le  pomt  dofinë  G  ^oit  ^ttuë  sur  |a 
di<oîte  AB.  MepoD$.devix,plaD«  pac  AB,  e£  dan«  ces  pfens 
élevons  CD  et  CE  pespendiculaii^es  sur  la  ligne  AB.  Le 
plan  MD ,  conduit  suiyavft  ces  deux  droîtes ,  sera  évidem- 
ment perpendiculaire  à  AB. 


fig.i83. 


Maintenant  aucun  autre  plan  MH,  passant  par  le  point  G, 
ne  peut  être  perpeoidiQulaire  à  AS  ;  car  ai  èela  pouvait  avoir 
lieu>  un  plan  quelconque  conduit  par  la  ligne  AB  ooupé^ 
rait  MD  et  Ml)  suivant  deux  droôts  GN,  CG  qui  seraient 
toutes  deux  perpendiculaires,  à  AB,  au  ro^me  point  ist  dans 
le  néme  plan ,  ce  qui  est  impossible* 


^ 
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;  , .  ^'^  Supposons  le  point  domié  G  situé  hors  de  la  droite  AB. 
Abaissons  CD  perpendiculaire  sur  AB,  et  dans  un  plan 
passant  par  AB,  élevons  DE  perpendiculaire  sur  cette 
droite.  Le  plan  MN,  conduit  suivant  les  deux  lignes  CD, 
DE,  sera  perpendiculaire  à  AB, 

Enfin  aucun  autre  plan  MP,  passant  par  le  point  C,  ne 
peut  être  perpendiculaire  sur  AB  ;  car  si  cela  avait  lieu ,  le 
pian  ABC  couperait  le  plan  MP  suivant  une  droite  CG  dif- 
férente de  CD^;  on  pourrait  donc,  du  point  C,  abaisser 
deux  perpendiculaires  sur  AB* 

Corollaire.  Toutes  les  {^^rpendieulaires,  BG,  BD,  BE, 
élevées  en  un  point  Bdela  ligne  AB,  sont  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  cette  droite. 


'  En  «ffet,  le  plan  MN  conduit  par  les  deux  lignes  BC, 
BD,  est  perpendiculaire  sur  AB;  il  suffit  donc  de  prouver 
que  ce  pian  contient  toutes  les  antres 'perpendiculaires. 
Or  si  BE  n'était  pas  dans  (e  plan  MN,  le  plan  mené  par  les 
deux  droites  AB,  BE,  couperait  MN  suivant  la  droite  BH  ; 
et  on  aurait  au  même  point  et  dans  un  même  plan  deux 
lignes  BE,  BH  perpendiculaires  sur  AB. 


*  Le  poÎQt  G  ne  peat  se  confondre  avec  le  point  D,  puûqne,  d'après  le  pre- 
mier cas ,  on  ne  peot  mener  p«r  nu  point  d*uQe  droite  qu*nn  seul  pUn  pcrpen- 
dienlaire  à  cette  droite. 
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PROPOSITION  VIL 


THEOREME. 


Si  if  un  point  A,  Iiors  diiplan  MN,  on  mène  la  per^ 
pendiculaire  AP  et  les  obliques  AD,  AC,  AE, 

i^  La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute 
oblique. 

a**  Les  obliques  également  éloignées  de  la  perpen^ 
diculairey  sont  égales. 

3**  De  deux  obliques  inégalement  éloignées  du  pied 
de  la  perpendiculaire  y  celle  qui  s* en  écarte  le  plus  est 
la  plus  grande. 

1°  Le  triangle  APC  est  rectaiigle  en  P,  et  par  suite,  fig.i84« 
l'oblique  AG,  opposée  à  Tangle  droit,^  est  plus  grande  que 
la  perpendiculaire  AP. 

2^  Les  angles  APC,  APD  étant  droits,  si  Ion  suppose 
PC=PD,  les  triangles  APC,  APD  auront  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  sont  égaux,  et  Ton 
aura  AC=AD. 

3''  Si  la  distance  P£  est,  plus  grande  que  PD;  prenons 
PB=;r  P13  ^  jpignonç  AB  ;  on  aura  AB=  Ai).  Or  AB  est 
plus  petit  que  AE  *,  donc  AD  est  plus  petit  que  AE.  *  «7,  ».' 

Corollaire*  Toutes  les  obliques  égales  AJB,  AC,  AD,  etc., 
aboutissent  à  la  circonférence  BCD,  d^critedu.pied  de. la 
perpendiculaire^  P  comme  centre  ;  donc  étant  donnp  un 
point  A  hors  d'un  plan ,  si  on  veut  trouver  sur  ce  plan  le 
point  P  où  tOQiberait  la  perpendiculaire  abaissée  de  A ,  il 
faut  marquer  sur  ce  plan  trois  points  B,  C,  D,  également 
éloignées  du  point  A,  et  chercher  ensuite  le  centre  du 
cerqle  gui  passe  par  ces  points;  ce  centre  sera  le  point 
cherché  P. 


PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME. 

Eg.iss.  SoitkP  ime  perpendiculaire  au  plan  MN  et  BC  une 
ligne  située  dans  ce  plan;  si  du  pied  V  de  la  perpendi-- 
cuhnre  on  abaisse  Vïi  perpendiculaire  sur  BC,  et  quon 
joigne  AD,y^  dis  que  AD  sera  perpendicuhnre  à  BC 

Prenez  DB  =  DC,  et  joignez  PB,  PC,  AB,  AC  :  puisque 
DB=t)C,  l'oblique  PB==PC;  et  par  rapport  à  la  perpen- 
♦  7  diculaire  AP,  puisque  PB=PC,  Toblique  AB  =  AC*; 
donc  la  ligwè  AD  a  deux  de  ses  points  A  et  D  également 
distants  d«s  extrémités  B  «t  C;  donc  AD  >èst  pôlrpendicu-' 
laire  sur  le  milieu  de  BC. 

Corollaire.  On  voit  en  même  temps  que  BC  est  perpen- 
diculaire au  plan  APD,  puisque  BC  est  peipendioulsire 
à  la  fois  aux  deux  droites  AD,  PD. 

PROPOSItlON  IX- 

THÉORÈME. 

lig.  186*  Si  la  ligne  AP  ^st  perpendiculàiTe  au  plan  MN , 
toate  ligne  l>E  parallèle  ^  AP  sera  perpendiculaire  au 
mente  plan. 

Suivant  les  parallèles  AP,  DE,  conduisez  un  plan  dont 
rintersection  avec  le  plan  MN  sera  PD  ;  dan$  le  pfâti  MN 
menez  BC  perpendiculaire  à  PD,  et  ji:>ig[nez  AD. 

Suivant  le  corollaire  du  théorème •  précédent,  BC  est 
perpendiculaire  au  plan  APDE;  donc  l'angle  BDE  est 
droit  :  mais  langle  EDP  est  droit  ausrf ,  puisque  AP  est 
^pendiculaîre  à  PD,  et  que  DE  est  parallèle  à  AP  ;  donc 
la  ligne  DE  est  perpendiculaire  aux  deux  droites  DP,  DB  ; 
donc  elle  est  perpendiculaire  à  leur  plan  MN.' 

Corollaire  L  Réciproquement  si  les  droites  AP,  DE  sont 
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pef peyrdiculaires  au  plan  MN,  elteà  seront  parallèles ,  car 
si  elles  ne  I  étaient  pas,  condnisev  pat  le  point  D  nne  pa* 
rallèle  à  AP,  cette  parallèle  sera  perpendiculaire  au  plan 
MN  ;  donc  on  pourrait  par  un  même  point  D,  élever  deux 
perpendiculaires  à  un  même  plan,  ce  qui  est  imposable ^.  *  s. 

Corollaire  IL  Deux  lignes  A' et  B,  parallèles  à  uue  troi- 
sième C,  sont  parallèles  entre  elles  ;  car  imaginez  un  plan 
perpendiculaife  à  la  ligne  G,  les  ItgMs  A  et  B,  parallèles  à 
cette  perpendiculaire,  seront  perpendiculaires  au  même 
plan  ;  donc  par  le  corollaire  précédent,  elles  seront  paral- 
lèles entre  elles. 

Il  est  entendu  que  les  trois  lignes  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan ,  sans  quoi  la  proposition  serait  déjà  connue. 

PROPOSITION  X. 

THéoBÈMB. 

Par  un. point  k  gn  ne  peut  mener  dans  Cespace  fig.iSa. 
qu^ une  parallèle  à  la  ligne  CD. 

Car  une  parallèle  à  CD  menée  par  le  point  A,  est  située 
dans  le  plan  qui  passe  par  ce  ponit  et  |iar  la  droite  CD;  et 
Ton  sait  que  dans  un  plan  on  ne  peut  mener  par  un  point 
donné  qu'une  seule  paratMIe  à  WAe  droite. 

PROPOSITION  XL 

Si  la  ligne  AB  esi  parallèle  à  une  iiroiêe  CD  menée  fig.iS7. 
dans  ie  pliUiJIIM,  die  sera  paraUèie  à  ce  pian. 

Car  si  la  iignfe  AB,  qui  est  dans  le  plan  AUCD,  rencon- 
trait le  plan  MN,'<^e  ne  pouitait  être  qu'en  quelque  point 
de  la  li^ne  CD,  intersection  commune  des  demis  ftttn^  :  br, 
AB  Me  peut  rën]cotitrerCD,'puiM(u'dle  kii  est •paraMèiift  ; 
donc  elle  ne  rencontrera  pas  non  ptuto  le  plutn  MN  ;  donc 
elle  est  parallèle  à  ce  plan  *.  -■*'*%.  déf. 
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Corollaire  L  Si  une  droite  AB  est  parallèle  au  plan  MN, 
tout  plan  ABCD  mené  par  AB^  coupera  ISJS  suivant  une 
droite  CD  parallèle  à  AB. 

En  effet  I  les  droites  AB,  CD  étant  dans  le  même  [dan 
ABCD ,  si  la  ligne  AB  rencontrait  CD«  elle  rencontrerait 
le  plan  MN,  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

Corollaire  II.  Si|  par  un  point  C  d'un  plan  MN  parallèle 
à  la  droite  AB,  on  mène  une  ligne  CD  parallèle  à  cette 
droite,  cette  parallèle  sera  située  dans  le  plan  MN. 


•NEEX. 


Car  s'il  en  était  autrement)  le  plan  mené  par  la  droite 
AB  et  le  point  C ,  couperait  MN ,  suivant  une  ligne  CE, 
paràltèleà  AB,  et  on  pourrait  par  un  point  mener  deux 
parallèles  à  une  droite. 

PROPOsrrioNxiL 

THBQBBMB. 

fis  isa.       Deux  plans  MN,  PQ,  perpendiculaires  ci  une  même 
droite  AB,  sont  parallèles  entre  eux. 

Car  s'ils  se  rencontraient  quelque  part ,  soit  O  un  de 
leurs  points  communs  ,  et  joignez  OA ,  OB;  la  ligne  AB , 
perpendiculaire  au  planMN,  est  perpendiculaire  à  la  droite 
OA  menée  par  son  pied  dans  ce  plan  ;  par  la  même  raison 
AB  est  perpendiculaire  à  BO;  donc  OA  et  OB  seraient 
deux  perpendiculaires  abaissées  du  même  point  O  sur  la 
même  ligne  droite ,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  les  plans 
MN,.PQ,  ne  peuvent  se  rencontrer;  donc  ils  sont  parai- 
..    lèles.  .  . 
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PROPOSITION  XIU. 

THÉORÈME* 

Les  intersections  EF,  GH,  de  deux  plans  parallèles^  gg.  ,89. 
MN,  PQ,  par  un  troisième  plan  FG,  sont  parallèles. 

Car  si  les  lignes  EF ,  6H ,  situées  dans  un  même  plan  , 
ne  sont  pas  parallèles,  prolongées  elles  se  rencontreront  ; 
donc  les  plans  MN,  PQ,  dans  lesquels  elles  sont ,  se  ren- 
contreraient aussi  ^  donc  ils  ne  seraient  pas  parallèles. 

PROPOSITION  XIV. 

THB0RBJI8. 

Là  ligne  AB,  perpendiculaire  au  plan  MN,  estper^  fig.iss. 
pendiculaire  au  plan  PQ^  parallèle  à  MN. 

Ayant  tiré  à  volonté  la  ligne  BC  dans  le  plan  PQ ,  sui- 
vant AB  et  BC,  conduisez  un  plan  ABC  doutTintersection  ^ 
avec  le  plan  MN  soit  AD,  Tintersection  AD  sera  parallèle 
à  BC*;  mais  la  ligne  AB  perpendiculaire  au  plan  MN  est  «23, 
est  perpendiculaire  à  la  droite  AD  ;  donc  elle  sera  aussi 
perpendiculaire  à  sa  parallèle  BC;  et  puisque  la  ligne  AB 
est  perpendiculaire  à  toute  ligne  BC  menée  par  son  pied 
dans  le  plan  PQ,  il  s'ensuit  qu  elle  est  perpendiculaire  au 
plan  PQ. 

PROPOSITION  XV. 

THBORBMS. 

Deux  plans  A,  B,  parallèles  à  un  troisième  C,  sont 
parallèles  entre  eux. 


A 

;1> 

~\ 

î 

»\ 

i- 

! 

! 

^V_ 

ip 

1 5^  GEQMETillE. 

Menez  DF  perpendiculaire  au  plan  C;  cette  droite  est 
perpendiculaire  aux  plans  A  et  B ,  en  vertu  du  théorème 
précédent;  donc  ces  plans  t^ont  parallèles  comme  étant 
perpendiculaires  à  une  mênie  droite, 

PROPOSITION  xvr. 

THBORBME» 

fig.189.  Les  pàrcblièUs  EG,  FH,  comprises ,enive  dewcpèans 
parallèles  MN,  PQ,  sont  égales. 

Par  les  parallèles  EG,  FH,  faites  passer  le  plan  EGHF  , 

qui  rencontrera  les  plans  parallèles  suivant  £F  et  GH.  Les 

*i3.  intersections  EF,  GH,  sont  parallèles  entrç  elles  %  ainsi 

queEG,  FH;  donc  la  figure  EGHF  est  unparallélog^mrae; 

doncEG  =  FH. 

Corollaire^  Il  suit  de  là  que  deux  plans  parallèles  sont 
partout  à  égale  distance-^  car  si  ÉG  et  FH  sont  perpendi- 
culaires aux  deux  plans  MN,  PQ,  eA'es  seront  parallèles 
♦g.        entre  elles*;  donc  elles  sont  égales. 

PROPOSITION  XVII, 

THSOHÈME. 

fig.  tgo.  Si  deux  angles  CAE,  DBF,  non  situés  dans  le  m^me 
plan ,  ont  leurs  côtés  .parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens,  ces  angles  seront  égaux  et  leurs  plans 
seront  parallèles. 

Prenez  AC  =  BD ,  AEzzr  BF ,  et  joignez  CE ,  DF ,  AB , 
CD,  EF.  Puisque  AC  est  égale  et  parallèle  à  BD,  la  figure 
ABCp  est  un  parallélogramme;  donc  CD  est  égale  et  pa- 
rallèle à  AB.  Par  une  raison  semblable  EF  est  égale  et  pa- 
rallèle à  AB;  donc  aussi  CD  est  égale  et  parallèle  à  EF ,  la 
figure  CEFD  est  donc  un  parallélogramme,  et  ainsi  le  côté 
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CE  est  égal  et  parallèle  à  DF;  donc  les  triangles  CAE, 
BDF  sont  équilatër^vx  entre  eu)(;  donc  langle  CAE= 
DBF. 

En  second  lieu  je  dis  que  le  plan  AGE  est  parallèle  au 
plan  BDF  ;  car ,  supposons  que  le  plan  parallèle  à  BDF , 
mené  par  le  point  A,  rencontre  les  lignes  GD^  EF,  en  d'au- 
tres points  que  G  et  E^  par  exemple  en  G  et  H  ;  alors,  sui- 
vant la  proposition  xvi,  leâ  trois  lignes  AJB^  GD,FH, 
seront  égales  :  mais  les  trois  AB>  CD  ,  £F ,  Ip  sont  déjà) 
donc  on  aurait  GD  7=GD,  et  F H=:7  £F,ce  qui.^st  absurde; 
donc  le  plan  AGE  est  parallèle  à  BDF. 

Corollaire.  Si  deux  plans  parallèles  AIN,  PQ,  squ^  ren- 
contrés par  deux  autres  plans  GAAD,  EABP,  les  angles 
CAE,  BDF>  formés  par  les  intersactîo.ns  dça  pians  pf^r^i- 
lèleS)  seront  égaux;  car  Tipterseciion  AG  W  parallèle  à 
W)  * ,  AE  r est  à  BF,  donc  l'angle  CAE = DBF,  ♦  ,3. 

PROPOSITION  XVIII. 

THÉORÈME. 

5/  trois  droites  AB,  CD^  EF,  non  situées  dans  le  fig.igow 
même  plan^  sont  égales  et  parallèles  y  les  triangles 
ACE,  BDF,  formés  de  part  et  d!  autre  enjoignant  les 
extrémités  de  ces  droites  ^  seront  égau^ ,  et  leurs  plans 
seront  parallèles. 

Car,  puisque  AB  est  égale  c^t  pai:allèle  k  GD,  I^  $gtire 
ABGD  est  un  parallélogramme  ;  donc  le  côté  AC  est  égal 
et  parallèle  à  BD.  Par  une  maison  semblable  les  côtés  AE  y 
BF,  sont  égaux  et  parallèles  ainsi  que  G£,  DF;  donc  les 
deux  triangles  ACE ,  BDF ,  sont  égaux  ;  ou  propvera  d'ail- 
leurs ,  comme  dans  la  proposition  précédente ,  que  leurs 
plans  sont  parallèles. 
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PROPOSITION  XIX. 

THÉOEÈMS. 

fig.i9î.       Deux  droites  comprises  entre  trois  plans  pamllèles^ 
sont  coupées  en  parties  proportionnelles. 

Supposons  qne  la  ligne  AB  rencontre  les  plans  parai* 
lèles  MN,  PQ,  BS,  en  A,  E,  B»  et  que  la  ligne  CDren- 
contre  les  mêmes  plans  en  C^  F,  D  ;  je  dis  qu'on  aura 
AE  :  C  F  D  :  :  B.:FE 

Tirez  AD  qui  rencontre  le  plan  PQ  en  G ,  et  joignez 
AC  ,  E6,  GF,  BD ;  les  intersections  EG,  BD ,  4es  plans 
*i3.  parallèles  PQ,  RS,  par  le  plan  ABD  sont  parallèles  *  ; 
donc  AE  :  EB  ::  AG  :  GD;  pareillement  les  intersections 
AC ,  GF ,  étont  parallèles,  on  a  AG  :  GD  n  CF  :  FD; 
donc^  à  cause  du  rapport  commun,  AG:GD,  on  aura 
AE  :  EB  ::  CF  :  FD. 

PROPOSITION  XX. 

THBORBHB. 

fig.  tgi.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque  situé  ou  non 
situé  dans  un  même  plan;  si  on  coupe  les  côtés  opjyo^ 
ses  proportionfullement  par  deux  droites  EF  ,  GH,  (h' 
sorte qu*on  ait  AE:EB  ::  DF:FC,^irBG:GC  :.  AÏI:HD; 
je  dis  que  les  droites  EF,  GH,  se  couperont  en  un 
point  M,  de  'manière  qu'on  aura  HMrMG  ::  AE:EB, 
e^EMrMFi.AHrHD. 

Conduisez  suivant  AD  un  plan  A^HcD  qui  ne  passe  pas 

suivant  GH;par  les  points  E,  B ,  C,  F,  menez  à  GH  les 

parallèles  £e,  B&,  Ce,  F/*,  qui  rencontrent  ce  plan  en 

9  ^9  <^jj^  ^  cause  des  parallèles  B£,  GH ,  Ce ,  on  aura 

iH:H<:::BG:GC::AH:HD;  donc  les  triangles  AHi,  DHc, 
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sont  semblables.  On  aura  ensuite  ke  :  eb  ::  AE  :  EB  ,  et 
Dfi  cfw  DF:  FC;  donc  Kexeh  ::  Hfifc^  ou^ componendo^ 
ke  :  jyf  ::  Ai  :  De  ;  mais,  à  cause  des  triangles  semblables 
AH&,DHc,onaAd:Dc::AH:DH;âoncAd:D/::AH:DH: 
d'ailleurs  les  triangles  AH6,  cHD,  étant  semblables,  langle 
HAtf=HD/';  donc  les  triangles  AH«,  DH/,  sont  sembla- 
bles, donc  Tangle  AH^=DH/I  II  s  ensuit  d.  abord  ((ue 
elif  est  une  ligne  droite,  et  qu  ainsi  les  trois  parallèles  "Ee^ 
GH,  ¥/\  sont  situées  dans  un  même  plan ,  lequel  contien- 
dm  les  deux  droites  £F,  GH^  donc  celles-ci  doiyentse  cou* 
per  en  un  point  M.  Ensuite,  à  cause  des  parallèles  E^,  MH, 
F/,  on  aura  EM  :  MF  ::  cH  :  H/::  AH  :  HD, 

Par  une  construction  semblable,  rapportée  au  côté  AB, 
on  démontrerait  que  HM  :  MG  ::  AE  ,  EB. 

DEFINITIONS.  Z 

On  appelle  projection  d*un  point  sur  un  plan,  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan. 

1  .B 


La  projection  d  une  ligne  AMB  sur  un  plan ,  est  la  ligne 
atnb  formée  par  les  projections  de  tous  les  points  de  la  ligne 
AMB. 

PROPOSITION  XXI. 

'niBORBMB. 

La  projectWH  (ttme  ligne  droite  svu'  un  plan  est  une 
ligne  droite. 

11 


i6ii 


(1 


D*un  point  A  de  la  ligne  AB,' abaissons  la  petpendicu- 
laire  Âa  sur  le  plan  RS^  et  menons  par  les  droites  AB,  \a 
un  plan  qui  coupera  RS  suivant  àb, 

SI  par  les  points  M,  N^...  de  la  ligne  AB  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  le  plan  RS,  elles  seront  toutes  paral- 
lèles à  Aa,  et  seront  situées  dans  le  plan  BAa;  elles  ne 
pourront  donc  rencontrer  le  plan  RS  qfûé  sut  la  ligne  ab. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉOREMS, 

Vangle  aigukha  formé  par  la  droite  kB  ài^ec  sa 
prçjection  Ba  sur  le  plan  MTSf,  est  moindre  que  F  angle 
ABD,  que  fait  la  même  droite  a^ec  toute  autre  BD, 
passant  par  son  vied  dans  le  plan. 


Prenons  BD=:Ba,  et  joignons  AD  ;  les  deux  triangles 
ABa,  ABD  ont  le  côté  AB  commun  î  de  plus  Ba=:BD  par 
construction  ;  mais  le  troisième  côté  Aa  du  premier  trian- 
gle^ est  plus  petit  que  le  troisième  côté  AD  du  second 
triangle,  puisque  Aa  est  perpendiculaire  au  plan  MN,  et 
que  A  D  est  une  oblique  { donc  l'angle  ABa  «at  «noindre <fxe 
Fangle  ABD. 
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ScolieL  L'aogie  aign  que  fait  une  droite  avec  sa  projec- 
tion sur  un plan^ étant  langle  minimum,  l'angle  obtus  est 
maximum» 

Scolie  II.  L'angle  aigu  que  fait  une  droite  avec  sa  pro- 
jeclion  sur  un  plan ,  en  raison  de  la  propriété  qui  vient 
d*étre  démontrée ,  est  appelé  angU  de  la  droite  wec  le 

PROPOSITION  xxm. 

THBORBMS. 

Étant  données  deux  droites  AB,  CD  non  situées 
dans  un  même  plan;  i**  on  peut  leur  mener  une  per- 
pendiculaire  commune;  a^  on  n  en  peut  mener  qu  une; 
3®  elle  est  la  plus  courte  distarwe  des  deux  droites. 

i""  Par  un  point  Â  de  la  droite  AB,  menons  AL  paral- 
lèle à  CD;  et  conduisons  par  les  deux  droites  AB ,  AL,  le 
plan  MN  parallèle  à  CD* 


M 


c 

:        1               D  . 

- A. 4 ,   ^                  __/* 

A 

i     î«                 •     w/ 

D'un  point  quelconque  D  pris  sur  CD  abaissons  DH 
perpendiculaire  au  plan  MN,  et  par  le  point  H  menons 
HF  parallèle  à  CD;  enfin  par  le  point  F  lirons  FC  paral- 
lèle à  DH  :  FC  sera  une  perpendiculaire  commune  aux  deux 
droites. 

Car  FC  étant  parallèle  à  DH  est  perpendiculaire  au  plan  *9< 
MN*;  elle  est  donc  perpendiculaire  sur  AB  et  sur  FH;  elle 
lest  donc  aussi  sur  CD  parallèle  à  FH. 

a°  FC  est  la  seule  perpendiculaire  commune;  car  si  l'on 


II. 


|64  GBOMiTRIE. 

supposait  qu'une  autre  droite  IK  fiit  perpendiculaire  sur 
AB  et  sur  CD;  elle  serait  aussi  perpendiculaire  sur  la  droite 
KP  parallèle  à  CD;  donc  elle  serait  perpendiculaire  au  plan 
*  9.  MN;  d'ailleurs  la  ligne  IG  parallèle  à  DH  est  perpendicu- 
laire au  même  plan  ;  on  pouirait  donc  d'un  point  abaisser 
deux  perpendiculaipes  sur  un  plan. 

y  FC  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  ;  car 
soit  IK  une  autre  droite  qui  rencontre  AB  et  CD  ;  si  1  on 
mène  IG  parallèle  à  DH;  IG  sera  perpendiculaire  à  MN^  et 
sera  plus  petit  que  IK;  or  IG  =  FG;  donc  on  a  FC  <  IK. 

ANGLES  FORMÉS  PAR  LES  PLANS. 

DÉFINITIONS. 

I.  L'inclinaison  plus  ou  moins  grande  de  deux  plans 
qui  se  rencontrent  s'appelle  angle  dièdre. 

L'intersection.des  deux  plans  se  nomme  Yaréte  de  l'angle 
dièdre  ;  les  deux  plans  qui  le  forment  en  sont  les  faces. 

On  désigne  un  angle  dièdre  au  moyen  de  quatre  lettres* 
deux  d'entre  elles  seryent  à  désigner  l'arête ,  et  les  deux 
autres  représentent  les  deux  faces.  On  a  soin  de  mettre  au 
milieu  les  deux  lettres  qui  désignent  l'arête. 

IL  Deux  angles  dièdres  sont  dits  égaux,  lorsqu'on  peut 
faire  coïncider  leurs  faces. 
lig  ,y3^  III.  L'angle  NAP,  formé  parles  perpendiculaires  NA, 
AP,  menées  dans  les  deux  faces  de  Fangle  dièdre  .PMAN> 
en  un  même  point  de  l'arête  MA,  est  Yangle  rectUigne 
correspondant  à  l'angle  dièdre. 

L'angle  rectiligne,  ainsi  formé,  est  le  même  en  tous  les 
points  de  l'arête;  car  si  au  point  M,  on  forme  de  même 
l'angle  rectiligne  CBfB  ;  les  droites  MG,  AN  seront  parallèles 
comme  étant  situées  dans  un  même  plan ,  et  de  plus  per* 
pendiculaires  à  MA,  de  même  MB  est  parallèle  à  AP;  donc 
CMB=NAP. 
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Lorsqu'un  pl«n  PB  en  reocontre  un  autre  MN,  il  forme 
avec  celui^â  deux  angles  dièdres  adjacents  PÂBM,  PABN. 
Si  ces  angles  adjacents  sont  égaux,  le  plan  PB  est  dit  per- 
pendiculaire sur  MN;  et  les  angles  dièdres  égaux  s'appel- 
lent angles  dièdres  droits.  (Il  sera  démontré  que  tous  les 
angles  dièdres  droits  sont  égaux.)  , 

PROPOSITION  XXIV. 

THÉORÈME. 

Par  une  droite  AB  sititée  dcfhs  le  plan  MN  on  peut 
mener  un  plan  perpendiculaire  ci  MN,  et  on  n* en  peut 
mener  qu^ un  seul. 

Corollaire.  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux. 


La  démonstration  de  ce  théorème  et  du  corollaire  étant 
tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  (liv.  i^  pr.  i), 
nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  donner  lui-même. 


^  I 
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PROPOSITION  XXV. 

THBOÙMB. 

Tout  plan  qui  en  rencontre  un  autres  forme  açec  lui 
deux  angles  dièdres  adjacents  dont  la  somme  vaut 
deux  angles  dièdres  droits. 

Corollaire.  Si  un  plan  est  perpendiculiire  sur  un  autre, 
ce  second  plan  est  perpendiculaire  sur  le  premier.  (Voyez 
liv.  i",  pr.  3.) 

PROPOSITION  XXVI. 


THEOREME. 


Si  deux  angles  dièdres  CABD,  GEFH  sont  égaux  ^ 
leurs  angles  rectilignes  CBD,  GFH  seront  égaux. 


H 

En  effet,  portons  le  second  dièdre  sur  le  premier  de  ma- 
nière que  EF  tombe  sur  AB,  le  point  F  en  B,  et  que  le 
plan  EFG  s'applique  sur  le  plan  ABC;  les  angles  EF6, 
ABC  étant  droits,  FG  prendra  la  direction  BCj  mainte- 
nant, à  cause  de  Tégalité  des  angles  dièdres,  le  plan  EFH 
s  appliquera  sur  ABD,  et  comme  les  angles  EFH,  ABD 
sont  droits,  FH  coïncidera  avec  BD. 

Corollaire,  L'angle  dièdre  droit  a  pour  angle  rectiligne 
un  angle  droit. 
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Car  quand  Un  plan  est  perpendhnilaiiv  sur  un  autre, 
les  angles  dièdres  adjacents  sont  égauic  ;  les  angles  recti- 
lîgnes  qui  leur  correspondent  sont  donc  aussi  égaux;  or 
ceux-ci  sont  adjacents,  donc  ils  ^ont  droits. 


PROPOSITION  xxvn. 

THBORBIIB. 

Deux  angles  dièdres  CABD,  GEFH  sont  entre  eux 
dans  le  même  rapport  que  leurs  angles  rectilignes 
CBD,  GFH. 


Supposons  que  les  deux  angles  dièdres  aient  une  com«> 
mune  mesure,  et  qu*en  divisant  CABD  en  trois  parties 
égales,  'GEPH  renferme  4  ^^  ^^^  parties ,  on  aura 

CABD:GEFH::3:4. 

Menons  les  plans  CBD ,  GFH  respectivement  perpendi- 
culaires  aux  arêtes  AB ,  EF  ;  ces  plans  couperont  les  faces 
de  divisions  suivant  des  droites  BG,  BM,...  FG,  FP,  FR... 
respectivement  perpendiculaires  sur  AB  et  sur  EF;  or  les 
angles  rectilignes  CBM,  MBN...  GFP^  PFR...  sont  égaux 
comme  correspondants  à  des  dièdres  égaux;  d*ailleurs  CBD 
contient  trois  de  ces  angles ,  et  GFH  en  contient  4  ;  on  a 
donc  aussi  :  CBD  :  GFH  :  :  3 : 4. 

donc  enfin        CABD  :  GEFH  :  :  CBD  :  GFH. 

Si  les  deux  angles  dièdres  n'avaient  pas  de  commune 
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mesure,  on  ferait  Toir,  par  le  raisonnement  connu,  que  la 
proportion  subsiste  encore. 

Scolie.  Il  résulte  de  ce  théorème,  que  si  Ton  veut  me- 
surer un  angle  dièdre  D,  c  est-à-dire,  trouver  le  .rapport  de 
D  à  un  angle  dièdre  pris  pour  unité  (le  dièdre  droit,  par 
exemple),  il  suffira  de  cherchier  le  rapport  de  Tangle  recti- 
ligne  de  D  à  un  angle  droit. 

PROPOSITION  XXVIII. 

^  THÉOaBMB. 

fîg^T94.  La  ligne  AP  étant  perpendiculaire  au  plan  ;MN^  ftfoj^ 
plan  APB ,  condidt  suis^aM*  AP,  sera  perpendiculaire 
au  plan  MN. 

Soit  BC  rintersection  des  plans  AB,  MN;  si  dans  le  plan 
MN  on  mène  DE  perpendiculaire  à  BP,  la  ligne  AP,  étant 
perpendiculaire  au  plan  MN,  sera  perpendiculaire  à  cha- 
cune des  deux  droites  BG,  DE:  mais  Tangle  APD,  formé 
par  les  deux  perpendiculaires  PA^  PD,  à  Tintersection  com- 
mune BP,  mesure  langle  des  deux  plans  AB,  MN;  donc, 
puisque  cet  angle  est  droit,  les  dieux  plans  sont  perpendi- 
culaires entre  eux. 

Scolie.  Lorsque  trois  droites,  telles  que  AP,  BP,  DP, 
sont  perpendiculaires  entre  elles,  chacune  de  ces  droites 
est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres  et  les  trois 
plans  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

PROPOSITION  XXIX. 

THéORBMB. 

Cfc'.  194.  ^^  le  plan  AB  est  perpendiculaire  au  plan  MN,  et  que 
dans  le  plan  AB  on  mène  la  ligrut  P  A  perpendiculaire 
à  rintersection  commune  VB^je  dis  que  PA  sera  per- 
pemUculaire  au  plan  MN. 
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Car  si  dans  le  plan  MN  on  mène  PD  perpendiculaire  à 
PB,  l'angle  APD  sera  droit,  puisque  les  plans  sont  perpen- 
diculaires entre  eux;  donc  la  ligne  ÂP  est  perpendiculaire 
aux  deux  droites  PB,  PD;  donc  elle  est  perpendiculaire  à 
leur  plan  MN. 

Corollaire.  Si  le  plan  AB  est  perpendiculaire  au  plan 
MN,  et  (pie  par  un  point  P  de  l'intersection  commune  on 
élève  une  perpendiculaire  au  plan  MN;  je  dis  que  cette 
perpendiculaire  sera  dans  le  plan  AB ,  car ,  si  elle  n'y  était 
pas,  on  pourrait  mener  dans  le  plan  AB  une  perpendicu- 
laire AP  à  l'intersection  commune  BP ,  laquelle  serait  en 
même  temps  perpendiculaire  au  plan  MN;  donc  au  même 
point  P  il  7  aurait  deux  perpendiculaires  au  plan  MN;  ce 
qui  est  impossible. 

PROPOSITION  XXX. 
i;hà>rxmb. 

Si  deux  plans  AB,  AD,  sont  perpendiculaires  à  un  «g.  194, 
troisième  MN,  leur  intersection  commune  AP  serapc}^ 
pendiculàire  à  ce  troisième  plan. 

Car  si  par  le  point  P  on  élève  une  perpendiculaire  au 
plan  MN ,  cette  perpendiculaire  doit  se  trouver  à  la  fois 
.  dans  le  plan  AB  et  dans  le  plan  AD  *;  donc  elle  est  leur  *mcw. 
intersection  commune  AP. 

DÉFINITIONS. 

I.  On  appelle  atigle  solide  ou  polyèdre^  la  figure  formée 
par  plusieurs  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point. 

H.  Les  intersections  des  plans  sont  les  arêtes  delangle 
solide;  le  point  de  concours  des  arêtes  en  est  le  sommet. 

Les  angles  formés  parles  arêtes  sont  appelés  \es  faces  ou 
les  angles  plans  do  Tangle  solide. 
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III.  Lorgque  le  nombre  des  plans  est  égal  a  trois,  Fangle 
solide  s'appelle  angle  trièdre. 

IV.  Nous  ne  considérerons  que  des  angles  solides  con- 
vexes, c'est*à-dire|  qui  sont  situés  entièrement  d'un  même 
côté  d'une  de  leurs  faces  prolongées. 


y.  Un  angle  solide  SABCD  étant  donné,  si  l'on  prolonge 
les  arêtes  SA,  SB...,  au  delà  du  point  S,  on  forme  un 
nouvel  angle  solide  S'AIVCH^  qui -est  dit  symétrique  du 
premier. 

Il  est  évident  que  ce  nouvel  angle  solide  a  les  mêmes 
angles  plans ,  et  les  mêmes  angles  dièdres  que  le  premier. 
Néanmoins  ces  deux  angles  solides  ne  pourront  pas  en  gé- 
néral être  superposés;  car  si  l'on  fait  coïncider  la  face  D'S'A' 
sur  son  égale  ASD  de  manière  que  les  arêtes  des  deux  an- 
gles solides  soient  situées  d'un  même  côté  de  la  face  com- 
mune, on  voit  qu'en  partant  de  l'arête  SD,  et  faisant  le  toiir 
des  deux  angles  solides,  les  angles  plans  et  les  angles  diè- 
dres se  présenteront  dans  un  ordre  inverse. 

PROPOSITION  XXXI. 

THBORBMB. 

Deux  angles  trièdres  sont  égaux  dans  toutes  leurs 
parties^  lorsqu'ils  ont  un  dièdre  égal  compris  entre  ileux 
faces  égales  chacune  à  chacune. 
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Soit  ASB  =  DTE,  BSG  =  ETF,  et  le  dièdre  SB  égal  au 
dièdre  TK 

Faisons  coïncider  Tangle  ASB  sur  son  égal  DTE;  à  cause 
de  légalité  des  angles  dièdres  SB  ,  TE ,  le  plan  ETF  s'ap- 
pliquera sur  le  plan  BSC,  et  comme  les  angles  ETF,  BSC 
sont  égaux,  l'arête  TF  prendra  la  direction  SC;les  deux  triè- 
dres  coïncideront  donc  et  auront  toutes  leurs  parties  égales. 

Si  les  faces  égales  des  deux  trièdres  étaient  inversement 
disposées  par  rapport  aux  dièdres  ^gaux,  on  superposerait 
le  trièdre  T  sur  le  symétrique  de  SABG ,  et  on  serait  con- 
duit à  la  même  conclusion. 

PROPOSITION  XXXII. 

TSBORBMB. 

Deux  trièdres  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties 
lorsqiiib  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  dièdres 
égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  ASG»DTF,  le  dièdre  SA=TD,  et  le  dièdre  SG 
=  TF. 

Faisons  coïncider  la  face  DTF  sur  son  égale  ASC;  a 
cause  de  légalité  des  dièdres  SA  et  TD,  SC  et  TF,  les  plans 
DTE,  FTE  s'appliquent  respectivement  sur  les  faces  ASB, 
GSB;  donc  l'arête  TE  coïncidera  avec  SB,  et  les  deux  trié* 
dres  coïncidant  auront  toutes  leurs  parties  égales. 


Si  les  dièdres  égaux  étaient  inversement  placés  par  rap- 
port aux  faces  égales,  on  superposerait  le  trièdre  T  sur  le 
symétrique  du  trièdre  S,  et  on  arriverait  ainsi  au  même 
résultat. 

PROPOSITION  XXXIII. 

THBORBMB. 

Si  deiix  angles  trièdres  ont  les  faces  égales  chacune 
à  chacune ,  les  angles  dièdres  opposés  aux  faces  égales 
seront  égaux  entre  eux. 


E 

Soit:     ASB=DTE,'ASC=DTF,  BSC=ETF. 

Prenons  les  six  longueurs  égales  SA ,  SB ,  SC,  TD ,  TE, 
TF;  et  tirons  les  lignes  AB,  AC,  BC,  DE,  DF,  EF.  Les 
triangles  isocèles  SAB,  DTE,  sont  égaux  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  il  en  sera  de  même 
des  triangles  SBG,  TSF,  et  aussi  des  triangles  SAC,  TDF. 
Enfin ,  de  Végalité  de  ces  triangles ,  résulte  celle  des  trian* 
gles  ABC,  DEF,  car  ils  sont  équilatéraux  entre  eux« 

Cela  posé:  par  un  point  M  de  l'arête  SA,  menons  dans 
les  faces  SAB ,  SAC,  les  droites  MN,  MP  perpendiculaires 
sur  SA  ;  ces  droites  rencontreront  les  côtés  AB  et  AC,  puis- 
que les  triangles  SAB,  SAC  étant  isocèles,  les  angles  à  la 
base  SAB,  SAC  sont  aigus;  enfin,  tirons  la  droite  NP. 

Maintenant,  prenons  DG=:  AM,  et  répétons  dans  le  se- 
cond trièdre  la  construction  précédente. 

Les  triangles  rectangles  AMN,  DGK  sont  égaux  comme 
ayant  le  côté  AM  =  DG  et  l'angle  aigu  MAN=:GDK;  on 


,    tfVRX  V.  173 

en  conclut  ÂN=:DK  et  MN  =  6K.  On  verrait  de  même 
que  MP=GH  et  AP=DH. 

On  reconnaît  aussi  que  les  triangles  PAN,  HDK,  sont 
égaux,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux;  d'où  l'on  conclut  :  NP=KH.  Donc  enfin,  les  trian- 
gles NMP,  KGH^  onxles  trois  côtés  égaux^chacun  à  chacun; 
donc  Fangle  NMP ,  qui  mesure  le  dièdre  SA  ,  est  égal  à 
Tangle  KGH  qui  mesure  le  dièdre  TD. 

Soolie.  Si  les  deux  angles  solides  ont,  en  outre,  leurs 
faces  semblablement  disposées,  ils  seront  égaux  par  super* 
position  ;  dans  le  cas  contraire,  ils  seront  symétriques. 

PROPOSITION  XXXIV. 

THBO&BME. 

1**  Tout  point  pris  sur  le  plan  bissecteur  d!un  angle 
dièdre  est  également  distant  des  deux  faces  de  l'angle 
dièdre, 

a®  Tout  point  pris  dans  V intérieur  d!un  angle  dièdie^ 
hors  du  plan  bissecteur ^  est  inégalement  éloigné  des 
deux  faces. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faite  la  démonstra- 
tion de  ce  théorème,  qui  est  analogue  à  la  proposition  âi, 
Ut.  I. 

Corollaire,  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  bissecteurs 
des  angles  dièdres  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

PROPOSITION  XXXV. 

THBORBME. 

Si  et  un  point  O,  pris  dans  V  intérieur  dun  angle  diè- 
dre^ on  abaisse  des  perpendiculaires  OA ,  OB  sur  les 
deux  faces  j  t angle  îiOR  formé  par  ces  dewt  droites 
sera  le  supplément  de  T angle  drèdre. 
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En  efFet,  le  plan  AOB  est  perpendiculaire  aux  deux  faces 
CDF,  CDE^  et  par  suite  à  leur  intersection  CD;  il  coupera 
donc  les  deux  faces  de  Tangle  dièdre  suivant  deux  droites 
AI,  BI  perpendiculaires  à  CD;  etlangle  AIE  sera  la  me- 
sure de  Tangle  dièdre.  D  ailleurs  le  quadrilatère  OAIB  ren- 
ferme deux  angles  droits  A  et  B;  donc  A0B+AIB=2*'^ 

Remarque.  Si  langle  dièdre  était  obtus,  il  pourrait  arri- 
ver pour  certaines  positions  du  point  O,  que  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  Tune  des  iàces  vint  la  rencontrer  sur 
son  prolongement.  Mais  on  peut  facilement  étendre  la  dé- 
monstration précédente  à  ce  cas,  en  remarquant  que  tous 
les  angles  ainsi  formés  en  donnant  au  point  O  différentes 
positions  sont  tous  égaux,  comme  ayant  les  c6tés  parallè-* 
les  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Or  si  Ton  place  le  point  O 
dans  le  plan  bissecteur,  les  perpendiculaires  abaissées  d« 
ce  point  sur  les  faces  ne  sauraient  les  rencontrer  dans 
leurs  prolongements.  La  démonstration  précédente  peut 
donc  s  appliquer  ;  donc  le  théorème  est  vrai  pour  toute) 
autre  position  du  point  O. 

PROPOSITION  XXXVI. 

THÉOEÈMS. 


Sidunpoint'Hipris  dans  F  intérieur  d'un  angle  trié-* 
dre  Sf  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP,  MQ,  MR 
sur  les  faces  ASB,  BSC,  ASC,  ces  perpendiculaires /on- 
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ment  un  second  trièdre  dont  les  faces  seront  les  sup^ 
pWnents  des  angles  dièdres  du  premier^  et  récipro- 
quement les  faces  du  premier  seront  les  suppléments 
des  dièdres  du  second. 


En  effet,  d'après  le  théorème  précédent,  Tangle  PMR, 
formé  par  les  droites  MP ,  MR  perpendiculaires  aux  deux 
faces  ASB,  ASC,  est  le  supplément  de  l'angle  dièdre  SA.  On 
Terrait  de  même  -que  Tangle  RMQ  est  le  supplément  de 
1  an^rle  dièdre  SC ,  et  que  l'angle  PMQ  est  le  supplément 
de  l'angle  dièdre  SB. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  de  la  proposition,  re- 
marquons d  abord  que  1  angle  solide  MPRQ  est  le  même, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  M  dans  l'angle  solide  S. 
Car  tous  les  angles  trièdres  ainsi  formés  auraient  leurs 
faces  égales  et  semb1at>Iement  placées. 

Cela  posé,  le  plan  PMR  perpendiculaire  aux  faces  ASB, 
ASC  est  perpendiculaire  à  leur  intersection  SA;  on  voit  de 
même,  SB  est  perpendiculaire  sur  le  plan  PMQ,  et  SC  sur  le 
plan  RMQ.  Enfin  si  le  point  M  a  été  pris  sur  l'intersection 
des  plans  bissecteurs  des  dièdres  SA,  SB^  SC,  les  perpendi- 
culaires MP,  MR,  MQ  tomberont  dans  l'intérieur  des  angles 
ASB,  ASC,  BSC  ;  le  point  S  sera  donc  dans  l'intérieur  de 
l'angle  solide  MPRQ;  de  plus  les  droites  SA,  SB,  SC  sont 
perpendiculaires  sur  les  faces  PMR,  PMQ,  RMQ;  donc, 
d'après  la  première  partie  du  théorème,  les  angles  ASB, 
BSC,  ASCy  sont  les  suppléments  des  dièdres  MP,  MQ,  MR. 
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PROPOSITION  XXXVIX. 


THEOREME. 


Si  (leiix  trièclrcs  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  cha^ 
cun  à  chacun ,  ils  ont  aussi  leurs  faces  égales. 

Soient  S  et  S'  les  deux  trièdres  donnés;  T  et  T'  leurs 
trièdres  supplémentaires. 

Puisque  S  et  S'  ont  leurs  dièdres  égaux,  les  trièdres  T  et 
T'  auront  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune,  et  par 
suite  leurs  angles  dièdres  égaux.  Enfin,  les  trièdres  T  et  T' 
ayant  leurs  dièdres  égaux,  les  trièdres  S  et  S' auront  leurs 
faces  égales. 

Scolie.  Si  les  faces  égales  des  deux  trièdres  sont  seon 
klablement  disposées ,  les  trièdres  seront  égaux  par  super* 
position  ;  autrement,  ils  seront  symétriques, 

PROPOSITION  XXXVIII. 

THEOREME. 

fig.igi  Si  un  angle  solide  est  formé  par  trois  angles  plans , 
la  somme  de  deux  quelconques  de  ces  angles  sera  plus 
grande  que  le  troisième. 

Il  n'y  a  lieu  à  démontrer  la  proposition  que  lorsque 
l'angle  plan  qu*on  compare  à  la  somme  des  deux  autres 
est  plus  grand  que  chacun  de  ceux-ci.  Soit  donc  Tangle 
solide  S  formé  par  trois  angles  plans  ASB,  ÂSC  ,  BSC ,  et 
supposons  que  langle  ASB  soit  le  plus  grand  des  trois  ;  je 
dis  qu'on  aura  ASB<  ASC-j-CSB. 

Dans  le. plan  ASB  faites  l'angle  BSD=BSC  ,  tirez  à  vo- 
lonté la  droite  ADB;  et,  ayant  pris  SC=:SD,  joignez 
AC,BC. 

Les  deux  côtés  BS,  SD,  sont  égaux  aux  deux  BS,  SC , 
langle  BSD  =  BSC;  donc  les  deux  triangles  BSD,  BSC  sont 
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égaux;  donc  BD=BC.  Mais  on  a  AB<  AC  +  BC;  retran- 
chant d*un  côté  BD,  et  deTautre  son  égale  BC,  il  restera 
AD  <  AC.  Les  deux  côtés  AS,  SD,  sont  égaux  au^x  deux  AS, 
se,  le  troisième  AD- est  plus  petit  que  le  troisième  AG; 
donc  Tangle  ASD<ASG.  Ajoutant  BSD  =  BSG,  on  aura 
ASD  +  BSD  ou  ASB  <  ASG  +  BSG, 

PROPOSITION  XXXIX: 

THÉO&BME. 

La  somme  des  angles  plans  qui  forment  un  angle 
solide  convexe j  est  toujours  moindre  que  quatre  angles 
droits. 

Coupez  Vanglê  solide  S  par  un  plan  ABGDE  qu^  rencon-  fig-ig6. 
tre  toutes  les  arêtes;  d*un  point  O  pris  daqs  ce  plan  menez 
à  tous  les  angles  les  lignes  OA,  OB,  OG,  OD,  0£. 

La  somme  des  angles  des  triangles  ASB,  BSG,  etc.,  for- 
més autour  du  sommet  S,  équivaut  à  la  somme  des  angles 
d'un  pareil  nombre  de  triangles  AOB,  BOG,  etc.,  formés 
autour  du  sommet  O.  Mais  au  point  B  les  angles  ABO, 
OBG ,  pris  ensemble ,  font  Tangle  ABG  plus  petit  que  la 
somme  des  angles  ABS,  SBG  *\  de  même  au  point  G  on  a  *38. 
BCO  +  OGD<BGS  +  SCD;  et  ainsi  à  tous  les  angles  du 
polygone  ABGDE.  Il  suit  de  là  que  dans  les  triangles  dont 
le  sommet  est  en  O ,  la  somme  des  angles  à  la  base  est 
moindre  que  la  somme  des  angles  à  la  base  dans  les  triangles 
dont  le  sommet  est  en  S;  donc^  par  compensation,  la 
somme  des  angles  formés  autour  du  point  O  est  plus  grande 
que  la  somme  des  angles  autour  du  point  S.  Mais  la 
somme  des  angles  autour  du  point  O  est  ^ale  à  quatre 
angles  droits  ;  donc  la  somme  des  angles  plans  qui  forment 
Tangle  solide  S  est  moindre  que  quatre  angles  droits. 
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PROPOSITION  XL. 

THBORBMB. 

I  "  Dans  tout  angle  tricdre^  la  somme  des  trois  dièdres 
est  comprise  entJ'e  2  dmits  et  6  droits;  2^  le  plus  petit 
angle  dièdre ^  augmenté  de  deux  droits^  est  plus  grand 
fpie  la  somme  des  deux  autres. 

]*' Soient  a,  &,  c,  lestrois  dièdres  de  l'angle  trièdre  donué, 
ttt  A,  B|  C,  les  faces  du  trièdre  supplémentaire. 

On  a:      ii=a*— A    4=2**— B    c=a'*— G; 
cVoù ,  en  ajoutant 

a-hi4-c  =  6^— (A  +  B  +  C). 

D'ailleurs,  la  somme  A-j-B  H-C  est  plus  grande  que  zéro, 
et  moindre  que  4'*';  donc  la  somme  a  + A-f-c  est  moindre 
que  6  droits,  et  plus  grande  que  2  droits. 

n?  a  y  b^  c  étant  les  dièdres  du  trièdre  donné,  et  a  le  plus 
petit;  2*  —  a,  2** — i,  2*  —  c  seront  les  faces  du  trièdre  sup- 
plémentaire, et  2*  —  a  la  plus  grande;  on  aura  donc,  en 
vertu  du  théorème  38, 

2^ fl<2* 4+2'* c, 

doù  en  ajoutant  de  part  et  d'autrei  +  tf +  <i|  et  retrao* 
chant  a"*' 

4  -h  c  <  a**  +a. 

PROPOSITION  XLI. 

THiORBMB. 

Pour  qu*on  puisse  former  un  angle  solide  trièdi^ 
ai^ec  trois  faces  données,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  des  trois  faces  soit  moindre  que  4  divits^  et 
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que  la  plus  grande  soit  plus  petite  que  la  somme  des 
deux  autres. 

Nous  ayons  déjà  reconnu  que  ces  conditions  sont  néces- 
saires; il  reste  donc  à  démontrer  qu  elles  sont  suffisantes. 


Soient  BSC,  ASB,  DSC  les  trois  faces  données  que  nous 
supposons  placées  dans  un  même  plan,  et  soit  BSC  la  plus 
grande. 

Du  point  S  comme  centre  ayec  un  rayon  arbitraire  SA, 
décrivons  une  circonférence,  et  abaissons  des  points  A  et  D 
les  droites  Aa,  lid  perpendiculaires  sur  ISB  et  sur  SC. 

L'angle  BSC  étant  le  plus  grand  des  trois,  BC  sera  plus 
grand  que  chacun  des  arcs  BA,  CD,  et  comme  Ba  =  BA, 
on  voit  que  le  point  a  est  entre  B  et  C,  et  il  en  est  de  même 
derf. 

De  plus,  on  a  par  hypothèse     BSC  <  ASB  +  CSD, 
et  par  suite  BC  <  AB  +  CD. 

Donc  puisque    Ba  =  BA     et  '  Crf  =  CD,     le  point  a  est 
sur  lare  BC  à  la  droite  de  d. 

Enfin  la  somme  des  trois  faces  données  étant  moindre 
que  4  droits,  le  point  D  sera  placé  à  la  droite  du  point  A, 
sur  la  circonférence  parcourue  à  partir  du  point  B,  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche. 

11  résulte  de  là  que  les  cordes  Aa,  Drf  se  couperont  dans 
I  intérieur  de  la  circonférence. 

€ela  posé,  élevons  au  point  O  une  perpendiculaire  OM 

la. 
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au  plan  BSG,  et  dans  le  plan  lOM,  décrivons  du  point  I 
comme  centre  avec  Al  comme  rayon ,  une  circonférence 
qui  coupera  OM  en  un  point  M,  et  joignons  MS;  l'angle 
trièdre  SBMG  sera  formé  avec  les  trois  faces  données. 

En  effet,  joignons  MI  et  MK;  les  triangles  ASI,  MIS  sont 
rectangles  en  I  ;  ils  ont  SI  commun,  et  AI  =  IM,  donc  ils 
sont  égaux  ;  et  Ton  a  rangleASI=ISM.  De  mêmeles  triangles 
rectangles  MSK,  DSK  sont  égaux  ;  ,car  le  côté  SK  est  com- 
mun, et  les  côtés  SD,  SM  égaux  tous  deux  à  SA,  sont  égaux 
entre  eux  ;  donc  Tangle  MSK  =  DSK. 

Scolie*  Pour  former  un  angle  trièdre  avec  trois  angles 
dièdres  donnés  a,  &,  c,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  somme 
soit  comprise  entre  2  droits,  et  6  droits,  et  que  le  plus  petit, 
augmenté  de  2  droits,  soit  plus  grand  que  la  somme, des 
deux  autres. 

On  sait  déjà  que  ces  conditions  sont  nécessaires,  et  de 
plus  elles  sont  suffisantes  ;  car  on  peut  facilement  recon- 
naître que  quand  ces  conditions  sont  remplies ,  on  peut 
construire  le  trièdre  supplémentaire  avec  les  faces  a"*  —  «, 
a**  —  i,  a**  —  e;  *donc,  on  peut  aussi  construire  un  trièdre 
avec  les  angles  dièdres  a,  £,  c. 
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LIVRE  VI. 

LES  POLYÈDRES. 

DEFINITIONS. 


L  On  appelle  solide  polyèdre  ^  ou  simplement /;o/jèrfr<?, 
tout  solide  terminé  par  des  plans  ou  des  faces  planes.  (Ces 
plans  sont  nécessairement  terminés  eux-mêmes  par  des  li- 
gnes droites.)  On  appelle  en  particulier  tétraèdre  le  solide 
qui  a  quatre  faces  ;  hexaèdre  celui  qui  en  a  six  ;  octaèdre 
celui  qui  en  a  huit  ;  dodécaèdre  celui  qui  en  a  douze  ;  ico^ 
saèdreceXm  qui  en  a  vingt,  etc. 

Le  tétraèdre  est  le  plus  simple  des  polyèdres;  car  il  faut 
au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  solide  ,  et  ces 
trois  plans  laissent  un  vide  qui,  pour  être  fermé,  exige  au 
moins  un  quatrième  plan. 

n.  L'intersection  commune  de  deux  faces  adjacentes 
d'un  polyèdre  s'appelle  côté  ou  arête  du  polyèdre. 

lU.  On  appelle  polyèdre  régulier  celui  dont  toutes  les 
faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux,  et  dont  tous 
les  angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  polyèdres 
sont  au  nombre  de  cinq.(^07dz  [appendice  aux  livres  FI 
et  FIL) 

IV.  "Le  prisme  est  un  solide  compris  sous  plusieurs  plans 
parallélogrammes ,  terminés  de  part  et  d*autre  par  deux 
plans  polygones  égaux  et  parallèles. 

Pour  construire  ce  solide,  soit  ABCDE  un  polygone  fig.aoo 
quelconque  ;  si ,  dans  un  plan  parallèle  à  ABC ,  on  mène 
les  lignes  FG,  GH,  HI,  etc.,  égales  et  parallèles  aux  côtés 
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AB,  BC,  CD,  etc.,  ce  qui  formera  le  polygone  FGHIK  égal 
à  ÂBCDE;  si  ensuite  on  joint  d  un  plan  à  Tautre  les  som- 
mets des  angles  homologues  par  les  droites  AF,  BG,  CH, 
etc. ,  les  faces  ABGF,  BCHG,  etc. ,  seront  des  parallélo- 
grammes, et  le  solide  ainsi  formé  ABCDEFGHIK  sera  un 
prisme. 

V.  Les  polygones  égaux  et  parallèles  ABCDE,  FGHIK, 
s'appellent  les  bases  du  prisme;  les  autres  plans  parallélo- 
grammes pris  ensemble  constituent  la  surface  latérale  ou 
consfexe  du  prisme.  Les  droites  égales  AF  ,  BG  ,  CH  ,  etc. , 
s'appellent  les  côtés  du  prisme. 

VL  La  hauteur  d'un  prisme  est  la  distance  de  ses  deux 
bases,  ou  la  perpendiculaire  abaissée  d*un  point  de  la  base 
supérieure  sur  Le  plan  de  la  base  inférieure. 

VIL  Un  prisme  est  droit  lorsque  les  côtés  AF,  BG ,  etc. , 
sont  perpendiculaires  aux  plans  des  bases:  alors  chacun 
d'eux  est  égal  à  la  hauteur  du  prisme.  Dans  tout  autre  cas 
le  prisme  est  oblique ,  et  la  hauteur  est  plus  petite  que  le 
cote. 

Vin.  Un  prisme  est  triangulaire ^  quadrangulalre ^  pen» 
tagonaly  hexagonal^  etc.,  selon  que  la  base  est  un  triangle, 
un  quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone,  etc. 
fig.aoG.  IX.  Le  prisme  qui  a  pour  base  un  parallélogramme^  a 
toutes  ses  faces  parallélogrammiquès  ;  il  s'appelle  parallè^ 
lipipède. 

Le parallélipipède  est  droite  lorsque  les  arêtes  sont  per- 
pendiculaires sur  la  base. 

Si  en  outre  la  base  est  un  rectangle ,  le  parallélipipède 
est  rectangle  ;  et  Ton  voit  que  dans  ce  cas  toutes  les  faces 
sont  des  rectangles. 

X.  Parmi  les  parallélipipèdes  rectangles ,  on  distingue  le 

cube  ou  hexaèdre  régulier ,  compris  sous  six  carres  égaux. 

fig.  196.      ^^*  ^^  pyramide  est  le  solide  formé  en  joignant  un 

même  point  S  à  tous  les  sommets  d'un  polygone  plan 

ABCDE. 
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Le  polygone  ABCDE  s'appelle  la  base  de  la  pyramide , 
le  point  S  en  est  le  sommet^  et  Tensenible  des  triangles 
ASB,  BSC,  etc.,  forme  la  surface  connexe  ou  latérale  de  la 
pyramide. 

XIL  La  hauteur  de  la  pyramide  est  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  sur  le  plati  de  la  base,  prolongé  s*il 
est  nécessaire. 

XUL  Xid  pyramide  est  triangulaire^  quadrangalaire^  etc., 
selon  que  la  base  est  un  triangle,  un  quadrilatère,  etc^ 

XIV.  Une  pyramide  est  régulière ,  lorsque  la  base  esl; 
un  polygone  régulier ,  et  qu  en  même  temps  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  passe  par 
le  centre  de  cette  base  :  cette  ligne  s  appelle  alors  Xaxe  de 
la  pyramide. 

XV.  Diagonale  d'un  polyèdre  est  la  droite  qui  joint  les 
sommets  de  deux  angles  solides  non  adjacents. 

XVI.  Nbus  appellerons  surface  convexe  une  surface 
courbe  ou  polyédrale,  telle  que  par  chacun  de  ses  points 
on  peut  mener  un  plan  qui  la  laisse  tout  entière  d  un 
même  côté. 

Les  polyèdres  que  nous  considérerons  sont  tels  que  le 
plan  prolongé  d'une  face  quelconque  laisse  tout  le  solide 
d'un  même  côté  \  les  surfaces  de  ces  polyèdres  sont  donc 
convexes,  d'après  la  définition  ci-dessus  ,  et  ces  polyèdres 
eux-mêmes  sont  dits  convexes. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

TH^ORSMS. 

Deux  polyèdres  cons?exes  nepeuçent  as>oir  les  marnes 
sommets  et  en  même  nombre  sans  coïncider  Tun  avec 
tautre^ 

Car  supposons  l'un  des  polyèdres  déjà  construit ,  si  on 
veut  en  construire  un  autre  qui  ait  les  mêmes  sommets  et 
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en  même  nombre,  il  faudra  que  les  plans  de  celui-ci  ne 
passent  pas  tous  par  les  mêmes  points  que  dans  le 
premier,  sans  quoi  ils  ne  différeraient  pas  l'un  de  Tautre: 
mais  alors  il  est  clair  que  quelques-uns  des  nouTeaux 
plans  couperaient  le  premier  polyèdre;  il  y  aurait  des  som- 
mets au-dessus  de  ces  plans,  et  des  sommets  au-dessous, 
ce  qui  ne  peut  convenir  à  un  polyèdre  convexe  :  donc,  si 
deux  polyèdres  ont  les  mêmes  sommets  et  en  même- 
nombre ,  ils  doivent  nécessairement  coïncider  Fun  avec 
l'autre. 

PROPOSITION  II. 

THÉORBMB. 

Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle  so^ 
lide  compris  entre  trois  plans  égaux  chacun  à  chacun^ 
et  semblahlement  placés. 

Soit  la  base  ABCDE  égale  à  la  base  abcde^  le  parallélo- 
fifî.  200.  gramme  ABGF  égal  au  parallélogramme  aig/*,  et  le  parallé- 
logramme BCHGégal  au  parallélogramme  hchg;  je  dis  que 
le  prisme  ABCI  sera  égal  au  prisme  abcL 

Car  soit  posée  la  base  ABCDE  sur  son  égale  abcde ,  ces 
deux  bases  coïncideront  :  mais  les  trois  angles  {Slans  qui 
forment  l'angle  solide  B  sont  égaux  aux  trois  angles  plans 
qui  forment  l'angle  solide  &,  chacun  à  chacun,  savoir  , 
ABC  =  aftc,  ABG =ai^,  et  GBC=^ic;  de  plus  ces  angles 
•  sont  semblablement  placés  :  donc  les  angles  solides  B  et  & 
sont  égaux,  et  par  conséquent  le  côté  BG  tombera  sur  son 
égal  bg.  On  voit  aussi  qu'à  cause  des  parallélogrammes 
égaux  ABGF,  cibgf^  le  côté  GF  tombera  sur  son  égal  gfj 
et  semblablement  GH  sur  gh  ;  donc  la  base  supérieure 
FGHIK  coïncidera  entièrement  avec  son  égale  fgkik ,  et 
les  deux  solides  seront  confondus  en  un  seul,  puisqu'ils 
• ,         auront  les  mômes  sommets  *. 
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Corollaire.  Deux  pnsmes  droits  qui  ont  des  bases  égales 
et  des  hauteurs  égales  sont  égaux.  Car  ayant  le  côté  AB 
égal  à  oA,  et  la  hauteur  BG  égale  à  bg^  le  rectangle  ABGF 
sera  égal  au  rectangle  aig/;  il  en  sera  de  même  des  rec- 
tangles B6HC,  bghc;  ainsi  les  trois  plans  qui  forment 
Tangle  solide  B  sont  égaux  aux  trois  qui  forment  l'angle 
solide  A.  Donc  les  deux  prismes  sont  égaux. 

PROPOSITION  III. 

THBORBMB. 

Dans  tout  paralléUpipède  les  plans  opposés  sont 
€igaux  et  parallèles. 

Suivant  la  définition  de  ce  solide ,  les  bases  ABCD ,  ^^-  *'^- 
EFGH ,  sont  des  parallélogrammes  égaux ,  et  leurs  côtés 
sont  parallèles  :  il  reste  donc  à  démontrer  que  la  même 
chose  a  lieu  pour  deux  faces  latérales  opposées ,  telles  que 
AEHD,  BFGC.  Or,  AD  est  égale  et  parallèle  à  BC,  puisque 
la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme;  par  une  raison  sem- 
blable AE  est  égale  et  parallèle  à  B  F  :  donc  Tangle  DAE 
est  égal  à  l'angle  CBF*,  et  le  plan  DAE  parallèle  à  CBF;   **7,5.^ 
donc  aussi  le  parallélogramme  DAEH  est  égal  au  parai.  . 
lélogramme  CBFG.  On  démontrera  de  même  que  les  parallé- 
logrammes opposés  ABFE,  DCGH,  sont  égaux  et  parallèles. 

Corollaire.  Puisque  le  parallélipipède  est  un  solide  com- 
pris sous  six  plans  dont  les  opposés  sont  égaux  et  paral- 
lèles, il  s'ensuit  qu'une  face  quelconque  et  son  opposée 
peuvent  être  prises  pour  les  bases  du  parallélipipède. 

5co/i>. Étant  données  trois  droites,  AB,  AE,  AD,  pas- 
sant par  un  même  point  A,  et  faisant  entre  elles  des  angles 
donnés,  on  peut  sur  ces  trois  droites  construire  un  paral- 
lélipipède; il  faut  pour  cela  mener  par  l'extrémité  de  chaque 
droite  un  plan  parallèle  au  plan  des  deux  autres;  savoir  , 
par  le  point  B  un  plan  parallèle  à  DAE,  par  le  point  D 
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un  plan  parallèle  à  BA£  y  et  par  le  point  £  un  plan  paral- 
lèle à  BAD.  Les  rencontres  mutuelles  de  ces  plans  forme- 
ront le  parallélîpipède  demandé. 

^   PROPOSITION  IV. 

THEOREME. 

Dans  tout  parallélîpipède,  les  diagonales  se  coupent, 
mutuellement  en  deux  parties  égales. 
^  ^^  En  effet,  imaginons  deux  diagonales  EC,  AG,  menées 
Tune  et  lautre  par  des  sommets  opposés  :  puisque  AE  est 
égale  et  parallèle  à  GG,  la  figure  AEGG  est  uix  parallélo- 
gramme ;  donc  les  diagonales  EC ,  A6 ,  se  couperont  mu- 
tuellement en  deux  parties  égales.  On  démontrera  de  même 
que  la  diagonale  £G  et  une  autre  DF  ;&e  couperont  aussi 
en  deux  parties  égales  ;  donc  les  quatre  diagonales  se  cou- 
peront mutuellement  en  deux  parties  égales,  dans  un  même 
point  qu'on  peut  regarder  comme  le  centre  du  paralléli* 
pipède. 

PROPOSITION  V. 

THEOREME. 

fig^  aoi.  Dans  tout  prisme  ABCI ,  les  sections  NOPQR, 
STVXYy  faites  par  des  plans  parallèles,  sont  des  poly^ 
gones  égaux. 

Car  les  côtés  NO,  ST,  sont  parallèles ,  comme  étant  les 
intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième  plan 
ABGF  ;  ces  mêmes  côtés  NO,  ST,  sont  compris  entre  les 
parallèles  NS,  OT,  qui  sont  des  côtés  du  prisme  ;  donc  NO 
est  égal  à  ST.  Par  une  semblable  raison,  les  côtés  OP,PQ, 
QR,etc.^  delà  section  NOPQR,  sont  égaux  respectivement 
aux  côtés  TV,VX,XY,etc.,  de  la  section STVXY,  Dail- 


Livni?  Vf.  187 

leurs  les  côtés  égaux  étant  en  même  temps  parallèles,  il  s'en- 
suit que  les  angles  NOP,OPQ,  etc. ,  de  la  première  sec- 
tion, sont  égaux  respectivement  aux  angles  STV,TVX,  etc., 
delà  seconde.  Donc  les  deux  sections  NOPQR ,  STVXY, 
sont  des  polygones  égaux. 

Corollaire.  Toute  section  faite  dans  un  prisme  parallè* 
tentent  à  sa  base ,  est  égale  à  cette  base. 

PROPOSITION  VI. 

THBOASME, 

Le  plan  qui  passe  par  deux  arêtes  opposées  FB,  1  )H,  ^^,  aoS. 
dupnrallélipipède  AG,  décompose  ce paralléUpipèdeen 
deux  prismes  triangulaires  équii^alents. 

Par  les  sommets  B  et  F  menez  perpendiculairement  au 
côté  BFy  les  plans  Badc^  F^^y  ^î  rencontreront  dune 
part  en  a,  dy  c,  de  Tautre  en  ej  hjg^  les  trois  autres  côtés 
A£ ,  DH ,  GG ,  du  même  parallétipipède  ;  les  sections  Badc^ 
Fehfj  seront  des  parallélogrammes  égaux.  Cea  sections  sont 
égales ,  parce  qu'elles  sont  &ites  par  des  plans  perpendi- 
culaires à  une  même  droite  et  par  conséquent  parallèles  ^  ;  *  5. 
elles  sont  des  parallélogrammes ,  parce  que  deux  côtés 
opposés  dune  même  section  aB,  dc^  sont  les  intersections 
de  deux  plans  parallèles  ABFE  ^  DGGH  ,  par  un  même  plan. 

Par  une  raison  «semblable ,  la  figure  Ba^F  est  un  paral- 
lélogramme, ainsi  que  les  autres  faces  latérales  BF^c ,  cdhgy 
adhe^  du  solide  BadcFekg;  donc  ce  solide  est  un  prisme  *  ;  *^^f^  ^^ 
et  ce  prisme  est  droit,  puisque  le  côté  BF  est  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  base. 

Cela  posé ,  si  par  le  plan  BFHD  on  divise  le  prisme  droit 
BÂ  en  deux  prismes  triangulaires  droits  aBdéFk ,  BdcFhg  ; 
je  dis  que  le  prisme  triangulaire  oblique  ABDEFH  sera 
équivalent  au  prisme  triangulaire  droit  aBdéFk. 

En*  effet  ces  deux  prismes  ayant  une  partie  commune 
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ABD^^F,  il  suffira  de  prouver  que  les  parties  restantes,  sa- 
voir ,  les  solides  BaAD  J,  F^EHA  sont  équivalents  entre  eux. 

Or,  à  cause  des  parallâogranimes  ASPEjàRFe,  les  côtés 
AE ,  acj  égaux  à  leur  parallèle  BF,  sont  égaux  entre  eux^ 
ainsi,  en  ôtant  la  partie  commune  A«,  il  restera  Aa=Ee. 
On  prouvera  de  même  que  D<^=HÂ. 

Maintenant,  pour  opérer  la  superposition  des  deux  so- 
lides BaAD^,  F^EHÂ,  plaçons  la  baseFM  sur  son  égale Ba^f; 
alors  le  point  e  tombant  en  a ,  et  le  point  h  en  d^  les  côtés 
<?E,  hH^  tomberont  sur  leurs  égaux  ak,  dDy  puisqu'ils  sont 
perpendiculaires  au  même  plan  Bctd.  Donc  les  deux  solides 
dont  il  s  agit  coïncideront  entièrement  l'un  avec  l'autre  ; 
donc  le  prisme  oblique  BADFEH  est  équivalent  au  prisme 
droit  BadFek. 

On  démontrera  semblablement  que  le  prisme  oblique 
BDGFHG  est  équivalent  au  prisme  droit  BdcFkg,  Mais  les 
deux  prismes  droits  BadFch^  BdcFhgsont  égaux  entre  eux, 
puisqu'ils  ont  même  hauteur  BF,  et  que  leurs  bases  Bad^ 
^  Bdcj  sont  moitiés  d*un  même  parallélogramme  *.  Donc 

les  deux  prismes  triangulaires  BADFEH,  BDGFHG,  équi- 
valents à  des  prismes  égaux,  sont  équivalents  entre  eux. 

CoroUtUre.  Tout  prisme  triangulaire  ABDHEF  est  la 
moitié  duparalléiipipède  AG,  construit  sur  le  même  angle 
solide  A ,  avec  les  mêmes  arêtes  AB ,  AD ,  AE. 

PROPOSITION  VIL* 

THBORBMB. 

jj  Si  deux  paralléUpipèdes  AG,  AL,  ont  une  base  com- 

mune ABGD ,  et  que  leurs  bases  supérieures  EFGH  , 
IKLiM,  soient  comprises  dans  un  même  plan  et  entiT 
les  mènes  parallèles  EK,  HL,  ces  deux  parallélipipèdes 
seront  écpdi^alents  entre  eux. 

Il  peut  arriver  trois  cas,  selon  que  El  est  plus  grand. 


LIVRE   VI*  189 

plus  petit  ou  égal  à  EF;  mais  la  démonstration  est  la  même 
pour  tous  :  et  d*abord  je  dis  que  le  prisme  triangulaire 
AEIDHM  est  égal  au  prisme  triangulaire  BFKCGL. 

En  effet,  puisque  Â£  est  parallèle  à  BF  et  HE  à  GF, 
l'angle  AEI=BFK,HEI=:GFK, et  HEA  =  GFB.  De  ces 
six  angles  les  trois  premiers  forment  langle  solide  £,  les 
trois  autres  forment  l'angle  solide  F  ;  donc,  puisque  les  an- 
gles plans  sont  égaux  chacun  à  chacun ,  et  semblablement 
disposés ,  il  s  ensuit  que  les  angles  solides  E  et  F  sont 
égaux.  Maintenant ,  si  ou  pose  le  prisme AE M  sur  le  prisme 
BFL,  et  d  abord  la  base  AEI  sur  la  base  BFK,  ces  deux 
bases  étant  égales  coïncideront;  et  puisque  Tangle  solide  E 
est  égal  i  Tangle  solide  F ,  le  côté  EU  tombera  sur  son 
égal  FG  :  il  n'en  faut  pas  davantage  pour  prouver  que  les 
deux  prismes  coïncideront  dans  toute  leur  étendue  ,  car  la 
base  AEI  et  l'arête  EH  déterminent  le  prisme  AEM,  comme 
la  base  BFK  et  larête  FG  déterminent  le  prisme  BFL  *  : 
donc  ces  prismes  sont  égaux. 
Mais  si  du  solide  AL  on  retranche  le  prisme  AEM,  il  restera 
le  parallélipipède  AILj  et  si  du  même  solide  AL  on  retran- 
che le  prisme  BFL,  il  restera  le  parallélipipède  AEG,  donc  les 
deux  parallélijHpèdes  AIL,  AEG,  sont  équivalents  entreeux 

PROPOSITION  VIII. 

THBORfiMB. 

Deuxparallétipipèdes  de  même  base  et  de  même  hau- 
leur  sont  éqxdvalents  entre  eux. 

Soit  ÂBCD  la  base  commune  aux  deux  paraliélipipèdes 
AG ,  AL  ;  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  leurs  bases  supé- 
rieures EFGH,  IKLM,  seront  sur  le  même  plan.  Déplus  fiG-^io. 
les  côtés  EF  et  AB  sont  égaux  et  parallèles ,  il  en  est  de 
même  de  IK  et  AB  ;  donc  EF  est  égal  et  parallèle  à  IK  : 
par  une  raison  semblable  GF  est  égal  et  parallèle  à  LK. 
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Soient  prolongés  les  cotés  EF,H6  ainsi  qae  LK.,  IM, 
jusqu  a  ce  que  les  uns  et  les  autres  forment  par  leurs  inter- 
sections le  parallélogramme  NOPQ ,  il  est  clair  que  ce  paral- 
lélogramme sera  égal  à  chacune  des  bases  EFGH ,  IKLM. 
Or  si  on  imagine  un  troisième  parallélipipède  qui,  avec  la 
même  base  intérieure  ABGD,  ait  pour  base  supérieure 
NOPQ ,  ce  troisième  parallélipipède  serait  équiTaient  au 
^  '  parallélipipède  AG%  puisque  ayant  même  base  inférieure  , 
les  bases  supérieures  sont  comprises  dans  un  même  plan 
et  entre  les  parallèles  6Q  y  FN.  Par  la  même  raison  ce 
troisième  parallélipipède  serait  équivalent  au  parallélipipède 
AL  ,'  donc  les  deuxparallélipipèdes  AG,  AL ,  qui oat  même 
base  et  même  hauteur,  sont  équiyalents  entre  eux. 

PROPOSITION   IX. 

THÉO&BMS. 

Tout  parallélipipède  peut  être  c/uingéen  un  parallé- 
lipipède rectangle  équivaleruqui  aura  m^éme  hauteur  et 
une  base  équii^alente. 

fig.  2 (u.  Soit  A.G  le  parallélipipède  proposé  ;  des  points  A,  fi,  G,  D, 
menez  AI ,  BK,  CL,  DM,  perpendiculaires  au  plan  de  la 
base  ,  vous  formerez  ainsi  le  paralléUpipède  AL  équivalent 
au  parallélipipède  AG ,  et  dont  les  faces  latérales  AK, 
BL,  etc.,  seront  des  rectangles.  Si  donc  la  base  ABCD  est 
un  rectangle,  AL  sera  le  parallélipipède  rectangle  équi- 
valent au  parallélipipède  proposé  AG.  Mais  si  ABGD  n'est 

fjg.  au.  P^^  un  rectangle  ,  menez  AO  et  BN  perpendiculaires  sur 
CD,  ensuite  OQ  et  NP  perpendiculaires  sur  la  base ,  vous 
aurez  le  solide  ABNOIKPQ  qui  sera  un  parallélipipède 
rectangle  :  en  effet ,  par  construction  ,  la  base  ABNO  et 
son  opposée  IKPQ  sont  des  rectangles  ;  les  faces  laté- 
rales en  sont  aussi ,  puisque  les  arêtes  AI ,  OQ ,  etc.,  sont 
pei'pendiculaires  au  plan  de  la  base  ^  donc  le  solide  AP  est 
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un  parallëlipipède  rectangle.  Mais  les  deux  paraUéUpipèdes 
AP,  AL,  peuvent  être  censés  avoir  même  base  ABKI  et  même 
hauteur  AO  :  donc  ils  sont  équivalents  ;  donc  le  parallëlipi- 
pède  AG,  qu'on  avait  d  abord  changé  en  un  parallélipipède  fig.aio 
équivalent  AL,  se  trouve  de  nouveau  changé  en  un  paral- 
lélipipède rectangle  équivalent  AP ,  qui  a  la  même  hauteur 
AI,  et  dont  la  base  ABNO  est  équivalente  à  la  base  ABCD. 

PROPOSITION  X. 

THBORÈMB. 

Deux parallélipipèdes  rectangles  AG,  AL,  qui  ont  fig.aïa. 
la  mérite  base  ABCD,  sont  entre  eux  coinme  leurs  hau-' 
teurs  AE,  AL 

Supposons  d'abord  que  les  hauteurs  AE,  AI,  soient  en'>> 
tre  elles  comme  deux  nombres  entiers,  par  exemple,  com- 
me 1 5  est  à  8.  On  divisera  AE  en  i5  parties  égales,  dont 
AI  contiendra  8 ,  et  par  les  points  de  division  j:,  j,  z,  etCi, 
on  mènera  des  plans,  parallèles  à  la  base.  Ces  plans  par- 
tageront le  solide  AG  en  i5  parallélipipèdes  partiels  qui 
seront  tous  égaux  entre  eux,  comme  ayant  des  bases  égales 
et  des  hauteur^  égales  \  des  bases  égales,  parce  que  toute 
section  comme  MIKL,  faite  dans  un  prisme  parallèlement 
à  sa  base  ABCD,  est  égale  à  cette  base  *;  des  hauteurs  *5^ 
égales,  parce  que  ces  hauteurs  sont  les  divisions  mêmes 
Aa:,  xy  ^  jrZy  etc.  Or  ,  de  ces  i5  parallélipipèdes  égaux  , 
huit  sont  contenus  dans  AL  ;  donc  le  solide  AG  est  au  so- 
lide AL  comme  1 5  est  à  8 ,  ou  en  général  comme  la  hauteur 
AE  est  à  la  hauteur  AI. 

Si  les  hauteurs  AE  et  AI  étaient  incommensurables ,  on 
prouverait ,  comme  il  a  été  dit  (Liv.  II,  pr.  18) ,  que  leur 
rapport  serait  toujours  égal^  à  celui  des  parallélipipèdes. 

Remarque.  Oans  un  parallélipipède  rectangle ,  si  a ,  &  ,  c 
sont  trois  arêtes  contiguës  ,  et  qu'on  prenne  l'une  d'elles 
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pour  la  hauteur ,  les  deux  autres  forment  les  deux  dimen- 
sions de  la  base. 

PROPOSITION  XL 

THÉORÈME. 

Deux parallélipipedes  rectangles  V  etV*  qui  ont  une 
dimension  commune  sont  entre  eux  comme  les  produits 
de  leurs  autres  dimensions  j  ou  autrement  deux  paral- 
lélipipedes rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases. 

Soient  a^  b^  c  les  trois  dimensions  du  parallélipipède 
P  ;  a,  b\i!  celles  de  F. 

Formons  un  troisième  parallélipipède  rectangle  P"  dont 
les  dimensions  soient  a,  b^d. 

Les  parallélipipedes  Pet  P' ayantdeuxdimensionscom- 
niunes  a  etb  sont  entre  eux  comme  les  hauteurs  c  et  c'  ; 
ainsi  on  a  : 

P  :  P''  :  :  c  :  c. 

Par  la  même  raison  on  a  : 

P'  :  F  :  :  *  :  V. 

Multipliant  par  ordre  ,  et  divisant  par  P'  les  deux  ter- 
mes du  premier  rapport,  il  vient: 

P  :  F  :  :  i  X  c  :  *'  X  c .  (i) 

On  sait  d'ailleurs  que  les  bases  B,  B'  des  deux  paralléli- 
pidèdessont  entre  elles  comme  le^  produits  b  y,  c^U  x  c': 
donc ,  aussi  : 

P  :  P'  :  :  B  :  B'.  (2) 

PROPOSITION  XIL 

THÉORÈMB. 

Deux  pandlélipipèdes  rectangles  P  et  F  sont  entre 
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eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  haU' 
leurs ,  ou  comme  les  produits  de  leurs  trois  dimen- 
sions. 

SoieDt  H  la  hauteur  du  parallëlipipède  V^atlb  les  deux 
dimensions  de  la  base  B. 

Soient  de  même  H^  la  hauteur  du  parallëlipipède  F  , 
a  et  b  les  deux  dimensions  dç  la  base  B'. 

Soit  P*'  un  troisième  parall6li|»pède  ayant  pour  hauteur 
H,  et  B'  pour  base. 

Les  parallélîpipèdes  P  et  P'  ayant  même  hauteur,  on  a 
^d  après  le  théorème  précédent  : 

P  :  P"  :  :  B  :  B'. 

Les  parallélîpipèdes  P''  et  P'  ayant  même  base,  on  a^  :      ^ 

P*  :  F  :  :  H  :  H'. 

Multipliant  par  ordre  et  dÎTisant  les  deux  termes  du 
premier  rapport  par  P",  il  vient  : 

P  :  F  :  :  B  X  H  :  B'  X  H'  (i). 

On  sait  d'ailleurs  que  les  bases  B  et  B'  sont  entre  elles 
comme  les  produits  a  X  h  ^  a!  X  b\ 

OnadoncrBxH  :B'xH'::  ^X&xH:  Xa'xJ'xH'; 
d*où  Ton  conclut,  à  cause  du  rapport  commun, 

P  :  F  ::axJxH  :«'xô'xH'.  (2) 

MESURE  Dtl  PAKALLBLIPIPBDE  BBCTÀNGLE. 

Mesurer  un  parallëlipipède  rectangle  P,  c'est  trouver  son 
rapport  à  uu  certain  parallëlipipède  rectangle  P'  pris  pour 
unité. 

Or  la  proportion  (2)  montre  que  pour  obtenir  ce  rap- 
port, il  faut  évaluer  a,  6,  H,  a',  V  H'  avec  une  même 
unité  linéaire,  et  diviser  le  produit  des  trois  premiers 
nombres  par  le  produit  des  trois  autres. 

i3 
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Le  calcul  se  simplifie  beaucoup  en  prenant  pour  unité 
i^  vpiume  P'^  le  cabe  doii^)^  côté  est  Tunité  linéaire;  car 
alors  les  nombres  qui  représentent  a',  b\  H'  se  rédqisent 
à  Vanité,  et  la  proportion  (2)  devient  : 

P  :  P':  :  ax*X  H  :  i; 
d'où  1-on  voit  que  la  mesure  du  paraUéltfNipède  rectangle 
est  égale  au  prodjuit  de  ses  trois  dimensions. . 

Remarquons  que  le  produit  axb  indique  combien  de 
fois  la  base  B  du  parallélîpipède  P  contient  le  carré  fait 
sur  Tunité  linéaire. 

La  mesure  du  parallélîpipède  r«!€tangle  est  donc  aussi 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  (en  prenant  pour 
unité  de  surface  le  carré  fait  sur  l'unité  de  longueur,  et 
pour  unité  de  volume  le  cube  construit  sur  cette  même 
unité). 

Applications.  —  i®  Soient  a=2'",5i,  i=3'",25, 
H=:2'",45;  la  mesure  du  parallélipipèd^  sera 

2,5i  ^^3,25)^^,4^    ou    19,985875. 

Le  volume  du  parallélîpipède  contiendra  donc  IQ  met.  cub., 
plus  985875  millionièmes  de  mètre  cube;  ou  bien 
19  mètres  cube^  9^^  décimètres  cubç$,  876  centim.  cubes. 
Car  le  décif|)ètf^  cube  est  la  millième  partie  du  mètre 
cube,  et  le  centimètre  cube  en  est  la  millionième  partie. 

fti^^s  carréi.  mètr. 

2°  Soit  B  =  25,5 1,  et  H  =12,5;  la  mesure  du  parallé- 
lipipède  sera    25,5i  X  12^5,    ou  318,875;  le  volume  du 

mètres  cabet. 

parallélîpipède  rectangle  sera  donc  318,875. 
PROPOSITION  XIIL 

HÉOREMB. 

lui  solidité  {*)  dim  parallMipipède^  et  en  général  la 

i ■       .  ■  ■  ■         .  ■  ■      1      t  III  ,  ■ 

(*)  On  cntcDd  par  solidit*  d'un  corps  U  inesive  du  Tolnine  de  ce  coip». 
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solidité  (Pim prisme  quelconque^  est  égale  au  prodtdt  de 
sa  base  par  sa  hauteur^ 

Car  i^  UQ  paraJUiélipipè(l^  quelconque  est  équivalent  à  un 
paraliélipipède  rectangle  de  même  hauteur  et  de  base  équi- 
valente^. Or,  la  solidité  de  c^lui-ci  est  égale  à  sa  hase  *  ^ 
multipliée  par  sa  hauteur;  donc  la  solidité  du  premier  est 
pareillement  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

a"  Tout  prisme  triangulaire  est  la  moitié  du  paraliélipi- 
pède construit  de  manière  qu^il  ait  la  même  hauteur  et 
une  base  double*.  Or  la  solidité  de  celui-ci  est  égale  à  sa  *^ 
base  multipliée  par  sa  hauteur;  donc  celle  du  prisme  trian- 
gulaire est  égale  au  produit  de  sa  base,  moitié  de  celle  du 
paraliélipipède,  multipliée  par  sa  hauteur. 

3"*  Un  prisme  quelconque  peut  être  partagé  en  autant  de 
prismes  triangulaires  de  même  hauteur  qu'on  peut  former 
de  triangles  dans  le  polygone  qui  lui  sert  de  base.  Mais  la 
solidité  de  chaque  prisme  triangulaire  est  égale  à  sa  base 
multipliée  par  sa  hauteur;  et  puisque  la  hauteur  est  la 
même  pour  tous ,  il  s'ensuit  que  la  somme  de  tous  les 
prismes  partiels  sera  égale  à  la  somme  de  tous  les  triangles 
qui  leur  servent  de  bases,  multipliée  par  la  hauteur  cùm« 
mune.  Donc  la  solidité  d  un  prisme  polygonal  quelconque 
est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire.  Si  on  compare  deux  prismes  qui  ont  même 
hauteur,  les  prockiits  des  bases  par  les  hauteurs  seront 
eoanme  les  bases  ;  donc  deux  prismes  de  même  hauteur  sont 
entre  0ua  comme  leurs  basés;  par  une  raison  semblable, 
deux  prismes  de  même  hase  sont  entre  eux  comme  leurs 
hauteurs. 

PROPOSITION  XIV. 

'THÉORBMS. 

Si  une  pjranùde  SABCDE  est  coupée  par  tin  plan  ^ 
abd  parallèle  à  sa  hase  y 

i3. 
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i""  Les  côtés  SA,  SB,  SC,.,..  et  la  hauteur  SO,  se- 
ront divisés  proportionnellement  en  a,  b,  c,..  ef  o; 

a®  La  section  abcde  sera  un  poljrgone  semblable  à 
la  base  ABCDE. 

Car  i"*  les  plans  ABC,  abc^  étant  parallèles,  leurs  inter« 
sections  AB,  ab^  par  un  troisième  plan  SAB,  seront  parai- 
*i3y  5.  lèles  ^;  donc  les  triangles  SAB,  Sa&,  sont  semblables,  et  on 
a  la  proportion  SA  :  S^x  :  :  SB  :  Sb  ;  on  aurait  de  même  SB  : 
S&  :  :  se  :  Se,  et  ainsi  de  suite.  Donc^tous  les  côtés  SA  , 
SB,  se,  etc.,  sont  coupés  proportionnellement  en  a,  &, 
c ,  etc.  La  hauteur  SO  est  coupée  dans  la  même  proportion 
au  point  0/  car  BO  et  bo  sont  parallèles,  et  ainsi  on  a 
SO  :  So  :  :  SB  :  Si. 

a®  Puisque  ab  est  parallèle  à  AB,  bc  à  BG,  cd  à  CD,  etc., 
Tangle  aie  =  ABC,  Taugle  ie^f  =  BCD,  et  ainsi  de  suite.  De 
plus,  à  cause  des  triangles  semblables  SAB,  Sai,  on  a  AB  : 
ab  i  :SB:Si;  et  à  cause  des  triangles  semblables  SBC, 
Sic,  on  a  SB  :  Si  :  :  BC  :  bc;  donc  AB  :  ai  :  :  BC  :  bc;  on 
aurait  de  même  BC  :  bc  :  :  CD  :  cd^  et  ainsi  de  suite.  Donc  ^ 
les  polygones  ABCDE,  abcde^  ont  les  angles  égaux  chacun 
à  chacun  et  les  côtés  homologues  proportionnels;  donc  ils 
sont  semblables. 

Corollaire.  Soient  SABCDE,  SXYZ,  deux  pyramides 
qui  ont  même  hauteur,  et  dont  les  bases  sont  situées 
dans  un  même  plan  \  si  on  coupe  ces  pyramides  par 
un  même  plan  parallèle  au  plan  des  bases,  et  quil  en 
résulte  les  sections  abcde,  xjrz^  je  dis  que  le^  sections 
abcde ,  xyz ,  seront  entre  elles  comme  les  bases  ABCDE , 
XYZ. 

Car  les  polygones  ABCDE,  abcde ^  étant  semblables, 
leurs  surfaces  sont  comme  les  carrés  des  côtés  homolo- 
gues AB,  ab;  mais  AB  :  ab:  :  SA  :  Sa;  donc  ABCDE  : 

abcde  :  :  SA  :  Sa.  Par  la  même  raison,  XYZ  :  xyz  :  :  SX  :  Sr, 
Mais  puisque  abcxyz  n'est  qu'un  même  plan ,  on  a  aussi 
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SA  :  Sa  :  :  SX  :  &r;  donc  ABCDE  :  abcde  :  :  XYZ  :  xyz; 
donc  les  sections  aicde^xy-z^  son I  entre  elles  comme  les 
bases  ABCDE,  XYZ.  Dono  si  les  bases  ABCDE,  XYZ  sont 
équivalentes,  les  sections. faites  à  égale  hauteur  sont  pareil- 
lement équiyalentes. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORXliR. 

Deux  pyramides  triangulaires  qui  ont  des  bases 
équixfalentes  et  des  hauteurs  égales  ,  sont  équi^fd* 
lentes. 

Soient  SABC,  sabc  les  deux  pyramides  dont  les  bases  6g.ai5. 
ABC,  ahc^  que  nous  supposons  placées  sur  un  même  plan, 
sont  équivalentes  et  qui  ont  même  hauteur  TA;  si  ces  py- 
ramides ne  sont  pas  équivalentes ,  soit  sahc  la  plus  petite, 
et  soit  Pix  la  hauteur  d'un  prisme  qui,  étant  construit  sur 
la  base  ABC ,  serait  égal  à  leur  différence. 

Divisez  la  hauteur  commune  AT  en  parties  égales  plus 
petites  que  Ar,  et  soit  A  une  de  ces  parties;  par  les  points 
de  division  de  la  hauteur,  faites  passer  des  plans  parallèles 
au  plan  des  bases  ;  les  sections  faites  par  chacun  de  ces 
plans  dans  les  deux  pyramides ,  seront  équivalentes  *,  telles  *r4, 
que  DEF  et  def^  GHI  et  ghi^  etc.  Cela  posé,  sur  les  trian- 
gles ABC,  DEF,  GHI,  etc.,  pris  pour  bases,  construisez 
des  prismes  extérieurs  qui  aient  pour  arêtes  les  parties 
AD,  DG,  GK,  etc.,  du  côté  SA;  de  même  sur  les  triangles 
defy  ghi^  klm^  etc.,,  pris  pour  bases,  construisez  dans  la  se- 
conde pyramide  des  prismes  intérieurs  qui*  aient  pour 
arêtes  les  parties  correspondantes  du  côté  ^a;tous  ces 
prismes  partiels  auront  pour  hauteur  commune  k, 

La  somme  des  prismes  extérieurs  de  la  pyramide  SABC 
est  plus  grande  que  celte  pyramide  ;  la  somme  des  prismes 
intérieurs  de  la  pyramide  sabc  est  plus  petite  que  cette  py- 
ramide; donc  par  ces  deux  raisons  la  différence  entre  les 
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deux  sommes  de  prismes  devra  être  plcis  grande  que  la 
différence  entre  les  deux  pyramides. 

Or  à  partir  des  bases  ÂfiC,  abe^  le  second  prUme  exté- 
rieur DËFG  est  équivalent  au  premier  prisme  intérieur 
fiefa ,  puisque  leurs  bases  DEF,  def,  sont  équrvalenCes  et 
qu'ils  ont  une  même  hauteur  k  ;  sont  équivalents  par  la 
même  raison  le  troisième  piisme  extérieur  6HIK  et  le  se- 
cond intérieur  gkidy  le  qtuitrième  extérieur  et  le  troisième 
•  intérieur;  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  des  uns  et  des 
autres.  Done  tous  les  prismes  extérieurs  de  la  pyramide 
SABC,  à  lexception  du  premier  ABCD ,  ont  leurs  équiva- 
lents dans  les  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc.  Donc 
le  prisme  ABCD  est  la  différence  entre  la  somme  des  pris- 
mes extérieurs  de  la  pyramide  SABG  et  la  somme  des 
prismes  intérieur»  de  la  pyramide  sabc  ;  mais  la  diflféreDce 
de  ces  de^x  sommes  est  plus  grande  q«te  la  différence  des 
deux  pyramides;  donc  il  faudrait  que  le  prisme  ABCD  fut 
plus  grand  que  le  prisme  ABÇX  ;  or  au  contraire  il  est  plus 
petit,  puisqu'ils  ont  une  même  baAe  ABC,  et  que  la  hau- 
teur k  du  premier  est  moindre  que  la  hauteur  A^  du  se* 
cond.  Donc  Thypothèse  d*oii  Ton  est  parti  ne  saurait  avoir 
lieu  ;  donc  les  deux  pyramides  SABC,  sabc ,  de  bases  équi- 
vdlentes  et  de  hauteurs  égales,  sont  équivalentes. 

PROPOSITION  XVI. 

TREORÂMB. 

Toute  pyramide  triangulaire  est  le  tiers  du  prisme 
triangulaifê  de  même  base  et  de  même  hauteur, 
fig.  ai6.      ^^^^  SABC  une  pyramide  triangulaire^  ABCDES  un  [Nrisme 
triangulaire  de  même  ba&e  et  de  méfvie  hauteur;  je  dis  que 
la  pyramide  est  le  tiers  du  prisme. 

Retranchez  du  prisme  la  pyramide  SABG,  il  reHera  le 
solide  SACDE,  qu  on  peut  eonsidérer  conune  une  pyra- 
mide quadrattgttlaire  dont  le  aoipknet  est  S,  et  ^ui  4  pour  . 
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base  le  parallélogrâ^mnié  ACDE;  tvrez  k  diagtotiale  CE  et 
conduisez  le  plan  SGE  qui  partagera  i«i  pyramide  ({nadran- 
guiaire  en  deux  pyramides  triangulaires  SAGE,  SDCE. 
Ces  d'eux  pyramides  ont  pour  hautcwr  commune  la  pet*- 
pendiculaire  abaissée  du  sommet  S  sur  le  pian  ACDE; 
elles  ont  des  bases  égales,  ptiisque  lès  triangles  ACE,  DCE, 
sont  les  deux  moitiés  du  même  paraHéiogranime;  donc  les' 
deux  pyramides  SAGE,  SDCE,  sont  équivalentes  entre 
elles;  mais  la  pyramide  SDGE  et  k  pyramide  SABG  otit  des 
basés  égales  ABC,  DES;  elles  ont  aussi  fnéfoe  hauteur, 
car  cette  hauteur  est  k  distance  des  plans  pai-aHèles  ABC, 
DES.  Donc  les  deux  pyramides  SABC ,  SDGE ,  sont  équiva- 
lentes ;  mais  on  a  démontré  que  la  pyramide  SDCE  est 
équivalente  à^  la  pyramide  SAGE  ;  donc  les  trois  pyramides 
SABC,  SDCE,  SAGE,  qui  composent  le  prisme  ABDsont 
équivalentes  entre  elles.  Donc  la  pyramide  SABC  est  le  tiers 
du  prisme  ABD  qui  a  même  base  etteiéme  hauteur. 

Corollaire.  La  solidité  d'une  pyramide  triangulaire  est 
égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

PROPOSITION  XVU. 

THÉORÈME. 

Toute  pj-rarm'de  SASCDE   a  pour  mesure  le  tf<?r.f  **^-*'^- 
du  produit  de  sa  hase  ABCDE/)tfr  sa  hauteur  AO. 

Car  en  faisant  passer  les  plans  SEB ,  SEC ,  par  les 
diagonales  EB ,  EG ,  on  divisera  k  pyramide  polyçetiale 
SABGDE  en  plusieurs  pyramides  triangulaires  qui  auront 
toutes  k  même  hauteur  SO.  Mais  par  le  théorème  précé- 
dent chacune  de  ces  pyramides  se  mesure  en  mukîpliant 
chacune  des  bases  ABE,  BCE,  GDE,  par  le  liera  de  sa  hau- 
teur SO;  donc  k  Mmme  des  pyramides  triangulaires,  ou 
k  pyramide  polygonale  SABGDE,  aura  pour  mesure  Id 
somme  des  triangles  ABE,  BCE,  CD£,  ou  le  polygone 
ABGDE,  multiplié  par  \  SO  ;  donc  toute  pyramide  a  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
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Corollaire  I.  Toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de 
même  base  et  de  même  hauteur. 

Corollaire  IL  Deux  pyramides  de  même  hauteur  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases,  et  deux  pyramides  de  même 
base  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 

Scolie.  On  peut  évaluer  la  solidité  de  tout  corps  po- 
lyèdre en  le  décomposant  en  pyramides ,  et  cette  décom- 
position peut  se  faire  de  plusieurs  manières  :  une  des  plus 
simples  est  de  faire  passer  les  plans  de  division  par  le 
sommet  dun  même  angle  solide;  alors  on  aura  autant  de 
pyramides  partielles  qu'il  y  a  de  faces  dans  le  polyèdre , 
excepté  celles  qui  forment  langle  solide  d'où  partent  les 
plans  de  division. 

Ces  pyramides  elles-mêmes  pourront  être  décomposées 
en  tétraèdres  j  en  divisant  leurs  bases  en  triangles. 

PROPOSITION  xvin. 

THEOREME. 

Si  une  pjramiiie  est  coupée  par  un  pUm  parallèle 
à  sa  base,  le  imnc  qui  reste  en  étant  la  petite  pyra- 
mide y  est  égal  il  la  somme  de  trois  pyramides  qui  au- 
raient pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc , 
et  dont  les  bases  seraient  la  base  inférieuf^e  du  trafic  j 
sa  base  supérieure j  et  une  moyenne  proportionnelle 
entre  ces  deux  bases. 
fig.ai7.  Soit  ABCDE  une  pyramide  coupée  par  le  plan  abd  pa- 
rallèle à  la  base;  soit  TF6H  une  pyramide  triangulaire 
dont  la  base  et  la  hauteur  soient  égales  ou  équivalentes  à 
celles  de  la  pyramide  S  ABCDE.  On  peut  supposer  les  deux 
bases  situées  sur  un  même  plan  ;  et  alors  le  plan  abd^  pro-* 
4ongé,détermineradans  la  pyramide  triangulaire'une  section 
fghy  située  à  la  même  hauteur  au-dessus  du  plan  commun 
des  base9  :  d'où  il  résulte  que  la  section^A  est  à  la  sec- 
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tion  abd  comme  la  base  FGH  est  à  la  base  AfiD*;  et  puis-  *x4. 
que  les  bases  sont  équivalentes,  les  sections  le. seront 
aussi.  Les  pyramides  Sabcde ,  T^fghy  sont  donc  équiva- 
lentes, puisqu'elles  ont  même  hauteur  et  des  bases  équi- 
yalentes.  Les  pyramides  entières  SABCDE,  TFGH,  sont 
équivalentes  par  la  même  raison  ;  donc  les  troncs  MSDdab^ 
VCfHhfg^  sont  équivalents,  et  par  conséquent  il  suffira  de 
démontrer  la  proposition  énoncée,  pour  le  seul  cas  du 
tronc  de  pyramide  triangulaire. 

Soit  ¥GHhfg  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases  fig.aig. 
parallèles  :  par  les  trois  points  F,  ^,  H ,  conduisez  le  plan 
F^H,  qui  retranchera  du  tronc  la  pyramide  .triangulaire 
^FGH.  Cette  pyramide  a  pour  base  la  base  inférieure  FGH 
du  tronc;  elle  a  aussi  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc, 
puisque  le  sommet  g  est  dans  le  plan  de  la  base  supé- 
rieure^*. ^ 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide ,  il  restera  la  py- 
ramide quadranguIaireg;/>(HF,  dont  le  sommet  est  g  et  la 
base /XHF.  Par  les  trois  poinsyj^,  H,  conduisez  le  plan 
/^H,  qui  partagera  la  pyramide  quadrangulaire  en  deux 
triangulaires  ^F/H,  g/Mi*  Cette  dernière  a  pour  base  la 
base  supérieure  gfh  du  tronc,  et  pour  hauteur  la  hauteur 
du  tronc ,  puisque  son  sommet  H  appartient  à  la  base  in- 
férieure :  ainsi  nous  avons  déjà  deux  des  trois  pyramides 
qui  doivent  composer  le  tronc. 

Il  reste  à  considérer  la  troisième  gF/B.  :  or,  si  on  mène 
^K  parallèle  à  /F,  et  qu'on  imagine  une  nouvelle  pyramide 
/FHK,  dont  le  sommet  est  K,  et  la  base  F/H,  ces  deux 
pyramides  auront  même  base  F^H;  elles  auront  aussi 
même  hauteur,  puisque  les  sommets  gelK  sont  situés 
sur  une  ligne  gK.  parallèle  à  Ff,  et  par  conséquent 
parallèle  au  plan  de  la  base;  donc  ces  pyramides  sont  équi- 
valentes. Mais  la  pyramide  yFKH  peut  être  considérée 
comme  ayant  son  commet  eny^  et  ainsi  elle  aura  même 
hauteur  que  le  tronc;  quanta  sa  base  FKH,  je  dis  quelle 
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est  moyenne  proponionnelie  entre  les  hAsesFGH, fgk.  En 
effet,  les  triangles  FRK^/gh,  otit  un  angle  égal  ¥^==^^  et 
un  côté  égal  FK==/^;  on  a  <k>ttc  FHK  :/gh  :  ;  FH:/Jl 
On  a  aitssi  FHG  :  FHK  :  :  FG  :  FK  ou/g.  Mai»  ks  triao* 
gles  semblables  FGH,^A,  donnent  FG  :Jg:  :  FH  :fh; 
dune  F6H  :  FHK  :  :  FHK  ifgà;  et  ainsi  k  base  FHK  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases  FGH,  j^â. 
Donc  9  un  tronc  de  pyramide  triangulaire ^  à  bases  paral- 
lèles ,  équivaut  à  trois  pyramides  qui  oi»t  'ponr  hauteuv 
commune  la  hauteur  du  tronc  ,  et  dont  les«  bases  sont  la 
base  inférieure  du  tronc,  sa  base  supérieure,  el  une 
moyenne  pi^oportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

PROPOSITION  XIX. 

TfiÉOniMB. 

fig.aiô.  Si  on  coupe  im  prisme  triangulaire  dont  ABC  est  la 
base,  par  un  plan  DES  incliné  à  cette  base  y  le  solide 
ABCDES,  qui  résulte  de  cette  section  j  sera  égal  à  la 
somme  des  trois  pyramides  dont  les  sommets  sont 
Dy  E,  S,  et  la  base  commune  ABC. 

Par  les  trois  points  S,  A,  G,  faites  passer  le  plan  SAC, 
qui  retranchera  du  priisme  tronqué  ABCDES  la  pyramide 
triangulaire  S  ABC  :  cette  pyramide  a  pour  base  ABC  et  pour 
sommet  le  point  S. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide,  il  restera  la  py- 
ramide quadrangnlaire  SAGDE,  dont  S  est  le  sommet ,  et 
ACDE  la  base.  Par  les  trois  points  S,  E,  C,  menez  encore 
un  plan  SEG^  qui  divisera  la  pyrami^le  quadrangulaire  en 
deux  pyramides  triangulaires  SACE,  SCDE. 

La  pyramide  S  AEG  9  qui  a  pour  base  le  triangle  AEG 
et  pour  sommet  le  point  S ,  est  équivalente  à  une  pyramide 
EABCy  qui  aurait  pour  base  AEG  et  pour  sommet  le  point  B. 
Car  ces  deux  pyramides  ont  même  base;  elles  ont  aussi 
même  hauteur,  puisque  la  ligne  BS,  étant  parallèle  à  cha* 
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cune  des  lignes  AE,  CD,  est  parallèle  à  leur  plan  ACE; 
donc  la  pyramide  SAEC  eèl  équivalente  à  la  pyramide 
EABC  y  laquelle  peut  être  considérée  comme  ayant  pour 
base  ABC  et  pour  sommet  le  point  E. 

Ija  troisième  pyramide  SCDE  peut  être  changée  d  abord 
en  ASCD;  ear  ces  deux  pyramides  ont  1»  même  base  6GD; 
elles  ont  aussi  la  même  hauteur,  puisque  AE  est  parallèle 
au  plan  SCD  ;  donc,  la  pyramide  SCDE  est  équivalente  à 
ASCD.  Ensuite  la  pyramide  ASCD  peut  être  changée  en 
ABCD,  car  ces  deux  pyramides  ont  la  base  commune  ACD; 
elles  ont  aussi  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  S 
et  B  sont  situés  sur  une  parallèle  au  plan  de  la  base.  Donc 
la  pyramide  SCDE,  équivalente  à  ASCD,  est  aussi  équi* 
valente  à  ABCD;  or,  celle-ci  peut  être  regardée  comme 
ayant  pour  base  ABC,  et  pour  sommet  le  point  D. 

Donc  enfin  le  prisme  troinqné  ABCDËS  est  égaA  à  la 
somine  de  trois  pyramides  qui  ont  pour  base  commune 
ABC,  et  dont  les  sommets  sont  respectivement  les  points 
D,  E,  S. 

Corollaire.  Si  les  arêtes  AE,  BS,  CD,  ^oat  perpendicu- 
laiires  au  plan  de  la  bâSe,  elles  seront  en  même  temps  les 
hauteofs  des  trois  pyramides  qui  composent  le  prisme 
tronqué;  de  sorte  que  la  solidité  du  prisme  tronqué  sera 
exprimée  par  A  ABCx  AE  -f-  |  ABCxBS+^ABCxCD, 
quantité  qui  se  réduit  à  |  ABC  X  (AE+BS+CD). 

DE  LA  SYMÉTWE. 

Deux  points  soitt  symétriques  par  rapport  à  un  plan  j 
lorsque  ce  plan  est  perpendiculaire  sur  le  mitieu  €)e  ls| 
droite  qui  joint  ces  deiix'  points.  —  Ce  plan  est  appelé  plan 
de  symétrie^ 

Deux  figuras  spnt  symétriques  par  rapport  k  un  plan , 
lorsque  chaque  point: de  luYire  d'elles  a  Sdn  symétrique  sur 
l'autre  figure. 
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PROPOSITION  XX, 

THEOREME. 


Une  ligne  droite  AB  a  pour  ligne  symétrique  une 
autre  ligne  droite. 


Prenons  sur  la  droite  donnée  deux  points  A  et  B,  et 
déterminons  leurs  symétriques  A'  et  B'  en  abaissant  des 
points  A  et  B  des  perpendiculaires  sur  MN,  et  prolongeant 
ces  perpendiculaires  de  longueurs  égales  à  elles-mêmes; 
tirons  A'B'  et  CD. 

Pour  démontrer  que  tout  point  O  de  la  droite  AB  a  son 
symétrique  sur  A'B',  abaissons  01  perpendiculaire  sur  MN, 
et  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  sa  rencontre  avec  A'B'. 

Si  nous  faisons  tourner  le  quadrilatère  ACBD  autour 
de  CD  pour  l'appliquer  sur  le  pian  CA'B'D,  les  angles 
ACD,  A'CD  étant  droits,  CA  prendra  la  direction  CA'  ;  et 
comme  CA  =  CA',  le  point  A'  tombera  en  A.  Par  la  même 
raison  BD  s'appliquera  sur  DB';  de  sorte  que  AB  coïncidera 
avec  A'B'.  De  plus,  à  cause  des  angles  droits  OIC,  O'IC,  01 
prendra  la  direction  10',  et  le  point  O  devant  tomber  à  la 
fois  sur  A'B'  et  sur  10',  tombera  enO'.  On  aura  doac  01  = 
10';  donc  enfin  O'  est  symétrique  du  point  O. 

Corollaire.  La  même  démonstration  prouve  que  la  ligne 
AB  qui  réunit  deux  points  A  et  B,  est  égale  à  la  droite  A'B' 
qui  joint  leurs  symétriques. 
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PROPOSITION  XXI. 

THEOREME. 

V angle  de  deux  droites  AB,  AG,  est  é^al  à  rangle 
formé  par  leurs  symétriques  A'B',  A'C 

A. 


— j { ! ^ 


Remarquons  d'abord  que  le  point  de  concours  A  des 
deux  droites  AB,  AC,  a  pour  symétrique  le  point  A';  puis- 
que le  symétrique  du  point  A  doit  se  trouver  à  la  fois  sur 
A'B'etsUr  A'C. 

Cela  posé,  prenons  sur  AB  et  AC  deux  points  B  et  C; 
soient  B'  et  G  leurs  symétriques;  et  menons  BG,  B'C. 

Les  triangles  ABC,  A'B'C  sont  équilatéraux  entre  eux*;  ''^^ 
donc  l'angle  BAC=B'A'C. 

PROPOSITION  XXIL 

THEOREME. 

Un  plan  a  pour  figure  symAtrique  un  autre  plaUy  et 
ces  deux  plans  forment  des  angles^  égaux  as^ec  le  plan 
de  sjrmétrie. 
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Soit  AB  l'intersection  du  plan  MAB  avec  le  plan  de  sy- 
métrie ABC,  et  comiiiiseft  par  AB  un  plan  ABM'  qui  forme 
avec  le  plan  de  symétrie  le  nique  angle  que  le  plan  MAB. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  tout  point  P  du  plan  ABM  a 
son  symétrique  sur  ABM^ 

Pour  cela,  abaissez  P/?  perpendiculaire  sur  ABC ,  et  pro- 
longez celte  ligne  jusqu'à  sa  rencontre  P'  avec  le  plan  ABM' 
puis ,  menez  pi  perpendiculaire  sur  AB ,  et  joignez  PI,  FI, 

Les  deux  droites  PI ,  P'I  sont  perpendiculaires  sur  AB 
et  les  angles  PI/?,  Plp  sont  égaux  comme  mesurant  les  die 
dres  égaux  MABC,  M'ABC.  Les  triangles  rectangles  Plp 
F'ip  sont  donc  égaux  comme  ayant  le  côté  Ip  commun 
et  un  angle  aigu  égal  5  donc  P/7=P'/?  ;  donc  P'  est  le  symé- 
trique de  P. 

Remarque.  Si  le  plan  dont  il  s'agit  était  parallèle  au  plan 
de  symétrie  ABC,  il  est  évident  qu'il  aurait  pour  symétrique 
un  autre  plan  parallèle  à  ABC,  et  à  la  même  dis tfincve  de  ce 
plan.  * 

PROPOSITION  XXIIÏ. 

THEOREMB. 


IJ angle  dièdre  formé  par"  deux  /flans  ABC,  ABD  , 
est  égal  à  Fangle  forrné par  leurs  symétriques  A'B'C, 
ABD'. 


± 
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Reii|4irqu.oiis  d'ahord  que  I^  dr£>ite  AB,  iqt^rsectioD  de 
deux  plans  ABC,  ABD,  a  pour  ^jiwétrique  A'B',  interdic- 
tion 4^8  plans  A'B'C^  A'B'D'. 

Cela  posé,  au  point  B  formons  1  angle  rectUigne  CBD 
qui  mesure  Tangle  dièdre  AB. 

Formons  de  même  au  point  B',  £y  tué  trique  de  B,  langle 
rectiUgne  CB'D'  qui  mesure  i^  dièdre  A'R\ 

La  droite  BD,  située  dans  le  plan  ABD^  aiir^  ppur  symé- 
trique une  droite  passant  par  le  point  B'  et  située  dans  le 
plan  A'B'D'.  De  plus,  comme  BD  e^t  perp^diccilaire  sur 
AB^  la  droite  symétrique  de  BD  sera  perpendiculaire  sur 
A'B'*;  ce  sera  doncB'D'.  Oq  yerr^  de  même  queB'C  est  ♦ai, 
symétrique  de  BC  ;  donc  Tangle  CBD=C'B'D'  *•  *,i. 

PROPOSITION  XXIV, 

THÉORÈME. 

Deux  poljèdres  symétriques  par  rapporta  unplajiy 
ont  I®  leurs  faces  égaies  chacune  à  chacune;  *i^  leurs 
orales  solides  homologues,  symétriques  *. 
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I**  Soient  A,  B,C,  D,les  sommets  d'une  face  de  l'un  des 
polyèdres  ;  on  sait  déjà  que  leurs  symétriques  A',  B',  C,  D', 
sont  dans  un  même  plan*. De  plus,  les  polygones  ABCD,  #„^ 


a 


208  GÉOMÉTRIE. 

A'B'C'D'  sont  égaux,  car  ils  ont  les  angles  égaux  et  les 
20  et  ;  côtés  égaux  chacun  à  chacun  *. 

a?  Deux  angles  solides  homologues  B  et  B',  ont  leurs 
ai.  faces  égales*;  en  outre,  leurs  dièdres  sont  égaux  chacun  à 
23.  chacun;  enfin,  si  l'on  fait  coïncider  la  face  A'B'E'  sur  son 
égale  ABE ,  de  manière  que  les  autres  arêtes  des  deux  an- 
gles solides  tombent  d'un  même  côté  de  la  face  commune, 
on  reconnaît  que  les  autres  angles  plans  des  deux  angles 
solides  sont  disposés  dans  un  ordre  inverse;  donc  l'angle 
solide  B'  est  le  symétrique  de  B. 

Corollaire  I.  On  conclut  delà  qu  un  polyèdre  P  n  a  qu*un 
seul  symétrique.  Car  soient  F  et  P"  deux  polyèdres  symé- 
triques de  P  construits  par  rapport  à  des  plans  de  symétrie 
différents.  Les  faces  de  ces  polyèdres  sont  égales  entre  elles 
comme  étant  respectivement  égales  aux  faces  du  polyèdre  P. 
De  plus ,  leurs  angles  solides  étant  symétriques  des  angles 
solides  de  P,  seront  égaux  entre  eux  ;  donc  les  polyèdres  P' 
et  P"  seront  superposables. 

Corollaire  II.  Si  Ton  décompose  un  polyèdre  P  en  py- 
ramides triangulaires  qui  aient  toutes  pour  sommet  com- 
mun un  des  sommets  du  polyèdre  j  à  chacune  de  ces  pyra- 
mides correspondra,  dans  le  polyèdre  symétrique  P',  une 
pyramide  symétrique. 

On  voit  donc  que  deux  polyèdres  symétriques  sont  dé- 
composables  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  symétri- 
ques chacun  à  chacun. 

Scolie.  Deux  polyèdres  qui  ont  leurs  faces  égales  cha* 
cune  à  chacune,  et  leurs  angles  solides  symétriques,  sont 
toujours  dits  symétriques,  quelle  que  soit  la  position  qu*ils 
aient  Tun  par  rapport  à  l'autre  ;  mais  il  y  a  lieu  de  remar- 
quer que  la  symétrie  n'existe  plus  que  quant  à  la  forme 
des  solides. 


IV.  B.  Les  angles  solides  bomologoes  sont  ceax  dont  les  sommets  sont  .%jmé* 
triques. 
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PROPOSITION  XXV. 

TBÉOHSME. 
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Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents. 

En  effet,  deux  polyèdres  symétriques  pouvant  se  décom- 
poser en  un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques ,  il 
suffit  de  prouver  que  deux  tétraèdres  symétriques  sont 
équivalents. 


Soit  donc  SABC  un  tétraèdre,  et  construisons  son  sy- 
métrique en  prenant,  pour  plan  de  symétrie  Tune  des  faces 
ABC";  les  deux  tétraèdres  SABC,  S'ABC  sont  équivalents,  *^^, 
car  ils  ont  même  base  ABC ,  et  les  hauteurs  SO,  S'O  sont 
égales. 


Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
troisième  O,  appelé  centre  de  symétrie,  lorsque  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  est  divisée  par  le  point  O  en  deux 
parties  égales. 

Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  point  O, 
lorsque  chaque  point  de  Tune  a  son  symétrique  sur  l'autre. 

On  peut  établir  pour  la  symétrie  par  rapport  à  un  point, 
des  théorèmes  semblables  à  ceux  qui  viennent  d'être  ex- 
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posés  ;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d*en  chercher  les 
démonstrations. 


DE  LA  SIMILITUDE. 

Nous  appellerons  polyèdres  semblables,  ceUK  qui  sont 
compris  sous  un  même  nombre  de  faces  semblables  chacune 
à  chacune,  et  dont  les  angles  solides  homologues  sont 
égaux.  (On  entend  par  angles  solides  homologues  ceux 
qui  sont  formés  par  les  faces  semblables.) 

Les  droites  homologues  de  deux  polyèdres  semblables 
sont  celles  qui  joignent  les  sommets  homologues. 

PROPOSITION  XXVL 

THBORBME. 

fig.  ai;.  Si  fort  cUifise  dans  unméme  rapport  auxpoùits  f,  g,  h 
les  arêtes  TF,  TG,  TH  du  tétraèdre  TFGH,  et  qu\m 
joigne  fg,  fh,  gh,  le  tétraèdre  Tfgh  ainsi  formé  est 
semblable  au  premier. 

EnefTet,  les  triangles  T/^,  TFG  sont  semblables,  comme 
ayî^nt  un  angle  égal  compris  entre  côtés  propoitionnels;  par 
la  même  raison  T^A  est  semblable  à  TGH,  et  T/X  à  TFH. 
De  plus,  les  droites^,  gh  étant  parallèles  à  FG,  GH,  le 
plan^A  est  parallèle  au  plan  FGH,  et  le  triangle  ^A  est 

*  14.      semblable  à  FGH*. 

Enfin  deux  angles  solides  homologues  quelconques  G,^ 
sont  égaux;  car  à  cause  de  la  similitude  des  faces,  ils  ont 
leurs  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun>  et  Ton  voit  en 
outre  que  ces  angles  plans  sont  semblablement  placés.  Donc 
les  tétraèdres  ont  leurs  faces  semblables  et  les  angles  solides 
homologues  égaux,  donc  ils  sont  semblables. 
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Scolie.  On  peut  remarquer  que  deux  tétraèdres  sembla- 
bles ont  toutes  leurâ  APêt<»  homologues  proportionnelles. 

Réciproquement  deux  tétraèdres  qui  ont  leurs  arêtes  pro- 
portionnelles et  semblablement  placées ,  sont  semblables  ; 
car  de  la  proportionnalité  des  côtés  on  conclut  immédiate- 
ment la  similitude  des  fiices  ;  et  les  faces  étant  semblables 
et  semblablement  disposées^  les  angles  solides  homoicvgues 
sont  égaux,  comme  ayant  leurs  angles  plans  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  placés. 

PROPOSITION  XXVII. 

THEOREME. 

Deux  iéttxxèdres  SABC^  TDEF  qui  ont  un  angle  diè'- 
di^  égal  compris  entre  deux  faces  semblables  et  sem- 
blablement placées  y  sont  semblables. 

Supposons  Tangle  dièdre  SB   égal  au  dièdre  TE;  le  g-  ^^3 
triangle  SAB  semblable  à  TDE,  et  SBC  semblable  à  TEF. 

Les  angles  solides  Set  T  sont  égaux,  comme  ayant  un  angle 
dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  et  semblable- 
ment placées.  Donc  Tangle  ASC  est  égal  à  DTF.  De  plus, 
à  cause  de  la  similitude  des  triangles  ASB  et  DTE,  SBC  et 
TÈF,  on  a 

SB:TE:;AS:DT 

et  SB:TE::SC;TF} 

d'où  AS:DT::SC:TF. 

Les  triangles  ASC,  DTF  sont  donc  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  les  angles  solides  B 
et  E  sont  égaux,  et  que  ABC  est  semblable  à  DEF.  Enfin 
les  angles  solides  A  et  C  sont  respectivement  égaux  auj^ 
angles  D  et  F,  comtne  ayant  les  angles  plans  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  placées;  donc  les  tétraèdtes 
sont  semblables. 
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PROPOSITION  XXVIII. 

THÉOaâME, 

Deux  polyèdres  semblables  peiiverU  être  déoompo» 
ses  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  ^  ei 
semblablenfient  placés. 

F l 
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Décomposons  en  triangles  les  faces  du  polyèdre 
SEFGDABC  ,  non  adjacentes  au  sommet  S  \  ces  triangles 
seront  les  bases  de  tétraèdres  qui  auront  pour  sommet 
commun  le  point  S,  et  dont  la  somme  composera  le  pre- 
mier polyèdre. 

Décomposons  aussi  en  triangles  et  de  la  même  manière 
les  faces  du  polyèdre  sefgdabcj  non  adjacentes  au  sommet 
s  homologue  de  S,  et  joignons  le  point  s  aux  sommets  de 
ces  triangles  ;  ce  second  polyèdre  sera  décomposé  en  té- 
traèdres, et  il  s'agit  de  montrer  que  ces  tétraèdres  soht 
respectivement  semblables  à  ceux  qui  forment  le  premier 
polyèdre. 

Si  nous  comparons  les  tétraèdres  SDGA,  sdcuj  nous 
voyons  que  les  triangles  SDA,  CDA  ,  sont  respectivement 
semblables  aux  triangles  sda,  cduy  à  cause  de  la  similitude 
des  faces  EDAS,^rfaj,  d'une  part, et  des  faces  CDAB,  cdab^ 
de  Tautre  ;  de  plus ,  langle  dièdre  DÀ  est  égal  au  dièdre 
da^  puisque  les  faces  des  deux  polyèdres  sont  également 
inclinées  ;  donc  les  deux  tétraèdres  SDCA,  sdca^  sont  s^m" 
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blables  comme  ayant  un  dièdre  égal  compris  sous  deux 
faces  semblables  et  semblablement  disposées. 

Si  nous  passons  aux  tétraèdres  SDCF,  sdef^  nous  voyons 
que  les  triangles  SDC,5^i^,  sont  semblables  comme  faces 
homologues  de  tétraèdres  semblables  ;  de  même  FDC  est 
semblable  ^fdcy  à  cause  de  la  similitude  des  polygones 
YVHCjfedc,  D'ailletirs  les  dièdres  FDCA  ^fdca^  sont  égaux 
par  hypothèse,  et  les  dièdres  SDGA,  sdca^  sont  égaux,  à 
cause  de  la  similitude  des  tétraèdres  SDGA.,  sdca^  donc 
les  dièdres  YJiCS^fdcs^  sont  égaux  comme  différences  de 
dièdres  égaux;  donc  enfin  *,  les  tétraèdres  SDCF,  sdcf^ 
sont  semblables,  et  ainsi  de  suite 

Remarque  I.  Il  faut  remarquer  que  la  décomposition 
précédente  peut  s^effectuer  en  partant  de  deux  sommets 
homologues  quelconques. 

Remarque  II.  On  conclut  encore  du  théorème  qui' vient 
d*étre  démontré,  que,  dans  deux  polyèdres  semblables , 
deux  droites  A,  a,  qui  joignent  des  sommets  homologues, 
sont  proportionnelles  à  deux  arêtes  homologues,  B,  d,  des 
deux  polyèdres. 

En  effet,  les  droites  A,  a  seront  les  arêtes  homologues 
de  deux  tétraèdres  semblables  faisant  partie  des  deux  po-^ 
lyèdres;  et  ces  tétraèdres  renfermeront  nécessairement 
deux  arêtes  homologues  G,  c,  des  deux  polyèdres;  on  aura 
donc 

A  :  rt  :  G  c. 

D'ailleurs,  dans  les  polyèdres  semblables,  les  arêtes 
homologues  sont  proportionnelles  à  cause  de  la  similitude 
des  £ices. 

On  a  donc  aussi 

donc  enfin,  A  :  a  :  :  B  :  ^. 
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PROPOSITION  XXIX. 

THÉORBMB. 

Deux  polyèdres  composés  dun  même  nombiie  de  té- 
traèdres semblables  et  semblablement  disposés  y  ont  les 
faces  semblables  chacune  à  chacune  y  et  les  angles 
solides  homologues  égaux ,  et  par  conséquent  sont 
semblables. 


/ 

u 

/^,r/' 

D 

Soient  SABC,  SADG,  SCDF,....  les  pyramides  qui  com- 
posent le  premier  polyèdre  ;  sabc ,  sadc ,  scdf^  lés  pyrami- 
des qui  forment  le  second. 

1°  Les  ti*iangles  DCA,  CAB,  qui  forment  une  &cedtt 
premier  poljrèdre,  sont  re^ctitetnent  semblables  aux 
triangles  dca ,  cah ,  ^itués  à  la  surface  du  second  polyèdre, 
à  cause  de  la  similitude  des  tétraèdres.  De  plus ,  les  trian- 
gles DCA,  CAB,  étant  dans  un  même  plan ,  je  dis  qu'il  en 
est  de  même  Aes  triangles  dca^  cah. 

En  eQet,  à  cause  de  la  similitude  des  tétraèdres  SCAfif 
et  scad^  SABC  et  sahc^  les  dièdres  SCAD ,  SGAB ,  sont 
respectivement  égaux  aux  dièdres  scad^  sàab  ;  ôr,  là  somme 
des  deux  premiers  est  égale  à  d^ux  droits;  donc  la  somme 
des  deux  derniers  vaut  deux  droits;  donc  enfin,  les  poly- 
gones DCBA ,  dcbay  sont  semblables ,  comme  étant  com- 
posés d'un  même  nombre  de  triangles  semblables  et  sem- 
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biabl«ftient  disposét;  et  il  en  est  de  même  des  autres  faces 
prises  deux  à  deux. 

Q,"*  On  voit  encore  que  l*angle  dièdre  SA ,  somme  des 
dièdres  CSAD ,  CSAB ,  est  égal  au  dièdre  sa,  somme  des 
dièdres  csad,  csaby  respectivement  égaux  aux  premiers  ;  et 
qu*en  général  deux  angles  dièdres  homologues  des  deux 
polyèdres  sont  égaux  comme  étant  les  sommes  d  angles 
dièdres  homologues  de  tétraèdres  semblables. 

Il  en  résulte  que  deux  angles  solides  homologues  A  et  a 
sont  égaux,  car  ils  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  clia-. 
cune  j  semblablement  disposées  et  également  mclinées. 

Scolie,  La  démonstration  qui  vient  d^étre  exposée  justifie 
la  définition  qui  a  été  donnée  des  polyèdres  semblables; 
car  on  peut  toujours  former  des  polyèdres  composés  d*un 
même  nombre  de  tétraèdres  semblables  et  semblablement 
placés. 

G 


En  effet,  décomposons  le  polyèdre  SABDEFG  en 
pyramides  triangulaires ,  qui  aient  toutes  leur  sommet  en 
S  j  et  soient  SBDC,  SADB,  SDAE,....  les  tétraèdres  dont  la 
somme  compose  le  polyèdre. 

Si  nous  divisons  dans  le  même  rapport  toutes  les  arêtes 
partant  du  point  S,  aux  points  n,  b^  e,  </,....  les  tétraèdres 
&bdùi  Sadb.»,j  seront  respectivement  semblables*  aux  tétraè- 
dres SBDG,  SADB....)  et  seront  semblablement  disposés^ 
leur  somme  composera  donc  un  second  polyèdre,  qui, 
d'après  le  théorème  précédent,  sera  semblable  au  premier. 


'26. 
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Ce  second  polyèdre  pourra  ensuite  être  placé  dans  une 
position  quelconque  par  rapport  au  premier. 

PROPOSITION    XXX. 

THÉORÈME. 

Deux  tétraèdres  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  de  leurs  arêtes  Ihomologaes. 


Puisque  les  tétraèdres  sont  semblables ,  on  peut  porter 
le  plus  petit  sur  le  plus  grand ,  de  manière  qu  ils  aient 
Tangle  solide  S  commun,  et  alors  les  bases  abc^  ÂBG,  seront 
parallèles,  puisque  les  arêtes  SA,  SB,  SC,  sont  divisées  dans 
un  même  rapport  aux  points  a,  ^,  c. 

Soit  encore  SO  perpendiculaire  sur  ABC. 

I/es  triangles  ABC,  ahc  ,  sont  semblables  ;  on  a  donc  : 

ABC  xabcw  AB  :  ô*  (i). 
D'ailleurs  on  a  aussi  : 

AB  :  ai  :  :  SA  :  ^a 
et  SO:  ^o:  :  SA  :  ^a; 

d*où  il  résulte ,  à  cause  du  rapport  commun , 
SO  :  «o  :  :  AB  :  ai  (a). 

Multipliant  par  ordre  les  proportions  (x)  et  (a),  et  divi- 
sant  les  termes  du  premier  rapport  par  3,  il  Tient: 

ABC  X  Ç  :  ate  X  Ç  ::  Âb":^;, 
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SO 

or,   ABC  X  -Y  est   la  mesure  du  tétraèdre    SABC ,    et 

SO 
abc  X  -9-  cist  la  mesure  du  tétraèdre  Sabc -y  donc  ^  etc. 


PROPOSITION  XXXI. 

THBORJBMB. 

Deux  polyèdres  semblables  sont  comme  les  cubes  de 
leurs  arêtes  homologues. 

On  sait  que  deux  polyèdres  semblables  sont  décompo- 
sables  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables. 

Soient  T,  T',  T"...  les  tétraèdres  qui  forment  le  polyèdre 
P;  ty  t\  if'...  les  tétraèdres  qui  composent /?. 

Soient  encore,  A,  A',  A",  des  arêtes  des  tétraèdres 
T,  T,  T"....  a^  a\  a"...;  leurs  homologues  dans  les  tétraè- 
dres t,  i ^  ^"...,  on  aura  : 


T   :    /  : 

:A»    :a', 

T'  :  t'  : 

:A"   :a" 

T"  :  f"  : 

:  A"?  :  a'' 

et  comme  les  lignes  homologues  des  polyèdres  semblables 
sont  proportionnelles ,  on  en  conclut  : 

T  :  <  :  :  T'  :  f'  :  :  r  :  i\.. 

doù      T  +  T'  +  T"...:<+r^  +  t"...  ::  T:f  :  A':aS 

ou  P:/>  ::  A':û\ 
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LA  SPHÈRE. 


DEFINITIONS. 

I.  Ia  sphère  est  un  solide  terminé  par  une  surface  courbe, 
dont  tous  les  points  sont  ëgarlement  distants  d'un  point  in- 
térieur qu  on  appelle  centre. 

fig.  aao  ^"  l^enx  imaginer  que  la  sphère  est  produite  par  la  ré- 
volution du  demi-cercle  DAË  autour  du  diamètre  DE  :  car 
la  surface  décrite  dans  ce  mouvement  par  la  courbe  DAE 
aura  tous  ses  points  à  distances  égales  du  centre  C. 

II.  Le  rayon  de  la  sphère  est  une  ligne  droite  menée  du 
centre  à  un  point  de  la  surface  ;  le  diamètre  ou  ajce  est  une 
ligne  passant  par  le  centre,  et  terminée  de  part  et  d'autre 
à  la  surface. 

Tous  les  rayons  de  la  sphère  sont  égaux  ;  tous  les  dia- 
mètres sont  égaux  et  doubles  du  rayon. 

IIL  Un  plan  est  tanget%t  à  la  sphère  lorsqu'il  n*a  qu  un 
point  commun  avec  sa  sutface» 

IV.  Deux  sphères  sont  tangentes,  lorsque  leurs  surfaces 
n'ont  qu'un  point  commun. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Toute  section  de  la  sphère^  faite  par  un  plan^  est 
un  cercle. 
fig.  aai.      ^î^  ^^B  1^  section  faite  par  un  plan  dans  la  sphère 
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dtmt  le  centre  est  C.  Du  point  C  menet  la  perpendiculaire 
CO  sur'  le  plan  AMB,  et  difTérentes  lignes  CM ,  CM ,  à  dif- 
férents points  de  la  courbe  AMB  qui  termine  la  section. 

Les  obliques  CM,  CM,  CB,  sont  égales,  puisqu'elles  sont 
des  rayons  de  la  sphère  ;  elles  sont  donc  également  éloi- 
gnées de  la  perpendiculaire  CO;  donc  toutes  les  lignes 
OM,  OM,  OB,  sont  égales;  donc  la  section  AMB  est  un 
cercle  dont  le  point  O  est  le  centre. 

Corollaire  I.  Si  la  section  passe  par  le  centre  de  la 
sphère,  son  rayon  sera  le  rayon  de  la  sphère;  donc  tous 
les  grands  cercles  sont  égaux  entre  eux. 

II.  Deux  grands  cercles  se  coupent  toujours  en  deux 
parties  égales;  car  leur  intersection  commune,  passant 
par  le  centre,  est  un  diamètre. 

III»  Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  et  sa  surface  en 
deux  parties  égales;  car  si,  après  avoir  séparé  les  deux  hé- 
misphères, on  les  applique  sur  la  base  commune  en  tour- 
nant leur  convexité  du  même  côté ,  les  deux  surfaces  coïn- 
cideront Tune  avec  l'autre,  sans  quoi  il  y  aurait  des  points 
plus  près  du  centre  les  uns  que  les  autres. 

IV.  Le  centre  d'un  petit  cercle  et  celui  de  la  sphère 
sont  sur  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  du  petit 
cercle. 

V.  Les  petits  cercles  sont  d'autant  plus  petits  qu'ils  sont 
plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère;  car  plus  la  distance 
CO  est  grande,  plus  est  petite  la  coi-de  AB,  diamètre  du 
petit  cercle  AMB. 

VI.  Par  deux  points  donnés  sur  la  surface  d'une  sphère, 
on  peut  faire  passer  un  arc  de  grand  cercle;  car  les  deux 
points  donnés  et  le  centre  de  la  sphère  sont  trois  points 
qui  ^déterminent  la  position  d'un  plan.  Si  cependant  les 
deax  points  donnés  étaient  aux  extrémités  d'un  diamètre , 
alors  ces  deux  points  et  W  centre  seraient  en  ligne  droite, 
et  il  y  aurait  une  infinité,  de  grands  cercles  qui  pourraient 
passer  par  les  deux  points  donnés. 
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VU.  la  position  d*un  petit  cercle  sur  la  surface  de  la 
sphère  serait  déterminée  par  trois  points  de  sa  circonfé- 
rence. 

PROPOSITION  II. 

THEOREME. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  V extrémité  (F un  rayvn 
est  tangent  à  la  sphère. 
fig.  aa6.  g^jj  F^Q  un  p]gn  perpendiculaire  à  Textrémité  du  rayon 
OA;  si  Ton  prend  un  point  quelconque  M  sur  ce  plan ,  et 
qu'on  joigne  OM  et  AM,  langle  OAM  sera  droit,  et  ainsi 
la  distance  OM  sera  plus  grande  que  OA.  Le  point  M  est 
donc  hors  de  la  sphère;  et,  comme  il  en  est  de  même  de 
tout  autre  point  du  plan  FAG,  il  s*ensuit  que  ce  plan  n*a 
que  le  seul  point  A  commun  avec  la  surface  de  la  sphère; 
*dcf.  3.  donc  il  est  tangent  à  cette  surface*. 

Réciproquement,  tout  plan  tangent  FAG  est  perpendi* 
culaire  sur  le  rayon  OA  qui  Ta  au  point  de  contact. 

Car  si  on  joint  au  centre  un  point  quelconque  M  de  ce 
plan,  OM  sera  plus  grand  que  le  rayon  OA,  puisque  le 
point  M  est  extérieur  à  la  sphère.  OA  est  donc  la  ligne  la 
plus  courte  qu*on  puisse  mener  du  point  O  au  plan  FAG; 
donc  OA  est  perpendiculaire  sur  ce  plan. 

Corollaire.  Par  un  point  de  la  sphère  on  ne  peut  mener 
qu'un  seul  plan  tangent. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME, 

Vinlersection  de  deux  sphères  est  un  cercle  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  leurs 
centres,  et  dont  le  centre  est  situé  sur  cette  ligne. 

Par  la  ligne  OC  qui  joint  les  centres  des  deux  sphères, 
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menons  un^  plan  quelconque.  Ce  plan  coupe  les  deux 
sphères  suivant  deux  grands  cercles  qui  se  rencontrent 
aux  points  A  et  A'  symétriques  par  rapport  à  la  ligne  OC. 


Si,  maintenant)  nous  faisons  tourner  les  deux  demi- 
cercles  DAE,  G  AH,  autour  de  OC,  ces  deux  demi-cercles 
engendreront  les  surfaces  des  deux  sphères,  et  le  point  A 
décrira  leur  ligne  d'intersection.  D'ailleurs ,  dans  ce  mou- 
vement, la  droite  AI  ne  changera  pas  de  grandeur  et  sera 
constamment  perpendiculaire  à  OC;  donc  Tintersection  des 
deux  sphères  est  une  circonférence  dont  le  centre  est  en  I9 
dont  le  rayon  est  AI,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  OC. 

Remarque,  Suivant  que  les  deux  cercles  DAA',  GAA'^ 
seront  extérieurs  ou  intérieurs,  tangents  extérieurement  ou 
intérieurement,  ou  bien  sécanls,  les  deux  sphères  seront 
extérieures  ou  intérieures,  tangentes  extérieurement  ou 
intérieurement,  ou  enfin  sécantes. 

Il  y  aura  donc  pour  chacune  de  ces  positions  des  deux 
sphères,  les  mêmes  relations  entre  la  distance  des  centres 
et  les  rayons  des  sphères,  que  pour  les  positions  corres- 
pondantes de  deux  cercles. 

DEFINITIONS. 

I.  L'angle  de  deux  arcs  de  grands  cercles  est  Fangle 
dièdre  formé  par  leurs  plans.  Les  arcs  de  grands  cercles 
en  sont  les  cotés,  et  leur  point  de  concours  en  est  le 
sommet.  '     '  v 
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II.  Un  triangle  sphérique  ^t  une  portiqn  de  la  surface 
de  la  sphère  comprise  fsptre  trois  arcs  die  ^prai^ds  cerples. 

{]&ê  arcs,  qui  s  appellent  les  cotés  das  triangles,  sont  tou- 
jours supposés  moindres  qu'une  demi-circonférence;  les 
angles  formés  par  ces  arcs  de  cercles  sont  les  angles  du 
triangle. 

III.  Un  triangle  sphérique  est  rectangle,  isocèle ,  équi- 
latéral,  dans  les  mêmes  cas  qu'un  triangle  rectiligne. 

IV.  Un  polygone  sphérique  est  une  portion  de  la  sur- 
face sphérique  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grands 
cercles. 

Nous  ne  considérerons  que  des  polygones  sphériques 
convexes,  c'est-à-dire  tels  qUe  le  plan  de  chaque  côté  laisse 
tout  le  reste  du  polygone  d'un  même  côté  de  sa  direction. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

Dans  tout  triangle  sphérique  ABC ,  un  cété  quel- 
conque est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  au- 
très. 

Soit  O  le  centre  de  la  sphère,  et  soient  menés  les  rayons 
OA,  OB,  OC.  Si  on  imagine  les  plans  AOB,  AOC,  COB, 
ces  plans  formeront  au  point  O  un  angle  solide,  et  les 
angles  AOB,  AOC,  COB,  auront  pour  mesure  les  côtés 
AB,  AC,  BC,  du  triangle  sphérique  ABC.  Or,  chacun  des 
trois  angles  plans  qui  composent  l'angle  solide  est  moindre 
♦33  5  V^^  '^  somme  des  deux  autres*;  donc  un  côté  quelcon- 
que du  triangle  ABC  est  moindre  que  ta  somme  des  deux 
autres. 

PROPOSITION  V. 

THBORBVB. 

La  somme  des  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  est 
moindre  que  la  circonférence  dun  grand  cercle. 


fig.  aaa. 
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Soit  ABC  un  triangle  sphérique  quelconque;  prolongez  fig.aa4. 
les  côtés  AB ,  AC ,  jusqu à  ce  qu'ils  se  rencontrent  de  nou- 
veau en  D,  Les  arcs  ABD ,  ACD ,  seront  des  demi-circonfé- 
rences, puisque  deux  grands  cercles  se  coupent  toujours 
en  deux  parties  égales*;  mais  dans  le  triangle  BCD  on  a  *  i. 
lecôtéBC<  BD-f-CD*;  ajoutant  de  part  et  d'autre  AB-f-AC,  *  4. 
on  aura  AB+AC+BC  <  ABDh- ACD  ,  c'est-à-dire,  plus 
petit  qu'une  circonférence. 

Remarque.  Pour  qu  on  puisse  construire  un  triangle  sphé- 
rique  avec  trois  côtés  donoé^i  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  trois  côtés  soit  plus  petite  qu'une  circonférence,  et 
que  le  plus  grand  coté  sait  moindre  que  la  sjQmme  des 
deux  autres.  Car  ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  qu  on  puisse  construire  un  angle  solide  avec 
trois  faces  qui  auraient  pour  mesures  les  trois  côtés  donnés. 
Et  si  l'on  plaçait  le  sommet  de  cet  angle  solide  au  centre  de 
la  sphère^  les  faces  intercepteraient  le  triangle  demandé. 

PROPOSITION  VI. 

THBORBME. 

La  somme  des  côtés  ffun  polygone  sphérique  con- 
%fexe  est  moindre  qu'une  circonférence  de  grand 
cercle. 

Soit  ABCDE  un  polygone  sphérique  convexe;  et  me-  Bg.aaS. 
nous  du  centre  Ode  la  sphère  les  rayons  OA,OB,OC,  OD, 
OE ,  nous  formerons  ainsi  un  angle  solide  qui  sera  con- 
vexe, et  dont  les  angles  plans  AOB,  AOC, ....  ont  pour 
mesures  les  arcs  AB,  BC,  CD.  ...  ;  or,  la  somme  des  an- 
gles plans  qui  forment  Tangle  solide  est  moindre  que  4 
droits;  donc  la  somme  des  arcs  AB,  BC, ....  est  moindre 
qu'une  circonférence. 


2^4  GÉOMÉTRIE. 


DEFINITIONS. 

L  Le  pôle  d  un  cercle  de  la  sphère  est  l'extrémité  du  dia- 
mètre perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle. 

II.  Tout  cercle  de  la  sphère  a  deux  pôles. 

III.  Tous  les  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles  ont  les 
mêmes  pôles. 

PROPOSITION  VU. 

THÉOEEME. 

Tous  les  points  de  la  circonférence  FNG  (tun  cercle 
de  la  sphère  sont  également  distants  du  pôle  H  de  ce 
cercle. 
fig.  aao.  En  effet ,  si  on  mène  du  centre  O  de  la  circonférence 
FNG,  les  rayons  OF,  ON,  OG,  et  qu'on  tire  les  droites 
DF,  DN,  DG,  les  triangles  rectangles  DOF,  DON,  DOG.... 
seront  égaux  ;  car  ils  ont  le  côté  DO  commun,  et  les  lignes 
OF,ON,OG  sont  égales  comme  rayons  d'un  même  cercle; 
donc  on  a  DF=DN=DG. . .  • 

On  voit  aussi  parla  que  les  arcs  de  grands  cercles  FD, 
DN,DG,  sont  égaux  comme  sous-tendus  par  des  cordes 
égales;  et  de  plus  les  plans  de  ces  grands  cercles  sont  per- 
pendiculaires sur  le  cercle  FNG,  car  ils  passent  tous  par 
la  droite  DO  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  démontré  s'applique  évidemment 
au  pôle  d'un  grand  cercle  AMB  ;  mais  dans  ce  cas  les  angles 
droits  DCA,  DGM,  DGB,  étant  au  centre  des  grands  cer- 
cles DA£,  DME... .,  les  arcs  DA,  DM,  DB,  sont  des  quarts 
de  circonférence  ou  des  quadrants, 

Scolie.  Les  propriétés  des  pôles  permettent  de  tracer  sur 
la  surface  de  la  sphère  des  arcs  de  cercle  avec  la  même  fa* 
cilité  que  sur  une  surface  plane. 

On  emploie  à  cet  effet  un  compas  appelé  compas^splié- 
rique,  dans  lequel  on  donne  aux  deux  branches  une  dis- 
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position  qui  permette  d'incliner  les  pointes  Tune  sur  lautre 
sous  un  angle  quelconque. 

11  est  évident  que  si  on  place  une  des  pointes  de  ce  com-  iîg-  aao. 
pas  en  D,  et  l'autre  en  F,  et  que  Ton  fasse  tourner  ce  com- 
pas autour  du  point  D,  rextrémité  F  décrira  le  cercle  FNG. 

Si  Ton  voulait  du  point  D,  comme  pôle,  décrire  un 
grand  cercle  AMB,il  faudrait  que  la  distance  des  deux 
pointes  du  compas  fi^t  égale  à  la  corde  d'un  quadrant;  et 
pour  avoir  cette  distance,  il  faudrait  connaître  le  rayon  de 
la  sphère. 

PROPOSITION  VIII. 

PROBLÈME. 


Étant  donnée  une  sphère^  trouver  son  rayon. 
A  S 


Avec  une  ouverture  de  compas  arbitraire  AG,  décri- 
vons sur  la  sphère  un  cercle  CDE;  marquons  trois  points 
C,  D,  E  sur  ce  cercle,  et  mesurons  avec  im  compas  les 
distances  rectilignes  CD,  DE,  CE;  enfin  construisons  sur 
un  plan  un  triangle  avec  ces  trois  côtés  ;  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  sera  le  rayon  du  cercle  GDE. 

Cela  posé,  concevons  par  le  diamètre  AB  de  la  sphère 
un  grand  cercle  ACBE;  concevons  aussi  qu'on  tire  les 
droites  GA,  CB  et  CO.  Dans  le  triangle  rectangle  CAO,  on 
connaît  l'hypoténuse  AG  et  le  côté  CO;  on  pourra  donc 
construire  sur  un  plan  un  triangle  G'A'O'  égal  à  CAO;  de 
plus,  la  droite  GB  étant  perpendiculaire  sur  G  A,  si  l'on  mène 
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CB'  perpendiculaire  sur  A.^C',  la  droite  A'B',  égale  à  AB, 
sera  le  diamètre  de  la  sphère. 

PROPOSITION  IX. 

PROBLÈME. 

Tracer  sur  une  sphère  un  grand  cercle  passant  par 
deux  points  A  et  B. 

p 


Des  points  A  et  B  comme  pôles,  avec  un  intervalle  égal 
\\  la  corde  du  quadrant ,  décrivons  deux  grands  cercles 
qui  se  coupent  en  P;  le  point  P  sera  le  pôle  de  l'arc  de 
grand  cercle  AB,  et  servira  à  décrire  cet  arc. 


PROPOSITION  X. 

PROBLÈME. 


Abaisser  (Ton  point  k  de  la  surface  de  la  sphère  ^ 
un  grand  cercle  perpendiculaire  sur  un  grand  cercle 
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'  Du  point  A  comme  pôle^  «wc  un  intervalle  «ig^l  à  un 
quadrant ,  décrivez  un  grand  cercle  qui  Cùu^  e«  S  U  o^^cle 
CMD.  Puis  du  point  Scoinme  pôle,  avec  lj*tei^aU«,^A, 
décrivez  le  grand  cercle  AM,  qui  sera  perpe^dviuiaire  sur 
GMD*. 

PROPOSITION  XI. 

PROBLÈME. 

Tracer  sur  une  sphère  un  petit  cercle  passant  par 
ttvis  points  A,  B,  C. 


Mesure2  avec  un  compas  sphérique  fe^  distances  recli- 
lignes  AB,  BC,  ACj  construisez  un  triangle  ave<5  ces  trois 
cotés ,  et  circonscrivez  à  ce  triangle  une  circonférence  dont 
le  rayon  sera  celui  de  la  circonférence  qu'il  s'agit  de  tracer 
sur  la  sphère. 

Maintenant,  si  l'on  conçoit  le  diamètre  PP'  perpendi- 
culaire sur  le  plan  du  cercle  ABC,  et  qui  rencontre  le  plan 
de  ce  cercle  en  son  centre  I  ;  si  l'on  mène  en  outre  les 
droites  AP,  AI,  AP',  on  voit  que  le  triangle  PAP'  est  rec- 
tangle en  A;  etronconnait  ^arns  ce  triangle  l'hypoténuse 
PP'  et  la  hauteur  Al. 

Pour  consunire  oe  triangle,  décrivez  un  cercle  dont  le 
diamètre  pp  9oil  ég»!  à  celui  de  la  sphère  ;  menez  au  point 
p  une  tengtonte  égcile  au  rayon  du  cercle  Afi€  ;  puis  con- 
duisez une  ligne  ela  parallèle  à  pp  jusqu  a  sa  rencontre  a 


.  I 
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avec  la  circonférence  ;  enfin  joignez  ap^  apt-^  app  sera  le 
triangle  demandé ,  et  le  côté  ap  sera  égal  à  AP. 

Pour  déterminer  le  pôle  P  du  cercle  ABC ,  il  suffira,  des 
points  AyB,C  comme  pôles,  avec  un  intervalle  égal  ^ap^  de 
décrire  des  cercles  qui  se  couperont  au  point  cherché. 
Connaissant  le  pôle,  la  construction  s  achèvera  sans  diffi- 
culté. 

PROPOSITION  XIL 

THiORBME. 

Le  plus  court  chemin  du  point  A  au  point  B  sur  la 
surface  de  la  sphère^  est  Varc  de  grand  cerclcy  nvoin- 
dre  quune  demi  -  circonférence,  qui  joint  ces  deux 
points. 

Nous  fonderons  ]a]  démonstration  de  ce  théorème  sur 
les  deux  lemmes  suivants. 

Lemme  I.  Le  plus  court  chemin  du  pôle  P  d^un  cercle  à 
tous  les  points  de  sa  cU^onférence  ABD  est  le  même  pour  tous 
ces  points. 


Cela  résulte  évidemment  de  1  égalité  des  arcs  de  grands 
cercles  PA,  PB,....  et  de  la  symétrie  par&ite  de  la  sphère 
autour  du  point  P. 

Lemme  IL  Soient  AB,  AC  deux  arcs  de  grands  cercles 
moindres  qu^une  demi-<irconférenceyet  soit  AC  <  AB,  Je  dis 
que  le  plus  court  chemin  de  A  en  C  est  moindre  que  celui 
de  A  en  ^. 
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En  effet,  décrivons  du  point  A  comme  pôle,  et  avec 
rintervalle  AC,  un  cercle  qui  coupera  nécessairement  Tare 
AB  entre  A  et  B,  et  soit  AMB  la  ligne  la  plus  courte  entre 
A  et  B;  cette  ligne  rencontrera  le  cercle  CI  en  un  point  <M, 
et  la  ligne  AM  sera  le  plus  court  chemin  de  A  en  M;*  'Oac 
s*il  existait  une  ligne  plus  courte  entre  ces  deux  points , 
AMB  ne  serait  pas  le  plus  court  chemin  de  A  en  B ,  ce 
qui  est  contre  Thypothèse.  D  ailleurs ,  d'après  le  lemme 
précédent,  le  plus  court  chemin  de  A  en  M  est  le  même 
que  de  A  en  C  ;  donc  le  plus  court  chemin  de  A  en  C  est 
moindre  que  de  A  en  B. 


Cela  posé ,  soit  AB  Tare  de  grand  cercle  moindre  qu  une 
demi-circonférence  qui  joint  les  points  A  et  B;  et  suppo- 
sons qu'il  existe  hors  de  cet  arc  un  point  C  de  )a  ligne  la 
pliis  courte  entre  A  et  B.  Menons  les  arcs  de  grands  cer- 
cles AC,  BC,  et  prenons  AD=AC, 

'    On  a*  AB<AC+CB;  retranchant  de  part  et  d  autre 
AD=-AC,  il  reste  DB<BC.  Or,  en  vertu  du  l^ipme  I,  le  *P*^-^« 
plus  court  chemin  de  A  en  U  est  le  même  que  de  A  en  C; 
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donc  puisque  ie  point  C  appartient  à  la  ligne  la  plus  courte 
de  Â  en  B,  il  faudrait  que  la  distance  de  C  en  B  fût  moindre 
que  de  D  en  B,  conséquence  absurde,  d*après  le  lemme  II, 
puisque  lare  BG  est  plus  grand  que  BD.  Donc  aucun 
point  de  la  plus  courte  distance  entre  A  et  B  ne  peut  être 
hors  de  l'arc  AB,  donc  Tare  AB  est  lui-même  la  ligne  la 
plus  courte  qui  a  les  mêmes  extrémités. 

Remarque,  Dans  la  démonstration  précédente ,  on  sup- 
pose chacun  4ie«.dm4X  aces  AC*  BQ^  ipjçjji^^r^  que  AB  ;  et  il 
est  éTÎdeni  quonne  fp^t  faire  une  autre  bypvqfthdie^  car  $i  . 
on  aFait  AG  >,A3,  )a.%^.l&  plu#  oQmr^  c^f  A  ^n  B  s^i^it 
XjÊbmdn  que4e  A  em  C;  le  poj^^t  G  i^e  ppunr^i^  donc  p^ 
appartenir  k  la.pr^mière  ligue*  .  .  t. 

PROPOSITION  xm.     :. 

,  THEOREME. 

fig.  aaC.  L'angle  BAC  que  font  entre  eux  deux  arcs  de  grancls 
cercles  AB,  AC,  a  pour  mesure  t  angle  FAG,  formé  par 
les  tangentes  de  ces  arcs  au  point  \:  il  a  aussi  pour 
mesure  rare  DE,  décrit  du  point  A  comme  pôle 
entre  les  côtés  AB,  AC,  prolongés  s  il  est  nécessaire. 

Car  la  tangente  AF,  menée  dans  le  plan  de  Tare  AB,  est 
perpendiculaire  au  rayon  AO;  la  tangente  AG,  menée  dans 
le  plan  de  Tare  AG,  est  perpendiculaire  au  même  rayon 
AO.  Donc  langle  FAG  est  égal  à  l'angle  des  plans  OAB, 
pAG,  qui  est  celui  des  arcs  AB,  AG,  et  qui  se  désigne  par 

BAC.'    ,/  7-.       •        *     ...       ....      ... 

Pareillement,  si  Tare  AD  est  ég^l  a  un  quadrant,  ainsi 

que  AE,  les  lignes  OD,.  0£,  seront  perpendiculaires  à  AO, 

et  langle  DOE^sera  encpre  égal  à  l'angle  des^plans, AOD, 

AOE;  donc  lare  DE  est  la  mesure  d^^l'augle  de  cas  plans, 

, .     ou  la  mesure  de  ('angle  GAB,  . 

Coro//fl;re.  Les  angles  des  triangles,  sphériques  peuvent 
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se  comparer  entre  eux  par  les  arcs  de  grands  cercles  dé- 
crits de  leurs  sommets  comme  pâles  et  compris  entre  leurs 
cotés  :  ainsi  il  est  facile  de  faire  un  angle  égal  21  un  angle 
donné. 

Scolie,  Les  angles  opposés  au  sommet ,  tels  que  AGO  et  f^    ^3^ 
BCN,  sont  égaux  ;  car  l'un  ou  l'autre  est  toujours  l'angle 
formé  par  les  deux  plans  ABC,  OCN. 

On  voit  aussi  que  d^ns  la  rencontre  de  deux  arcs  ACB, 
OCN,  les  deux  angles  adjacents  ACO,  OCB,  pris  enseiqble, 
valent  toujours  deux  angles  droits. 

oAmimoifs  • 

Un  triangle  sphériqtie  ABC  étant  donné,  si  des  points  fig.  217. 
A,  B,  C  comme  pôles,  on  décrit Jes  arcs  de  grands  cercles 
EF,  FD,  DE,  ces  arcs  forment  un  triangle  DEF,  qui  est  ap- 
pelé le  triaxigle  polaire  de  ABC. 

Le  sommet  homologue  du  point  A  est  déterminé  par  la 
rencontre  des  arcs  décrits  des  points  B  et  C  comme  pôles  : 
ces  arcs,  il  est  vrai,  se  coupent  en  deux  points;  mais  il  ne 
faut  prendre  que  celui  qui  est  du  même  côté  que  le  point 
A  par  rapport  à  BG,  et  ainsi  pour  les  autres  sommets. 

PROPOSITION  XIV. 

Si  le  triangle   ABC  a  pour  triangle  polaire  DEF  ,  ^ 
rMproquement  ABC  sera  le  triangle  polaire  de  DEF. 

Car  le  point  A  étant  le  pôle  de  Tare  EF,  la  distance  AE 
est  un  quadrant  ;  le  point  C  étant  le  pôle  de  l'arc  D£,  la 
distance  CE  est  pareillemep^  un  quadrant  ;  donc  le  poipt 
£  est  éloigné  d'un  quadrant  de  chacun  des  points  A  et  C; 
donc  il  est  le  pôle  de  l'arc  AC,  et  de  plus  il  est  du  même 
coté  que  B  par  rapport  à  AC  ;  on  démontrerait  de  même 
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que  D  est  le  pôle  de  i  are  BC,  et  F  celui  de  Tare  AB;  doue 
ABC  est  le  triangle  polaire  de  DEF. 

PROPOSITION  XV. 

THBOHBMB. 

M?.  Étant  donnés  deux  triangles  polaires  ABC,  DEF^ 
chaque  angle  de  tun  de  ces  triangles  aara.  pour  me* 
sure  une  demi-circonférence ,  moins  le  aité  opposé  dans 
Vautre  triangle. 

Soient  prolongés ,  s*il  est  nécessaire ,  les  côtés  AB,  AG, 
jusqu'à  la  rencontre  de  EF  en  G  et  H;  puisque  le  point  A 
est  le  pôle  de  lare  GH ^  langle  A  aura  pour  mesure  lare 
GH.  Mais  lare  EH  est  un  quadrant  ainsi  que  GF,  puisque 
E  est  le  pôle  de  AH,  et  F  le  pôle  de  AG;  donc  EH+GF 
vaut  une  demi-circonférence.  Or  EH  +  GF  esX  la  même 
chose  que  EF-hGH  ;  donc  l'arc  GH  qui  mesure  l'angle  A 
est  égal  à  une  demi-circonférence  moins  le  côté  EF;  de 
même  l'angle  B  aura  pour  mesure  \  cire, — DF,  et  l'angle  G, 
\circ.  —  DE.  .   .^ 

Getre  propriété  doit  être  réciproque  çntre  les  deux 
triangles,  puisqu'ils  se  décrivent  de  la  même  manière  l'un 
par  le  moyen  de  l'autre.  Ainsi  on  trouvera  que  les  angles 
D,  E,  F,  du  triangle  DEF,  ont  pour  mesures  respective- 
ment :  5  cire.  —  BC,  |  cire.  —  AC,  \  cire.  —  AB.  En  effet 
l'angle  D,  par  exemple,  a  pour  mesure  l'arc  MI;  or  MI  + 
BG=MC  -h  BI=^  C//-C.  :  donc  l'arc  MI ,  mesure  de  Fangle 
D,  =  ^cirt?.  —  BC;  et  ainsi  des  autres. 

Scolie.  Si  du  centre  de  la  sphère  on  mène  des  rayons 
aux  sommets  des  triangles  ABC,  DEF,  on  forme  deux  an- 
gles trièdres  dont  les  angles  plans  ont  pour  mesures  les 
côtés  des  triangles  sphériques ,  et  dont  les  angles  dièdres  ne 
sont  autres  que  les  angles  des  mêmes  triangles. 

Or,  il  résulte  du  théorème  qui   vient  d'être  démontré 
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que  dans  ces  deux  angles  trièdres,les  dièdres  de  l*un  sont 
les  suppléments  des  faces  de  Tautre,  et  réciproquement  ; 
donc  ces  angles  trièdres  sont  supplémentaires. 


DEFINITIONS. 


Soît  ABCD  un  polygone  sphérique  ;  menons  du  centre 
des  rayons  aux  sommets  de  ce  polygone ,  et  prolongeons- 
les  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  de  nouveau  la  sphère  en 
A',  B',  C%  D'.  Enfin  tirons  les  arcs  A'B',  B'C,  A'D',  CD'. 

Les  angles  solides  formés  en  O  sont  symétriques,  par  con- 
séquent ik  ont  leurs  angles  plans  et  leurs  angles  dièdres  res- 
pectifrement  égaux.  Donc  aussi  les  polygonea>Aphéri(|ues 
ABCD,A'B'CD'  ont  toutes  leurs  parties  égales.  I^ïéapmoi^s 
ces  polygones  ne  sont  pas  superposables;  car  si  Ton  parte 
le  côté  CD'  sur  son  égal  CD  de  manière  que  les  autres  côtés 
des  deux  polygones  tombent  d'un  même  côté  par  rapport 
à  CD ,  le  point  D'  sera  en  G,  et  en  parcourant  les  deux  po- 
lygones dans  le  même  sens  à  partir  du  point  C,  les  côtés  et 
les  angles  se  présenteront  dans  un  ordre  inverse. 

Ces  polygones  sphériques  sont  appelés  symétriques, 
quelles  que  soient  d'ailleurs  les  positions  respectives  qu'on 
leur  donne  sur  la  surface  de  la  sphère. 
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PROPOSITION  XVI. 

THJBORSMS* 

Deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère ,  ou  sur 
des  sphères  égales,  sont  égaux  dans  toutes  leurs  par-- 
ties,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux  chacun  à  chacun. 
fig.23o.  Soit  le  côté  AB=EF,  le  côté  AC=:EG,  et  langle  BAC 
=  FEG ,  le  triangle  EFG  pourra  être  placé  sur  le  triangle 
ABC,  de  la  même  manière  qu  on  superpose  deux  triangles 
rectilignes  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux. 
Donc  toutes  les  parties  du  triangle  EFG  seront  égales  à 
celles  du  triangle  ABC,  c'est-à-dire  qu'outre  les  trois  par- 
ties qui  sont  supposées  égales,  on  aura  le  côté  BC=FG, 
langle  ABC=EFG,  et  Tangle  ACB=EGF. 

Si  les  côtés  égaux  des  deux  triangles  étaient  inverse- 
ment disposés  par  rapport  aux  deux  angles  égaux,  on  su- 
perposerait EFG  sur  le  symétrique  de  ABC,  et  on  serait 
conduit  à  la  même  conclusion. 

PROPOSITION  XVII. 

THBOBEMB. 

FJeuœ  irianghs  situés  sur  la  même  sphère  y  ou  stêr 
des  sphères  égales  j  sontégtmx  dans  toutes  leurs  pou^ 
tieSj  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  utiles 
és^aux  chacun  à  chacun. 

Car  l'un  de  ces  triangles  peut  être  placé  sur  l'autre  ou 
sur  son  symétrique,  comme'  on  le  fait  dans  le  cas  pareil 
des  triangles  rectilignes.  {Voy.prop,  Vll^  livJ!) 

PROPOSITION  XVIII. 

THEOREME. 

Si  deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère,  ou  sur 
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des  sphères  égales,  sont  cquilateraux  entre  eux,  ils 
seront  aussi  équiafigles^  et  les  angles  égaux  seront, 
opposés  aux  côtés  égauso. 

Joignons  le  centre  de  la  sphère  aux  sommets  des  deux 
triangles;  tious  formerons  ainsi  deux  angles  trlèdi*es  dont 
les  angles  plans  ayant  pour  mesures  les  cAtés  des  trian- 
gles s^hériques,  sont  respectivement  égaux;  mais  on  ^ 
démontré  que  dans  ce  cas  les  angles  dièdre^  opposés  aux 
faces  égalés  sont  égaux  :  donc  dans  les  deux  triangles  s'phé* 
rifjues  lea  angles  opposés  aux  côtés  égaux  sont  ég<iux. 

PROPOSITION  XIX. 
THitoaiiiB.  ' 

Dans  tout  triangle  sphérique  isocèle  les  angles  oih- 
posés  aux  côtés  éga^u:  sont  égaux. 

Soit  le  côté  AB=^  AC  ;  je  dis  qu'on  aura  l'angle  C=B  •  fig..a3r. 
car  sî  du  sommet  A  au  point  D,  milieu  de  la  base^  on 
mène  lare  Al),  les  deux  triangles  ABD,  ADC ,  auront  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  savoir,  AD  commun? 
BD=DC,  et  AB=AC  :  donc,  par  le  théorème  précédent, 
ces  triangles  auront  les  angles  égaux,  et  on  aura  B==:C. 

La  même  démonsti-atioiï  prouve  que  l'angle  BADrrrDAO, 
et  que  l'angle  BDA±=ADC.  Donc  ces  deux:  derniers  sont 
droits  ;  donc  Varc  mené  du  sommet  d*un  triangle  éphérique 
iêocele  au  milieu  de  sa  hase  est  perpendiculaire  à  cette  base  y 
et  disnse  V angle  du  sommet  en  deux  parties  égales. 

Scalie.  ïl  résulte  encore  de  ce  théorème,  que  le  symé- 
trique d'ii:n  triangle  sphérique  isocèle  lîii  est  égal  par  su- 
perposition. 

PROPOSITION  XX. 

THBORBME. 

Si  deux  angles  dun  ttiangle  sphérique  sont  égeuiXj  gg  ^j,^ 
les  côtés  opposés  sont  égofix. 


^  I 
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Soit  langle  6  =  G;  je  dis  qu'on  aura  AG=AB  :  car  si 
le  côté  AB  n'est  pas  égal  à  AC,  soit  AB  le  plus  grand  des 
deux,  prenez  BO=AC,  et  joignez  OC.  Les  deux  côtés 
BO ,  BC ,  sont  égaux  aux  deux  AC,  BC;  Tangle  compris  par 
les  premiers,  OBC,  est  égal  à  Tangle  compris  par  les  seconds, 
ACB.  Donc  les  deux  triangles  BOC,  ACB,  ont  les  autres 
*ia.  parties  égales*,  et  on  a  l'angle  0GB = ABC  :  mais  l'angle 
ABC,  par  hypothèse,  =:ACB;  donc  on  aurait  OCB=: 
ACB,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  on  ne  peut  supposer 
AB  différent  de  AC  ;  donc  les  côtés  AB,  AG ,  opposés  aux 
angles  égaux  B  et  G,  sont  égaux. 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORÈME. 

fig.  232.  Dans  un  triangle  sphérique  ABC,  si  raille  A  esl 
plus  grand  que  V angle  B,  le  côté  BC  opposé  à  F  angle  k 
sera  plus  grand  que  le  côté  AC  opposé  à  V angle  B  ; 
réciproquement^  si  le  côté  BC  est  plus  grand  que  CA, 
l'angle  A  sera  plus  grand  que  F  angle  B. 

i"*  Soit  Tangle  A  >  B,  faites  l'angle  BAD=B,  vous  aurez 

*aO'  AD:=DB*  :  mais  AD+DG  est  plus  grand  que  AC;  à  la 

place  de  AD  metUnt  DB,  on  aura  DB+Ii>C  ou  BC>  AC. 

a""  Si  on  suppose  BC >  AC,  je  dis  que  langle  BAC  sera 
plus  grand  que  ABC  :  car,  si  BAC  était  égal  à  ABC,  on  au* 
rait  BC=;=AC;  e^t,  .si  on  avait  BAC <  ABC,  il  s^ensuivrait, 
par  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  qu'on  a  BC  <  AC  ;  ce  qui 
est  contre  la  supposition.  Donc  l'angle  BAC  est  plus  grand 
que  ABC. 

PROPOSITION  XXII, 

TBBORBNE. 

fig.  933.       Si  les  deux  côtés  AB,  AC,  du  triangle  spliérique  ABC 
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sont  égaux  aux  deux  côtés  DE^  DF,  du  triangle  DEF 
tracé  sur  une  sphère  égale ,  si  en  même  temps  Fan^ 
gle  A  est  plus  gra^d  que  F  angle  D ,  je  dis  que  le  twi- 
sième  côté  hC  du  premier  triangle  sera  plus  grand  que 
le  troisième  EF  du  second. 

La  démonstration  est  absolument  semblable  à  celle  de 
la  prop.  xiy  liv.  i. 

PROPOSITION  XXIIL 

THEOREME. 

«il  deux  tiiangles  tracés  sur  la  même  sphère  ou  sur 
des  sphères  égaies  sont  éqaiangtes  entre  eux ,  ib  se- 
rœit  aussi  équilatéraux. 

Soient  A  et  B  les  deux  triangles  donnés ,  P  et  Q  leurs 
triangles  polaires.  Puisque  les  angles  sont  égaux  dans  les 
triangles  A  et  B,  les  côtés  seront  égaux  dans  les  polaires  P 
et  Q*  :  mais  de  ce  que  les  triangles  P  et  Q  sont  équilaté-  *i:,, 
rattx  entre  eux,  il  s'ensuit  quils  sont  aussi  équiangles "^9  *i8. 
enfin,  de  ce  que  les  angles  sont  égaux  dans  les  triangles  P 
et  Q  9  il  s*ensuit*  que  les  cotés  sont  égaux  dans  leurs  po-  *i5, 
laires  A  et  B.  Donc  les  triangles  équiangles  A  et  B  sont  en 
même  temps  équilatéraux  entre  eux, 

Scolie.  Cette  proposition  n'a  pas  lieu  dans  les  triangles 
rectilignes,  où  de  légalité  des  angles  on  ne  peut  conclure 
que  la  proportionnalité  des  cotés.  Mais  il  est  aisé  de  rendre 
compte  de  la  difFérence  qui  se  trouve  à  cet  égard  entre  les 
triangles  rectilignes  et  les  triangles  sphériques.  Dans  lu 
proposition  présente,  ainsi  que  dans  les  prop.  16,  17,  18, 
aa,  où  il  s'agit  de  la  comparaison  des  triangles  ^  il  est  dit 
expressément  que  ces  triangles  sont  tracés  sur  la  même 
sphère  ou  sur  des  sphères  égales.  Or  les  arcs  semblables 
sont  pix>porlionnels  aux  rayons;  donc,  sur  des  sphères 
égales,  deux  triangles  ne  peuvent  être  semblables  sans 
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être  égaux.  Il  n'est  donc  pa&  surprenant  que  l'égalité  des 
angles  entraîne  régaliié  des  c^tés. 

Il  en  sellait,  autrement  si  les  triangles  étaient  tracés  stir 
des  sphères  inégales;  alors  les  angles  étant  égaux,  les 
triangles  seraient  semblables ,  et  les  côtés  homologues  se- 
raient entre  eux  comme  les  rayons  des  sphères. 

PROPOSITION  XXIV. 

1°  Z^a  somme  des  angles  de  iout  iriangle  sphétique 
est  nwùkilre  que  six  et  plus  grtmde  que  deftx  droits. 

2**  Le  plus  petit  angle  augmenté  de  deux  droits  est 
plus  grand,  que  la  somme  des  deux  autres:. 

i^  En  effet)  la  mesure  de  chaque  angle  d)un  triangle 
sphérique  est  égale  à  la  demi-circonférefadè ,  m^ins  le  côté 
*  i5.  opposé  du  triangle  polaire^.  Donc  k  somme  des'trois  algies 
a  pour  mesure  trois  demw:ircon£Mrences  moins  la  somnie 
des  côtés  du  triangle  polaire^  Or  cette  dernière  somme  est 
plus  grande  que  zéro,  et  moindre  qu'tine  ^rconférence, 
donc  en  la  retranchant  de  trois  demi-^circonférences ,  le 
reste  sera  plus  petit  que  trois  deœi-ciroonfêrenoes  et  plus 
grand  quune  demi-circonférence  9  donc  la  somme  des 
angles  d'un  triangle  sphérique  est  moindre  que  six  droits, 
et  plus  grande  qiie  deux  droits. 

Corollaire,  Un   triangle  sphérique  peut  avoir  deux  ou 
trois  angles  droits,  deux  ou  trois  angles  obtus. 
fig.  a35.      Si  le  triangle  ABC  est  bi^rectangle^  c'est-à-dire  s*il  a  deux 
angles  droits  B  et  G,  le  sommet  A  sera  le  pôle  de  la  base 
BG,  et  les  côtés  AB,  AG,  seront  des  quadrants. 

Si  en  outre  langle  A  est  droit ,  le  triangle  ABC  sera,  tri- 
rectangle  y  ses  angles  seront  tous  droits  et  ses  côtés  > des 
quadrants.  Le  triangle  tri*i'ectangle  est  contenu  huit  fois 
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dans  la  surface  de  la  sphère;  c'est  ce  que  Ton  voit  par  la 
fig.  236,  en  supposant  lare  MN  égal  à  un  quadraut, 

a**  Soient  A,  B,  G  les  angles  du  triangle,  et  A  le  plus 
petit;  i8o**  —  A,  i8o® — B,  iSo**  —  G  seront  les  côtés  du 
triangle  polaire;  or  on  a 

i8o  — A<i8o  — B+  iSo  — C, 

d'où  ajoutant  de  part  et  d'autre  A  +  B  +  G ,  et  retran- 
chant t8o,  on  déduit 

B-hC<i8o«  +  A, 

Avec  trois  aviglès.  A,  B,  G  qui  satisfont  aut  conditions 
énoncées  dans  ce  théorème^  on  peut  former  un  triangle 
^hérique ,  car  ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'on  puisse  construii^  un  angle  trièdre  avec 
les  trois  angles  dièdres  A,  B,  G. 

Scotte.  Nous  arons  supposé  dans  tout  ce  qni  précède , 
que  les  triangles  sphériques  ont  leurs  côtés  toujours  plus 
petits  que  la  dèmi-circoiiférence;  nous  observerons  cepen- 
dant qu'il  existe  des  triangles  sphériques  dont  certains  côtés 
sont  plus  grands  t^ineia  demi-circonférence,  et  certains  an- 
gles plus  grands  que  deux  angles  droits.  Gar,  si  on  prolonge 
le  côté  AG  en  une  circonférence  entière  AGE,  ce  qui  reste, 
en  retranchant  de  la  demi-sphère  lé  triangle  ABG,  est  un 
nouveau  triangle,  qu'on  peut  désigner  aussi  par  ABG,  et 
dont  les  côtés  sont  AB,  BG,  AEDG,  On  voit  donc  que  le 
côté  AEDG  est  plus  grand  que  la  demi-circonférence  AED; 
mais  en  même  temps  l'angle  opposé  en  B  surpasse  deux 
angles  droits  de  la  quantité  GBD. 

Au  reste,  si  on  a  exclu  de  la  définition  les  triangles  dont 
les  côtés  et  les  angles  sont  si  grands,  c'est  que  leur  résolu- 
tion ou  la  détermination  de  leurs  parties  se  réduit  toujours 
à  celle  des  triangles  renfermés  dans  la  définition.  En  effet, 
on  voit  aisément  que  si  on  connaît  les  angles  et  les  côtés 
du  triangle  ABG,  on  connaîtra  immédiatement  les  angles 
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et  les  cotés  du  triangle  de  même  nom  qui  est  le  reste  de  la 
demi-spbère. 

DÉFINITIONS. 

I.  On  appelle  fuseau ,  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère 
comprise  entre  deux  demi-grands  cercles  qui  se  terminent 
à  un  diamètre  commun. 

IL  L'onglet  sphërique  est  la  partie  du  volume  de  la 
sphère  comprise  entre  les  mêmes  demi-grands  cercles ,  et 
à  laquelle  le  fuseau  sert  de  base. 

lU.  La  pyramide  5|>bérique  est  k  partie  du  solide  de  la 
sphère  comprime  entre  les  pians  d'un  angle  solide,  dont  le 
sommet  est  au  centre;  la  base  de  la  pyramide  est  le  poly- 
gone sphérique  intercepté  par  les  mêmes  plans. 

Lorsque  deux  polygones  sphériques  coïncident,  les  py- 
ramides dont  ils  sont  les  bases  coïncident  également. 

IV.  Nous  appellerons  pyramides  sphériques  symétriques 
celles  qui  ont  pour  bases  des  polygones  symétriques. 

PROPOSITION  XXV. 

THBORBME. 

ii«.2irt.  Le  fuseau  \MBNA.  est  a  la  surface  de  la  sphère 
COI  f  une  Coiigle  MA.N  de  ce  fuseau  esta  quatre  angles 
droits  y  ou  comme  tare  MIN  qui  mesure  cet  angle  est  h 
la  circonférence. 

Supposons  d abord  que  lare  MN  soit  commensurabte 
avec  la  circonférence  MNPQ,  et  qu'en  divisant  celle-ci  en 
48  parties  égales ,  Tare  MN  contienne  5  de  ces  parties  ; 
le  rapport  de  lare  MN  à  la  circonférence  est  ^. 

Faisons  ensuite  passer  des  plans  par  le  diamètre  AB  et 
les  points  de  division ,  nous  formerons  sur  la  sphère  4^ 
fuseaux  tous  égaux  entre  eux  comme  ayant  même  angle  ^ 
et  Ton  voit  que  5  de  ces  fuseaux  seront  contenus  dans 
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AMBN  ;  le  rapport  de  ce  fuseau  à  la  surface  de  la  sphère 
sera  donc  aussi  ^;  il  sera  donc  le  même  que  celui  de  Tare 
MN  à  la  circonférence  MNPQ. 

Si  l'arc  MN  n'est  pas  commensurable  avec  la  circonfé- 
rence, on  prouverî^,  par  le  raisonnement  connu  ,  que  le 
fuseau  est  toi^jours  à  la  sphère  comme  Tare  MN  est  à  la 
circonférence. 

Mesure  dujuseau.  Soient  F,  F'  deux  fuseaux  dont  les 
angles  sont  A  et  A',  on  a,  d*après  le  théorème  ci-dessus 


F  :  sph.  ::  A  :  4*, 

et 

F  :  sph.  ::  A'  :  4*-; 

d'où 

F  :    F'   ::  A  :  A'. 

(0 

Si  donc  on  veut  mesurer  un  fuseau  en  le  comparant  à 
un  autre  fuseau  pris  pour  unité,  on  voit,  par  la  proportion 
ci-dessus,  qu'il  suffit  de  chercher  le  rapport  des  angles  de 
ces  fuseaux. 

Supposons  qu  on  prenne  pour  unité  de  fuseau  F,  celui 
dont  l'angle  est  droit,  la  proportion  (i)  devient 

FA  .  . 

Ainsi,  le  rapport  d'un  fuseau  au  fuseau  droit  est  égal  au 
rapport  de  son  angle  à  un  angle  droit  ;  ce  qu'on  exprime 
d'dffe  manière  abrégée  en  disant  que  le  fuseau  a  pour  me- 
sure son  angle. 

Si  l'on  prenait  pour  unité  de  surface  le  triangle  tri- 
rectangle  T  qui  est  la  moitié  du  fuseau  droit,  on  aurait, 
en  remplaçant  F'  par  nT  dans  l'égalité  (2) 

Z— A. 

d*oii,efn  multipliant  de  part  et  d'autre  par  a,  on  conclut 
F_2A 

T~idr.' 

16 
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Donc,  le  rapport  d  un  fuseau  au  triangle  trirectangle  est 
égal  au  rapport  du  double  de  son  angle  à  un  droit  ;  ou  bien, 
en  d'autres  termes,  un  fuseau  a  pour  mesure  le  double  de 
son  angle. 

Scolie.  On  verrait  aussi  qu'un  onglet  est  au  volume  de  la 
sphère  comme  son  angle  esta  4  droits;  et  qu'un  onglet  a 
pour  mesure  son  angle,  en  prenant  pour  unité  de  volume 
Tonglet  droit,  et  pour  unité  d  angle,  Tangle  droit;  ou  bien 
le  double  de  son  angle,  en  prenant  pour  unité  de  volume 
la  pyramide  trirectangle,  qui  est  la  moitié  de  longlet  droit, 
et  pour  unité  d  angle,  l'angle  droit, 

PROPOSITION  XXVI. 

THSORBMB. 

Deux  triangles  sphériques  symétriques  sont  égaux 

en  surface. 

fig.  a«7-       Soient  ABC,  DEF  deux  triangles  symétriques,  c'est^-à-dire 

deux  triangles  qui  ont  les  côtés  égaux, ÂBizzDE,  AC=:DF, 

CB=EF,  et  qui  cependant  ne  pourraient  être  superposés  ; 

.  je  dis  que  la  surface  ABC  est  égale  à  la  surface  DEF. 

Soit  P  le  pôle  du  petit  cercle  qui  passerait  par  les  trois 
points  A,  B,  C  (^);  de  ce  point  soient  menés  les  ^rcs  égajux 
PA,  PB,  PC  ;  au  point  F  faites  l'angle  DFQ=ACP,  Jt'îvc 
FQ=CP ,  et  joignez  DQ,  EQ. 

Les  côtés  DF,  FQ,  §ont  égaux  aux  côtés  AC,  CP,  langle 
DFQ==ACP;  donc   les  deux  triangles  DFQ,  AGP,  sont 
*  <6*      égaux  dans  toutes  leurs  parties  ^;  donc  le  côté  DQ:;=;AP  9 
et  l'angle  DQF=APG. 

Dans  les  triangles  proposés  DFE,  ABC,  les  angles  DFE , 

(*)  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  A,  B,  C,  011  qui  «st  civcouscrit  au 
triangle  ABC,  ne  peut  être  qu^an  petit  cercle  de  la  sphère;  car,  si  c'éuit  nn 
grand  cercle,  les  trois  côtés  A.B,  BC*  AC,  seraient  situés  dans  an  même  plan, 
ai  la  triangle  ABC  s«  réduirait  à  on  d«  ses  cdtét. 
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ACB,  ppppsés  aux  cotés  égaux  D£,  AB ,  étant  égaux^  si  on 
en  retranche,  les  angles  DFQ,  ACP,  égaux  par  copstruc- 
tion,  il  restera  Vangle  QFE  égal  à  PCB-  D'ailleurs  les  cpté/s 
QF,  F£,  sont  égaux  aux  côtés  PC,  CB  ;  donc  les  dçux  trian- 
gles .FQ£,  ÇPB,  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  ;  donc 
le  côté  QE=PB,  el  l'angle  FQE=CPB.  . 

Si  on  observe  maintenant  que  les  triangles  DFQ,  ACP, 
qui  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  sont  en  même 
tcusips  isocèles,  qb  verra  cju  ils  peuvent  s'appliquer  Tun  sur 
l'autre  ;  donc  ils  sont  égaux ,  donc  la  surface  DQF=APG. 
Par  une  raison  semblable ,  la  surface  FQE=CPB ,  et  la 
surface  DQE=APB  ;  donc  on  a  DQF+FQE-DQE= 
APC+CPB_APB,  ou  DFE==ABC;  donc  les  deux  trian- 
gles  symétriques  ABC,  DEF,  sont  égaux  en  surface. 

Scolie  I.  Les  pôles  P  et  Q  pourraient  être  situés  au  dedans 
des  txiangles  ABC ,  DEF  ;  alors  il  faudrait  ajouter  les  trois 
triangles  DQF,  FQE,  DQE ,  pour  en  composer  le  triangle 
DEF ,  et  pareillement  il  faudrait  ajouter  les  trois  triangles 
APC,  CPB,  APB,  pour  en  composer  le  triangle  ABC  ;  d'ail- 
leurs la  démonstration  et  la  Conclusion  seraient  toujours 
les  mêmes. 

Scolie  II.  On  verrait  dé  la  même  manière  que  deux  py- 
ramides sphériques  symétriques  sont  équivalentes. 

PROPOSITION  XXVII. 

THBOHilfS. 

Si  deux  grands  cercles  AOB ,  COI),  se  coi^iwHi  ^.^^. 
comme  on   voudra   dans   l*/ié/nis/j/iètei  AQCBH  y  la 
somme  //es  trkingles  opposés  AOC,  BOD ,  sera  égale 
au  fuseau  dont  C angle  est  BOD. 

Car,  e«  prolongeant  les  arcs  OB,  OD,  dans  l'autre  hémis- 
phère jusqu'à  leur  rencontre  en  N,  OBN  sera  une  demi- 
circonférence,    ainsi  que    AOB;   retranchant  de  part  et 

16. 
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d  autre  OB,  on  aura  BN=AO.  Par  une  raison  semblable, 
on  a  DN=CO  ,  et  BD=AC;  donc  les  detix  triangles 
AOC,  BDN,  ont  les  trois  côtés  égaux;  d'aîlleuris  leur  posi- 
tion est  telle  qu'ils  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  ;  donc 
*a6.  ils  sont  égaux  en  surface*,  etia somme  des  triangles  AOC, 
BOD,  est  équivalente  au  iîiseau  OBNDO  dont  langle  est 
BOD. 

ScoUe.  Il  est  clair  aussi  que  les  deux  pyramides  sphé» 
riques  qui  ont  pour  bases  les  triangles  AOC,  BOD,  prises 
ensemble,  équivalent  à  longlet  sphérique  dont  langle  est 
BOD. 

PROPOSITION  xxvm. 

THBORKME. 

Im  sw]face  (Puri  triangle  sphérique  quelconque  a 
pour  mesure  Vexcès  de  la  somme  de  ses  trois  cuigles 
sur  deux  angles  droits. 
H-  «39.  Soit  ABC  le  triangle  proposé  ;  prolongez  ses  côtés  jus- 
qu'à ce  qu'ils  rencontrent  le  grand  cercle  DEFG ,  mené 
comme  on  voudra  hors  du  triangle.  En  vertu  du  théorème 
précédent,  on  aura 

ADE  +  AGH  =  fuseau  A 
BGF  +  BID  =  fuseau  B 
cm  +  CFE  =  fuseau  C.  - 

Ajoutant,  et  observant  que  la  somme  de  ces  six  triangles 
excède  la  demi-sphère  de  deux  fois  le   triangle  ABC,  il 
Vient 
2  .ABC  +  \  sphère  =3  fuseau  A  +  fuseau  B  +  fuseau  C; 
Donc,  en  retrancliant  de  part  et  d'autre  la  deUii-<pbère, 
et  divisant  par  a,  on  a 

.  _ ^      fuseau  A  +  fuseau  B  +  fuseau  C  -*-  ^  ^hère 

AdLi  :^ *— * • 

a 

Or,  on  sait  qu'en   prenant  le  triangle  trireclangle  pour 
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unité  de  surfiEice  ,  et  1  ang)e  droit  pour  upité  d*angle ,  le 
fuseau  a  pour  mesure  le  double  de  son  angle ,  et  que  la 
demi-sphère,  qui  peut  être  considérée  comme  un  fuseau 
dont  Tangle  est  a  droits ,  a  pour  mesure  4  droits  ^  donc 
on  a 

mesure  de  ABC =^^^^^"^^^~'^'^'  =  A+B+C^  2^r. . 

a 

Scolie  I.  Si  les  angles  du  triangle  sont  donnés  par  les 
nombres  de  degrés  des  arcs  qui  leur  servent  de  mesures , 
on  retrancbera  i8o^  de  leur  somme,  et  on  cherchera  le 
rapport  de  la  différence  à  90^. 

Application.  Soient  A=  70"  10',  B  =  60**  ao',  C=8o**; 
en  retranchant  180^  de  la  somme  de  ces  arcs,  on  trouve 
pour  différence  3o^  3f>^;  et  pour  obtenir  le  rapport  de 
3o^  3o'  à  90%  il  faut  réduire  ces  deux  nombres  de  degrés 
en  minutes,  et  diviser  le  premier  nombre  par  le  second  ; 
on  trouve  ainsi  q^e  le  triangle  proposé  est  les  ||§§  ou  le  \ 
du  triangle  triredangle* 

Scolie  n.  On  démontrerait  semblablement  qu'une  pyra- . 
mide  sphérique  triangulaire  a  pour  mesure  Texcès  de  la 
somme  des  angles  de  sa  base  sur  deux  droits  (  en  prenant 
pour  unité  de  volume  la  pyramide  trirectaingle,  et  pour 
unité  d*angle  l'angle  droit  ). 

PROPOSITION  XXIX. 

,  .  TlfBORSMB. 

La  surface  dun  polygone  sphérique  a  pour  mesure 
la  somme  de  ses  angles  ,  moins  le  produit  de  deu.r 
angles  droits  par  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
moins  deux. 

D*un  même  sommet  A  soient  menées  à  tous  tes  autres  f^^^  3^^. 
sommets. les  diagonales  AC,  AD  ;  le  polygone  ABCDE  sera 
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partagé  en  autant  dé  triangif  s  moins  deux  qu'il  a  d«  côtés, 
Mais  la  surface  de  chaque  triangle  u  pour  mesure  U 
somme  de  ses  angles  moins  deux  angles  droits,  et  il  est 
clair  que  la  somme  de  tous  les  angles  des  triangles  est 
égale  à  la  somme  des  angles  du  polygone  :  donc  la  surface 
du  polygone  a  pour  nfiçsure  la  somme  de  ses  angles  dimi- 
nuée d  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  a  de  côtés 
moins  deux. 

Scolie,  Soit  s  la  somme  des  angles  d'un  polygone  sphé- 
rique,  n  le  nombre  de  ses  côtés 4  langle  droit  étant  sup- 
posé l'unité,  la  surface  du.  polygone  aura  pour  mesure 
s — a  (n — 2])  ou  s — a/i-H4'  ,       .      .       ,         • 

PROPOSITION  X3;X. 

•  TH^OaiMB. 

Soit  S  le  nombre  des  angles  solides  d*un  polyèdre^  H  le  nombre 
de  ses  faces ,  A  le  nombre  de  ses  arêtes;  Je  dis  tfu^on  ëkm  ioêt- 
yonr-r  S -4*  H  =  A  •+.  a. 

Prenez  au  dedans  dn  polyèdre  un  point  é*oh  vous  mènerez  des 
lignes  droites  aux  sommets  de  tous  ses  angles  $  ia)a|;ineK  ensiûte 
qu«  ,j  du  même  point  comme  centre ,  on  décrive*  une  surface 
sphérîque  qui  soit  rencontrée  par  toute»  ces  li^es  en  autant  de 
points  ;  joignez  ces  points  par  des  ar(.*s  de  grands  cercles,  de  ma- 
nière à  former  sur  la  surface  de  la  sphère  des  polygones  corres- 
pondants et  en  même  h6mhrt  àvkc  les  faces  da  polyèdre.  Soit 
.  340.  ABCDE  un  de  ces  polygones,  et  soit  n  le  nombre  de  ses  cdt«''S  ;  sa 
surface  sera  ^—2/1+4,  s  étant  la  somme  des  angles  A,B^  C,D,£. 
Si  on  évalue  semblablement  la  surface  de  chacun  des  autres 
polygones  sphériques,  et  qu'on  les  ajoute  toutes  ensemble,  on 
en  conclura  que  leur  somme,  ou  la  surface  de  la  sphère  repré- 
sentée par  8,  est  égale  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  poly- 
gones, moins  deux  fois  le  nombre  de  leurs  côtés,  plus  4  pris 
autant  de  fois  qu'il  y  a  de  faces.  Or,  comme  tous  les  angles  qui 
s'iywstent  autour  du  mène  point  A  valent  qvatre  angles  dcoits, 
la  somme  de  tous  les  angles  des  polygones  est  égale  à  4  pris  an* 
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tant  de  fois  qu'il  y  a  d*aDgles  solides;  elle  est  donc  égale  à  /|S. 
Ensuite  le  double  du  nombre  des  côtés  AB,  BC,  CD,  etc.,  est  égal 
au  quadruple  du  nombre  des  arêtes  ou  =  4^«  puisque  la  même 
.  arête  sert  de  côté  à  deux  faces  :  donc  on  aura  8  =:4S — 4A-h4H  ; 
ou ,  en  prenant  le  quart  de  chaque  membre ,  a  =  S — A4-H  ;  donc 
S-f-H=A4-a. 

Corollaire,  Il  suit  de  là  que  la  somme  des  angles  plans  qui 
/arment  leé  an^es  solides  dan  polyèdre  est  égale  à  autant  de  /ois 
quatre  anglee  droits  qu'il f  a  d'unités  dans  S  ^^  «^  S  étant,  le  nom" 
bre  dêê  angks  solides  da  polyèdre. 

Cftr,  si  on  oonsidète  iiim>  faoedoDt  Jenonibre  de  côtés  est  n.^  la 
somme  4es  angles  de  oetie  fiice  sera  ajt  -^  4  angles  droits.  Mais 
la  somme  de  tous  les  aii ,  ou  le  double  du  nombre  des  côtés  de 
toutes  les  faces ,  s=3  4A^  et  4  pris  autant  deiois.qu'ii  y  a  de  faces 
7=  4H;  donc  la  somme  des  angles  de  tontes  les  faces  =  4A— 4H. 
Or,  par  le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer,  on  a  A— H=S — 2, 
et  par  conséquent  4A — 4H  =  4  (S — a).  Donc  la  somme  des  angles 
plans  p  etc. 

Ce  théorème,  qu'Euler  a  démontré  le  premier  dans  fes  Mé- 
moires de  Pétersbourg,  année  1768,  offre  plusieurs  conséquences 
qui  méritent  d'être  développées. 

i^  Soit  a  le  nombre  des  triangles,  b  le  nombre  des  quadrila- 
tères, c  le  nombre  des  pentagones,  etc.,  qui  composent  la  surface 
d'un  polyèdre;  le  nombre  lotal  des  faces  sera  û+^+c+rf-J-etc.,, 
et  le  nombre  total  de  leurs  côtés  sera  3a-|-464-5o-f-à<]^-  etc.  Ce 
dernier  nombre  est  double  de  celui  des  arêtes,  puisque  la  même 
arête  appartient  à  deux  faces  ;  ainsi  on  aura 

H==s€i-h*4- c+£f +etc. 
oAa  3a4*4&-Hâ«-4<6^+etc. 
et  puisque,  suivant  le  théorème  dont  il  s'agit,  S  -^  H  =  A  +  a, 
on  en  tire 

<iS=4+A-t-a^+3cH-4^+etc. 
Une  première  remarque  que  fournissent  ces  valeurs,  c'est  que  le 
nbmbf-e  des  faces  impaires  «+^4-^+ etc.  est  toujours  pair. 

On  peut  faire  pour  abréger  (t>=s  b+^c»^  B/Z-t-  etc.,  et  alors  on 

aura 

A=^H-f4a,, 
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Ainsi  clans  tout  polyèdre  on  a  toujours  A>|H,etS>a+^H, 
où  il  faut  observer  que  le  signe  >  n'exclut  pas  l'égal ité,  attendu 
qu'on  pourrait  avoir  o)=o. 

Le  nombre  de  tous  les  angles  plans  du  polyèdre  est  a  A,  celui 
des  angles  solides  est  S ,  de  sorte  que  le  nombre  moyen  des  an- 

a  A 

gles  plans  qui  forment  chaque  angle  solide  est  — — -  • 

S 

Ce  nombre  ne  peut  être  moindre  que  3,  puisqu'il  faut  au  moins 
trois  angles  plans  pour  former  un  angle  solide;  ainsi  on  doit 
avoir  a  A  >*  3Sy  le  signe  >»  n'exduantpasrifgalité.  Si  on  met  «a 
lieu  de  A  et  «S  leurs  valeurs  en  Hat  w,  on  aura  3HfihM>»^+ 
f  H4^f  os  ou  3H>'  la+on  Remettant  les  valeurs  de  H  el  u.en 
£r,  b,  c,  etc.,  il  en  résultera  i 

Bo-f. a6 +<:>  la -t-tf4-a/4- 3^H- etc. 
d'où  l'on  voit  que  «,  6,  c,  ne  peuvent  pas  être  iéro  h  la  fois,  et 
qu'ainsi  il  n'existe  aucun  polyèdre  dont  toutes  les  faces  aient  plus 
de  cinq  côtés. 

Puisqu'on  a  H>>4+i  <*>>  ^^  substitution  dans  les  valeurs  de  S 
et  de  A  donnera  S]>  4 + }  09  et  A  >>  6  +  o).  Mais  en  même  temps 
onaû><3H — la;  etdc  là  il  résulteS<aH— 4,  etA<3H— 6, 
où  Ton  se  souviendra  que  les  signes  >>  et  <^  n'excluent  pas  Té- 
galité.  Ces  limites  ont  lieu  généralement  dans  tous  les  polyèdres. 

a^  Supposons  a  A>>  4  S ,  ce  qui  convient  à  tme  infinité  de  po- 
lyèdres, et  nommément  à  ceux  dont  tous  les  angles  solides  sont 
formés  de  quatre  plans  ou  plus,  on  aura  dans  ce  casH^S+ooi' 
ouy  en  faisant  la  substitution, 

a  >  8  H-  c-t-  a^-f-  3^  +  etc. 

Donc  il  faut  que  le  solide  ait  an  moins  huit  £ac«8  triangulaires;  la 
limite  H >>  S  +  a>  donne  S^S+ia^  et  A  >•  a -)-<  i a iii, .Mais on 
a  en  même  temps  a»  <^  H  ^  8  ;  et  de  là  résulte  S  <^U  -*»  a  ,. 

A<aH  — 4- 

3^  Supposons  a  A>-5S,  ce  qui  renferme  entre  autres  polyè- 
dres ceux  dont  tous  les  angles  solides  sont  au  moins  quintuples, 
il  en  résultera  H>ao+3u>,  ou 

fl>  ao4-aé+ 5c  4-8£/+clc. 

Et  on  aura  en  même  temps  S  >  i  a  -|-  a  o,  et  A  >  3o  +  5  w  ;  enfin 
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.  €Îe  ce  que  oj  <;  ^  (H  —  ao),  on  tire  les  limites  S  <^  |  (H — a),  A  < 

l(H-»). 

Oq  ne  peut  supposer  a  A  =6 S;  car  on  a  en  {général  aA.  +a  (o 
-4-ia  =  6S;  donc  il  n'y  a  aucun  polyèdre  dont  tous  les  angles 
solides  soient  formés  de  six  angles  plans  ou  plus;  et  en  effet,  la 
moindre  valeur  qu'aurait  chaque  angle  plan,  Tuii  portant  l'autre^ 
serait  Tangle  d'un  triangle  équilatéral ,  et  six  de  ces  angles  fe- 
raient quatre  angles  droits,  ce  qui  est  trop  grand  pour  un  angle 
solide^ 

4®  Conaidérons  qh  polyèdre  doDt  toutes  les  Sàces  soient  irina- 
gulaires»onaarafi»c=so,  ce  qui  donnera  Ass^lH,  et  Ss9a+4^- 
Supposons  eu  outre  que  ions  (es  angles  soliçles  du  polyèdn* 
soient  en  partie  quintuples»  en  partie  sextupies;  soilp  le  nombre 
des  angles  solides  quintuples,  g-  celui  d#4  lex^iples,  pu  aura 
Ss=/?+^,.  et  %JL=Sp+6q,  ce  qui  donne  6S — %X^=^p  :  mai^ 
on  ad*ailleurs  A=9|H,^t  Se=si-{-|H9donc/>=:6S  rr^A=:=ta. 
Donc  ii  un  polyèdre  a  toutes  ses  faces  triangulaireSf  ff  que  ses  un* 
glçs  solides  soient  en^purtie  quintuples %,  ^n  partie  seanjuples  ^Jes  an* 
gles  solides  quintuples  seront  tau/ours  au  nombre  de  la*  J^ejs  ^fi;x- 
tuples  peuvent  être  en  nombre  quelconque  :  ainsi,  en  lassant  q 
indéterminé,  on  iiura  dans  tous  ces  solides  S  ;n:  la-f-g,  IIs=  ao 
-f-^4  Abs3o+39- 

Pious  ^rmi^erons  4)es  applications  par  la  recherche  du  nombre 
de  con4itioQ<<  ou  données  nécessaires  pour  déterminer  un  po- 
lyèdre^  question  intéressante ,  et  qu'il  ne  paraît  pa|  .qu'on  ai,t 
eoi^re  résolue^ 

-  tSvpposoiis  d'abord  que  le  polyèdre  soit  d'une  espèee  détermin 
née,  €'«stwi«dire> qu'on  connaisse  le  nombre  de  ses  faces,  le  nom- 
bre dé  leurs  côtés  individuellement,  et  leurs  dispositions  le&  unes 
à  regard  des  antres.  On  connaît  donc  les  nombres  H,  S,  A,  ainsi 
^ue,  a,  b»  C|  </,  etc. ,  il  ne  s'agit  plus  que  d'avoir  le  nombre  de  don- 
nées effectives,  lignes  ou  angles,  par  le  moyen  desquelles  le  po- 
lyèdre peut  être  construit  et  déterminé. 

Considérons  une  des  faces  du  polyèdre  que  nous  prendrons 
pour  sa  base.  Soit  n  le  nombre  de  ses  côtés;  il  faudra  ^n  ~  3 
données  pour  déterminer  cette  base.  Les  angles  solides  hors  de 
la  base  sont  au  nombre  de  S  —  n;  le  sommet  de  chaque  angl(* 
exige  trois  données  pour  sa  d/*tprminafion;  ainsi  In  position  di* 
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S — n  sommets  exigerait  3$ — 3/2  données,  auxquelles  ajoutant  les 
a/i  —  3  de  la  base,  on  aurait  en  tout  3S  — n  -^^  3.  Mais  ce  nombre 
est  en  général  trop  grand,  il  doit  être  diminué  du  nombre  de 
conditions  nécessaires  pour  que  les  sommets  qui  répondent  à  une 
même  face  soient  dans  un  même  plan.  Nous  avons  appelé  n  le 
nombre  de  côtés  de  la  base,  appelons  de  même  /i',/i'',  etc.,  les 
nombres  de  côtés  des  autres  faces.  Trois  points  déterminent  un 
plan  ;  ainsi  ce  qui  se  trouvera  de  plus  que  3  dans  chacun  des 
nombres  /i',  n"y  etc.,  donnera  autant  de  conditions  pour  que  tes 
difAîfeuts  sommets  soient  situés  dans  les  "plani  des  Îàbt9  aux- 
quelles ils  appartiennent,  et  le  ncknbre  total  de  6es  coaditioiis 
sera  égal  à  la  somme  (n^—  3)-f-  («"—  3)  -J-  («"'—  3) + etc:  Mais  le 
nombre  des  termes  dé  cette  suite  est  H ^i,  et  d^aiHeats  n +«'-{•* 
n''4-etc;  =  iAt  donc  la  somme  de  la  suite  sera  iA.^/i  — 
3  (H  —  i).  Retranchant  cette  somme  de  3  S  —  n  — ^  8 ,  il  restera 
3S  —  2A  +  3H  —  6,  quantité  qiii,  à  cause  de  S  H-Hss  A+a,  se 
réduit  à  A.  Donc  le  nombre  de  données  néeeisaires  pour  déter^ 
Mnerunpolfèdte^  parmi  touâ  teuâtdé  la  même  espèce,  est  égal  au 
uôtnhre  de  ses  arêtes. 

Remarquez  cependant  que  les  données  dont  il  s*agit  ne  doivent 
pas  être  prises  au  hasard- parmi  les  lignes  et  tes  angles  qui  consti- 
tuent les  éléments  du  polyèdre;  car,  quoiqu'on  e^  autant  d'é- 
quations que'  d'inconnues,  il  pourrait  se  faire  que  eertâines  rela- 
tions entrf  les  quantités  connues  rendissent  le  probtéoné  indéter-' 
miné.  Ainsi  il  semblerait,  d'après  le  théorème  qu'on  vient  de 
trouver,  que  la  connaissance  des  arêtes  seules  suffit  eo  général 
pour  déterminer  un  polyèdre;  mab  il  y  a  des  cas  oà  oette  oon- 
naissande  n'est  pas  sufiisante.  Par  exemple,  étant  doimé tin  prisme 
no»  triangulaire  quelconque^  on  pourra  former  mie  iafinitéd'ach- 
très  prismes  qui  auront  des  arAtes  égales  et  placéea  de  la  même 
manière.  Gar^  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés,  on  peut,  tm 
conservant  les  côtés,  changer  les  angles,  et  donner  ainsi  k  cette 
base  une  infinité  de  formes  dîâerentes;  on  peut  aussi  changer  la 
position  de  Taréte  longitudinale  du  prisme  par  rapport  au  plan 
de  la  base;  enfin  on  peut  combiner  ces  deux  changements  Tua 
avec  l'autre;  et  il  en  résultera  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes 
ou  côtés  n'auront  pas  changé.  D'où  l'on  voit  que  les  arêtes  seules 
ne  suffisent  pas  dans  ce  cas  pour  déterminer  le  solide. 
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Les  données  qu'il  convient  de  pVendré  pour  déterminer  un  so- 
lide sont  celles  qtii  ne  laissent  aucune  indéteimirtAtion  et  qui  ne 
donucnt  absolotoenf  qu'une  solution.  Et  d*àbo^d  la  base  ABCDË  %^8*- 
sera  déterminée  entre  autres  manières^  si  on  connaît  le  côté  AB, 
Avec  les  angles  adjacents  BAC,  ABC,  pour  It  ]>oint  C;  les  angles 
BAX>,  ABD,  pour  ie  point  B,  et  ainsi  des  autres.  Soit  ensuite  M 
nn  poiât  dontll  faut  détertniner  la  position  hors  duplMn  de  la 
base;  ce  point  sera  déterminé,  si,  en  imaginant  la  pyramide 
MABCj  ou  seulement  le  plan  MAB,  on  connaît  les  angles  MAB, 
ABM,  et  l'inclinaison  du  plan  MAB  sur  la  base  ABC.  Si  on  déter- 
mine, par  le  moyen  de  trois  données  pareilles,  la  position  de 
chacun  des  sommets  du  polyèdre  hors  du  plan  de  la  base,  il  est 
clair  que  le  polyèdre  sera  déterminé  absolument  et  d'une  ma- 
nière unique,  de  sorte  que  deux  polyèdres  construits  avec  les 
mêmes  données  seront  nécessairement  égaux;  ils  seraient  cepen- 
dant symétriques  l'un  de  l'autre,  s'ils  étaient  construits  de  diffé- 
rents côtés  du  plan  de  la  base. 

Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'avoir  trois  données  pour  dé- 
terminer chaque  sommet  d'un  polyèdre;  car  si  le  point  M  doit  se 
trouver  sur  un  plan  déjà  déterminé  dont  l'intersection  avec  la 
base  soit  FG,  il  sufliray  après  avoir  pris  FG  à  volonté,  de  con- 
naître les  angles  MGF,  MFG;  ainsi  il  faudra  une  donnée  de  moins. 
Si  le  point  M  doit  se  trouver  sur  deux  plans  déjà  déterminés,  ou 
sur  leur  intersection  commune  MK  qui  rencontre  te  plan  ABC  en 
K,  on  connaîtra  déjà  le  côté  AK,  l'angle  AKM,  et  Tinclinaison 
du  plan  ARM  sur  la  base;  il  suffira  donc  d'avoir  pour  nouvelle 
donnée  l'angle  MAK.  C'est  ainsi  que  le  nombre  de  données  né- 
cessaires pour  déferminer  un  polyèdre  absolument  et  d'ime  ma- 
nière unique,  se  réduira  toujours  au  nombre  de  ses  arêtes  A. 

Le  côté  AB  et  un  nombre  A  — i  d'angles  donnés  déterminent 
un  polyèdre  ;  un  autre  côté  à  volonté  et  les  mêmes  angles  déter- 
mineront nn  polyèdre  semblable.  D'où  il  suit  que  le  nombre  de 
conditions  nécessaires  pour  rjue  deux  polyèdres  de  la  même  espèce 
soient  semblables  est  égal  au  nombre  des  arêtes  moins  un, 

La  question  qu'on  vient  de  résoudre  serait  beaucoup  plus 
simple  si  on  ne  connaissait  pas  l'espèce  du  polyèdre,  mais  seule» 
ment  le  nombre  de  ses  angles  solides  S.  Déterminez  alors  trois 
sommets  à  volonté  par  le  moyen  d'un  triangle  où  il  y  aura  trois 
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données;  ce  triangle  sera  regardé  comme  la  base  du  solide,  en* 
siiitç  les  sommets  hors  de  cette  base  seront  au  nombre  de  S— 3; 
et  la  détermination  de  chacun  d'eux  exigeant  trois  données,  il 
est  clair  que  le  nombre  total  de  données  nécessaires  pour  déter- 
miner le  polyèdre  sera  3  +  3  (S —  3),  ou  3  S^— 6« 

Il  faudra  donc  3  S —  7  conditions  pour  que  d^ux  polyèdres  qui 
ont  un  égal  nombre  S  d*angles  solides  soient  semblables  entre 
eux. 
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APPENDICE  AUX  LIVRES  VI  ET  VIL 

LES  POLYÈDRES  RÉGULIERS. 


PROPOSITION  PREMIERE. 

THlEORÂMB. 

//  ne  peuty  aifoir  que  cinq  polyèdres  réguliers. 

Car  on  a  défini  polyèdres  réguliers  ceux  dont  toutes  les  faces 
sont  des  polygones  réguliers  égaux,  et  dont  tous  les  angles  solides 
sont  égaux  entre  eux.  Ces  conditions  ne  peuvent  avoir  lieu  que 
dans  un  petit  nombre  de  cas. 

i^  Si  les  faces  sont  des  triangles  équilatéraux,  on  peut  former 
chaque  angle  solide  du  polyèdre  avec  trois  angles  de  ces  trian- 
gles ,  ou  avec  quatre ,  ou  avec  cinq  :  de  là  naissent  trois  corps 
réguliers ,  qui  sont  le  tétraèdre,  Toctaèdrc,  et  Ticosaèdte.  On  n'en 
^eut  pas  former  un  plus  grand  nombre  avec  des  triangles  équi- 
latéraux ,  car  six  angles  de  ces  triangles  valent  quatre  angles 
droits,  et  ne  peuvent  form<^r,  d'angle  sp)ide  ^.  *  3 1^5. 

'À?  Si  les  faces  sont  des  carrés,  on  peut  assembler  leurs  angles 
trois  à  trois  ;  et  de  là  résulté  l'hexaèdre  bu  bube.  •  '  ' 

Quatre  angles  de  carrés  valent  Quatre  anglëë  droits  ^  et  ne 
peuvent  former  d'angle  solide. 

y^  Enfin ,  si  les  faces  sont  des  pentagones  réguliers ,  on  pourra 
encore  assembler  leurs  «ingles  trois  à  trois ,  et  il  en  résultera  le 
dodécaèdre  régulier. 

On  ne  peut  aller  plus  loin  ;  car  trois  angles  d'hexagones  régu- 
liers valent  quatre  angles  droits,  et  trois  d'heptagones  encore  plus. 

Donc  il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers^  trois 
formés  avec  des  triangles  équilatéraux,  un  avec  des  carrés,  et  un 
avec  des  pentagones. 

Scolie.  On  va  prouver,  dans  la  proposition  suivante,  que  ces 
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cinq  polyèdres  existent  réellement,  et  qu'on  peut  en  déterminer 
toutes  les  dimensions  lorsqu'on  connaît  une  de  leurs  faces. 

PROPOSITION  II. 

'  •       '    .  PAOBlÈVE. 

Étant  donnée  Vunc  des  faces  d'un  polyèdre  régulier^  ou  seule- 
ment son  c6té^  construire  le  polyèdre. 

Ce  problème  en  présente  cinq,  qui  vont  être  résolus  succes- 
sivement. 

Construction  du  tétraèdre. 

fig.  243.  Soit  ABC  le  triangle  équilaléral  qui  doit  être  une  des  faces  du 
tétraèdre;  au  point  G,  centre  de  ce  triangle,  élevez  OS  perpen- 
diculaire au  plan  ABC  ;  terminez  cette  per|)endiculaire  au  point  S^ 
de  sorte  fue  AS=:  AB;  joignez  SB,  SC,  et  la  pyramide  SABC 
sera  le  tétraèdre  ^requis.  . 

Car,  à  cause  des  distances  égales  OA,  OB ,  OC ,  les  obliqiies 
SA,  SB,  se  9  s'écartent  également  de  la  perpendiculaire  SO  et 
sopt  égales.  L'une  d'elles  SA=:AB  ;  donc  les  quatre  faces  de  la 
pyj'aniide  SABC  sont  des  triangles  égaux  au  triangle  donné  ABC. 
D'ailJl.eMrs  les  angles. solides,  de  cette  pyramide  sont  égaux,  eutic 
eux,,  puisqu'ils  sout  formés  chacun  avec  trois  angles  plans  égaux ^ 
donc,  cette  pyramide  est  un  tétraèdre  régulier. 

Construction  dé  Vhexaèàte, 

fig.  244.  Soit  ABCD  un  carré  doiiné  :  ^ur  la  ba;^e  ABCD  con^tiniisex  un 
prisme  droil  dont  Ig,  hauteur  A£  soit  égale  au  côté  AB.  Il  isst  dair 
que  les  faces  de  ce  prisme  sont  des  carrés  égaux.,  et  que  ses  angles 
solides  ^nt  égjs^ux  entre  eux  comme  étant  foripés  chacun  «vec 
trois  angles  ^r.oUs  ^  donc  ce  prisme  est  un  h^uièdre  régulier  ou 
cube. 

Construction  de  V octaèdre • 

fig.a45.  ^^'^  AMB  un  triangle  équilatcral  donné  :  sur  le  côté  AB  dé- 
crivez le  carré  ABCD  ;  au  point  0»  centre  de  ce  carré,  élevez  sur 
son  plan  la  perpendiculaire  TS,  terminée  de  part  et  d'autre  en  T 
et  S,  de  manière  que  OT=  OS  =5  AO  ;  joignez  ensuite  SA,  SB, 
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TA.,  etc.,  vous  aurez  un  soHde  SABCDT,  composé  de  deux  pyra- 
mides quadran^ulaires  SABCD,  TABCD,  adossées  par  leur  base 
commune  ABCD;  ce  solide  sera  Toctaèdre  régulier  demandé. 

£n  effet,  le  triangle  AOS  est  rectangle  en  O,  ainsi  que  le 
triangle  AOD^  les  côtés  AO,OS,OD,  sont  égaux;  donc  ces 
triangles  sont  égaux,  donc  AS:=  AD.  On  démontrera  de  même 
que  tous  les  autres  triangles  rectangles  AOT,  BOS,  COT,  etc., 
sont  égaux  au  triangle  AOD  ;  donc  tous  les  côtés  AB,  AS,  AT,  etc., 
sont  égaux  entre  eux,  et  par  conséquent  le  solide  SABCDT  est 
compris  sous  huit  triangles  égaux  au  triangle  équilatéral  donné 
ABM.  Je  dis  de  plus  que  les  angles  solides  du  polyèdre  sont 
égaux  entre  eux  :  par  exemple,  Tangle  S  est  égal  à  l'angle  B. 

Car  il  est  visible  que  le  triangle  SAC  est  égal  au  triangle  DAC, 
et  qu'ainsi  l'angle  ASC  est  droit;  donc  la  figure  SATC  est  un 
carré  égal  au  carré  ABCD.  Mais  si  on  compare  la  pyramide 
BASCT  à  la  pyramide  S  ABCD,  la  base  ASCT  de  la  première  peut 
se  placer  sur  la  base  ABCD  de  la  seconde;  alors  le  point  O  étant 
un  centre  commun,  la  hauteur  OB  de  la  première  coïncidera 
avec  la  hauteur  OS  de  la  seconde  ,  et  les  deux  pyramides  se 
confondront  en  une  seule  ;  donc  Tangle  solide  S  est  égal  à 
l*angle  solide  B;  donc  le  solide  SABCDT  est  un  octaèdre 
régulier. 

Scolie.  Si  trois  droites  égales,  AC,  BD,  ST,  sont  perpendiculaires 
entre  elles  et  se  coupent  dans  leur  milieu,  les  extrémités  de 
ces  droites  seront  les  sommets  d'un  octaèdre  régulier. 

Construction  du  dodécaèdre. 

Soit  ABCDE  un  pentagone  régulier  donné;  soient  ABP,  CBP,  fig,a4(J. 
deux  angles  plans  égaux  à  l'angle  ABC  :  avec  ces  angles  plans 
formez  l'angle  solide  B,  et  soitK  l'inclinaison  mutuelle  de  deux 
de  ces  plans.  Formez  semblablement  aux  points  C,D,E,A, 
des  angles  solides  égaux  à  TanglesolideB,  et  situés  de  la  même 
manière  :  le  plan  CBP  sera  le  même  avec  le  plan  BCG ,  puisqu'ils 
sont  inclinés  l'un  et  l'autre  de  la  même  quantité  R  sur  le  plan 
ABCD.  On  peut  donc  dans  le  plan  PBCG  décrire  lé  pentagone 
BCGFP  égal  au  pentagone  ABCDË.  Si  on  fait  de  même  dans 
chacun  des  autres  plans  CDI,  DEL,  etc.,  on  aura  une  surface 
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convexe  PFGH,  etc.,  composée  de  six  pentagones  réguliers, 
:^gaux  et  inclinés  chacun  sur  son  adjacent  de  la  même  quadtité  K. 
Soit  pf^h^  etc.,  une  seconde  surface  égale  à  PFGH,  etc.,  je  dis 
<|ne  ces  deux  surfaces  peuvent  ôlre  réunies  de  manière  à  ne  for- 
nior  cm'une  seule  surface  convexe  continue.  En  effet,  l'angle  opfy 
j)ar  exemple,  peut  se  joindre  aux  deux  angles  OPB,  BPF,  pour 
faire  un  angle  solide  P  égal  à  l'angle  Bj  et  dans  cette  jonction  il 
ne  sera  rien  change  à  l'inclinaison  des  plans  BPF,  BPO,  puisque 
cette  inclinaison  est  telle  qu'il  le  faut  pour  la  formation  de 
l'angle  solide.  Mais  en  même  temps  que  l'angle  solide  P  se  forme, 
le  côté  /?/ s'appliquera  sur  son  égal  PF,  et  au  point  F  se  trouve- 
ront réunis  trois  angles  plans  PFG,  pfe^  efg^  qui  formeront  un 
angle  solide  égal  à  chacun  des  angles  déjà  formés;  cette  jonction 
se  fera  sans  rien  changer  ni  à  Tétat  de  l'angle  P,  ni  à  celui  de  la 
surface  efgh ^  etc.;  car  les  plans  PFG,  efp^  déjà  réunis  en  P, 
ont  entre  eux  Tinclinaison  convenable  K ,  ainsi  que  les  plans  ejg, 
cfp.  Continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  deux 
surfaces  s'ajusteront  mutuellement  l'une  avec  l'autre,  pour  ne 
former  qu'une  seule  surface  continue  et  rentrante  sur  elle-même  : 
cette  surface  sera  celle  d'un  dodécaèdre  régulier,  piûsqu'elle  est 
composée  de  douze  pentagones  réguliers  égaux ,  et  que  tous  ses 
angles  solides  sont  égaux  entre  eux. 

Constmctlon  de  Vkosaèdre. 

iig.  247.  Soit  ABC  une  de  ses  faces;  il  faut  d'abord  former  un  angl* 
solide  avec  cinq  plans  égaux  a^i  plan  ABC  et  également  inclinés 
chacun  sur  son  adjacent.  Pour  cela,  sur  le  côté  B'C,  égal  à  BC, 
faites  le  pentagone  régulier  B'CHl'D';  au  centre  de  ce  pentagone 
élevez  sur  son  plan  une  perpendiculaire,  que  vous  terminerez 
en  A'  de  manière  que  B<A'=B'C'  ;  joignez  A'C,  A'H',  AT,  aI)', 
et  r<iogU  solide  A',  formé  par  les  cinq  plans  B'A^C',  C'A'll'',  etc., 
sera  l'angle  solide  requis.  Car  les  obliques  A'B',  A'C,  etc.,  sont 
égales,  et  l'une  d'elles  A'B',  est  égale  au  côté  B'C';  donc  tous 
les  triangles  B'A'C,  C'A'H',  etc.,  sont  égaux  entre  eux  et  au 
triangle  donné  ABC. 

Il  est  visible  d'ailleurs  que  les  plans  B'A'C,  C'A'fl',  etc.,  sont 
également  inclinés  chacun  sur  son  adjacent;  car  les  angles  solides 
B',  C,  etc.,  sont  égaux  entre  eux ,  puisqu'ils  sont  formés  chacun 
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avec  deux  angles  de  triangles  équîlatéraux  et  un  de  pentagone 
régulier.  Appelons  K  l'inclinaison  des  deux  plans  où  sont  les 
angles  égaux  ;  Tangle  K  sera  en  même  temps  rJnclinaison 
de  chacun  des  plans  qui  composent  Tangle  solide  A'  sur  son 
adjacent. 

Cela  poséysi  on  fait  aux  points  A,  B,  C,  des  angles  solides  égaux 
chacun  à  l'angle  A',  on  aura  une  surface  convexe  DEFG,  etc., 
composée  de  dix  triangles  équîlatéraux  >  dont  chacun  sera 
incliné  sur  son  adjacent  de  la  quantité  K;  et  les  angles  D, 
Ey  F,  etc.,  de  son  contour  réuniront  alternativement  trois 
et  deux  angles  de  triangles  équilatéraux.  Imaginez  une  seconde 
surface  égale  à  la  surface  DEFG ,  etc.  ;  ces  deux  surfaces 
pourront  s'adapter  mutuellement,  en  joignant  chaque  angle 
triple  de  l'une  à  un  angle  double  de  l'autre;  et  comme  les  plans 
de  ces  angles  ont  déjà  entre  eux  l'inclinaison  K  nécessaire  pour 
former  un  angle  solide  quintuple  égal  à  l'angle  A,  il  ne  sera 
rien  changé  dans  rette  jonction  à  l'état  de  chaque  surface  en 
particulier,  et  les  deux  ensemble  formeront  une  seule  surface 
continue,  composée  de  vingt  triangles  équilatéraux.  Cette  sur- 
face sera  celle  de  l'icosaèdre  régulier,  puisque  d'ailleurs  tous  les 
angles  solides  sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  III. 

PaOBLiME. 

Trouver'  l'inclinaison  de  deux  faces,  adjacentes  d'un  polyèdre 
régulier. 

Cette  inclinaison  se  déduit  immédiatement  de  la  construction 
qui  vient  d'être  donnée  des  cinq  polyèdres  réguliers  ;  à  quoi  il 
faut  ajouter  ce  problème  de  géométrie  descriptive  dans  lequel , 
étant  donnés  les  trois  angles  plans  qui  forment  un  angle  solide , 
on  détermine  Tangle  que  deux  de  ces  plans  font  entre  eux. 

Dans  le  tétraèdre.  Chaque  angle  solide  est  formé  de  trois  angles  fig.  a43. 
de  triangles  équilatéraux  :  il  faut  donc  chercher  par  le  problème 
cité  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre  eux  ;  cet  angle  sera 
l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  du  tétraèdre* 
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fig.a44.       Dans  f hexaèdre.  I/angle  de  deux  faces  adjacentes  est  un  angle 

droit. 
fig.  a45.       Dans  l'octaèdre.  Formez  un  angle  solide  avec  deux  angles  'de 

triangles  éqiiilatcraux  et  ûh  angle  droit  ;  Tinclinaison  des  deux 

plans  où  sont  les  angles  des  triangles  sera  celle  de  deux  faces 

adjacentes  de  l'octaèdre, 
fig.  246.       Dans  te  dodécaèdre.  Chaque  angle  solide  est  formé  avec  trois 

angles  de  pentagones  réguliers  ;  ainsi  Piuclïijâîson  des  plans  de 

deux  de  ces  angles  sera  celle  de  deux  faces  adjacentes  du  dodé- 

caéci^-e. 
fig.  a47'       Dans  l*icosaèdre.  Formez  un  angle  solide  avec  deux  angles  de 

triangles  equîlatéraux  et  un  angle  de  pentagone  régulier,  Tin- 

clinaisdn  clés  deux  plans  où  sont  les  angles  des  triangles  sera 

celle  de  deux  faces  adjacentes  de  l'icosaèdre. 

PROPOSITION  IV.     . 

PROBLEME. 

Étant  donné  le  côté  d'un  polyèdre  régulier,  trouver  le  rayon  de 
la  sphère  inscrite  et  celui  de  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre, 
fig.  248.       lï  ^i*"'  d'abord  démontrer  que   tout   polyèdre   régulier  peut 
être  inscrit  dans  la  sphèrt'»  et  qu'il 'peu tjlii  être  circonscrit. 

Soit  AB  le  côté  commun  à  deux  faces  adjacentes;  soient  C  et  E 
les  centres  de  ces  deux  faces,  ^t,  QD,  £D,  les  perpendiculaires 
abaissées  de  ces  centres  sur  le  côté  commun  AB,  lesquelles  tom- 
beront au  point  D,  milieu  de  ce  côté.  Les  deux  perpendiculaires 
CÎD,  DE,  font  enlre  elles  un  angle  connu  ,  qui  est  égal  à  nhcli- 
naison  de  deux  faces  adjacentes ,  déterminée  par  le  problème 
précédent.  Or  si,  dans  le  plan  CD£,  perpendiculaire  à  A'B,  on 
mène  sur  CD  et  ED  les  perpendiculaires  indéfinies  (ÎO  et  ïiO, 
qui  se  rencontrent  on  O,  je  dis  que  le  poitit  O  sera  le  cetitrdide 
la  sphère  inscrite  et  celin  de  la  sphère  circonscrite';  le  ràtbil  rfe 
la  première  étant  ÔC ,  et  celui  de  la  seconde  O'A; 

En   effet,  puisque  les  apothèmes  CD,   DE*;*sohPégaux,'et 

rhypotouuse   DO  commune ,   le    trlhngle   l^ctaWgle   CDO   est 

19,1.  égal  au  triangle  rectangle  ODE*,  et  Isi  pérpeOdictJairè  OC  est 

égale  à  la  perpendiculaire  0£.  Mais  AB  'éhilit  perpendiculaire 


ad  ^llm  COE ,  le  {Aati  ABC  est  pvrpimdiciiUÂre  k  C£>Ë'^ ,  ou  *28,5. 
€bE  à  'A%;  d*a4lletfrs  CO,  4a ns  le  ip^ân  CD£^  est  iperpco* 
dicntaire  à  01> ,  iiTte¥se<?tiafi  commune  des  plans  <bt>£i»  iAC^ 
^htic  CC^  est  |)erpend<ion)»Tre  au  plan  ABC.  f*ar  }«  inéEiie  ^29,5. 
raison  £0  ^t  pert)eitdvetilciire  au  plana  ACB4  donc  'les  deux 
p(^rpendiciilaires  CO,  EO,  menées  aux  plans  de  deux  faces  adja- 
cëAtes'^lir  les  ceiatr«(  de  oes  'firees ,  se  ncncontrent  en  na  même 
point  O  et  sont  égales.  Supposons  maintenant  que  AilG  -et  All£ 
vé\^setïimt  dcfox  nulres  fa<ïe^  adjacentes  qndlecmqfiesv  il'apo- 
thème  CD  'nestera  touJQtèrs'de  la  mèçie  ^qndenr,  >ainsi  4fue 
Huti^e  CD0,  moitié  'de  Q[)E^;  doncle  tvisn^^le  «reotifiçle  CDO 
et  son  côté  CO  sfftiorni^ égaux  potfrrtoutes'lesifaces  du  polyèdre; 
â<m^y  m  du  point 'G  cdtnoie  centre  et  du  tti]NMi*OC  on  décrit 
une  sphère,  *deue  tspltère  touobera  toutes 'les  faces  ^npbj^èidUre 
liiinB'leQrs  ctfn4ves>i(ear  les  plans  ABC ,  ABË ,  seront  «porpendi- 
ctdiliM6«à  UektrémitéHi'ùn  rayon  )>,»et  la<aphèce  seta  Inscrite  «dans 
-ie' polyèdre^  ou  le  polyèdrecrroonsoi^à'la  aphèi<e.. 

Joignez  OA,  ^B;  à  cause  de 'CAsrOB.,  les  «deux  <obkcf  nés  0A, 
'OB,-si^écartant*cgnlemeiit  de  la  perpendiculaire, 'soront'éi^ales; 
il  *éh  «serii^de  méAie  ik  cleux  auMee  lignes  quelconques  menées 
dn  centre  O 'aux  extrén^tés  d/on  même  côté;  donc  tdqtes  ces 
lignes  sont  égales  entres  elles;  donost'du^poirit  O'oqralne>çentve 
et  du  rayon  OA  on  décrit  une  surface  sphérique,  cette  surface 
passera  par  les  sommets  de  tous  les  angles  solides  du  polyèdre , 
et  la  sphère  sera  circonscrite  au  ])olyèdre  ou  le  polyèdre  inscrit 
dans  la  sphère. 

Cela  posé,  la  solution  du  problème  proposé  n'a  plus  aucune 
difRcultéy  et  peut  s'effectuer  ainsi  : 

Étant  donné  le  côté  d'une^iace  du  polyèdre ,  décrivez  cette  fig.  a49> 
face,  et  soit  CD  son  apothème.  Cherchez  par  le  problème  pré- 
cédent Tinclinaison  de  deux  faces  adjacentes  du  polyèdre,  et 
faites  l'angle  CDE  égal  à  cette  inclinaison.  Prenez  DE  égale 
à  CD  f  menez  CO  et  EO  perpendiculaires  à  CD  et  £D  ;  ces  deux 
perpendiculaires  se  rencontreront  en  un  point  O,  et  CO  sera 
le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le  polyèdre. 

Sur  le  prolongement  de  DC  prenez  CA  égale  au  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  une  face  du  polyèdre ,  et  OA  sera  le  rayon  de  la 
sphère  circonscrite  îi  ce  même  polyèdre. 

17. 
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Car  les  triangles  rectangles  CDO,  CA.O,  de  la.  fig*  a49> 
sont  égaux  aux  triangles  de  même  nom  dans  la  figure  24^: 
ainsi ,  tandis  que  CD  et  CA  sont  les  rayons  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit  à  une  face  du  polyèdre,  OC  et  OA  sont  les  rayons 
des  sphères  inscrite  et  circonscrite  au  même  polyèdre. 

ScoUe.  On  peut  tirer  des  propositions  précédentes  plusieurs 
conséquences. 

i^  Tout  polyèdre  régulier  peut  être  partagé  en  autant  de  pyra- 
mides régulières  que  le  polyèdre  a  de  faces  :  le  sommet  commun 
de  ces  pyramides  sera  le  centre  du  polyèdre ,  qui  est  en  même 
temps  celui  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

a^  La  solidité  d'un  polyèdre  régulier  est  égale  à  sa  surface 
multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

3^  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  nom  sont  deux  solides 
semblables,  et  leurs  dimensions  homologues  sont  proportion- 
nelles ;  donc  les  rayons  des  sphères  inscrites  ou  circonscrites 
sont  entre  eux  comme  les  côtés  de  ces  polyèdres. 

4^  Si  on  inscrit  un  polyèdre  régulier  dans  une  sphère ,  les  plans 
menés  du  centre  le  long  des  différents  cÂtés  partageront  la  surface 
de  la  sphère  en  autant  de  polygones  sphériques  égaux  et  sembla- 
bles que  le  polyèdre  a  de  faces. 
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LIVRE  VIII. 

LES  tROIS  CORPS  RONDS. 


DipiiriTioifs. 

L  On  appelle  cylindre  le  solide  produit  par  la  révolu-  fig.^Sn 
tion  d'un  rectangle  ABCD,  quon  imagine  tourner  autour 
du  côté  immobile  AB. 

Dans  ce  mouvement  les  cotés  AD,  BG,  restant  toujours 
perpendiculaires  à  AB ,  décrivent  des  plans  ]|circulaires 
égaux  DPH,  CGQi  qu'on  appelle  les  bases  du  cylindrey  et 
la  ligne  CD,  appelée  génératrice,  en  décrit  la  surface  laté- 
rale. 

La  ligne  immobile  AB  s'appelle  Vaxe  du  cylindre. 

Toute  section  KLM,  faite  dans  le  cylindre,  perpendicu- 
lairement à  Taxe,  est  un  cercle  égal  à  chacune  des  bases  : 
car  pendant  que  le  rectangle  ABCD  tourne  autour  de  AB, 
la. ligne  IK,  perpendiculaire  à  AB, décrit  un  plan  circulaire 
égal  à  la  base,  et  ce  plan  n*est  autre  chose  que  la  section 
faite  perpendiculairement  à  Taxe  au  point  L 

Toute  section  PQGH,  faite  suivant  l'axe,  est  un  rec- 
tangle double  du  rectangle  générateur  ABCD. 

IL  On  appelle  cône  le  solide  produit  par  la  révolution  Sg.  «tSi. 
du  triangle  rectangle  SAB ,  qu'on  imagine  tourner  autour 
du  coté  immobile  SA. 

Dans  ce  mouvement,  le  côté  AB  décrit  un* plan  circu 
laire  BDCE,  qu'on  appelle  la  base  du  cône,  et  l'hypoténuse 
SB  en  décrit  la  surface  latérale* 

Le  point  S  s'appelle  le  sommet  du  cône^  SA  Paxe  ou  la 
hauteur^  et  SB  le  côté  ou  V apothème. 
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Toute  section  HKFI,  faite  perpendiculairement  à  Taxe, 
est  un  cercle  j  toute. section  SDE  ,  faîte  suivant  Taxe,  est 
un  triangle  isocèle  double  du  triangle  générateur  SAB. 

III.  Si  du  cône  SCDB  on  retranche  ,  par  une  section 
parallèle  à  la  base,  le  -aàn^  Sf%j^)I^  \b  f olide  restant  CBHF 
s  appelle  cône  tronqué  ou  tronc  de  cône. 

On  peut  suppôïel*  qu'il  e^t  décrit  par  là.  révolution  du 
trapèze  A£HG,  dont  l^s  angles  A  et  G  sont  droits ,  autour 
du  côté  AG.  La  ligne  immobile  AG  s'appelle  Caxe  ou  la 
hauteur  du  tronc;  les  cercles  BDO,  HFK,  en  sont  les  bases^ 
et  BH  en  est  le  côté. 

IV.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  sont  semblables 
lorsque  leurs  axes  sont  entré  eux  comme  les  diamètres  dé 
leurs  bases. 

fig.a5a.  V«  Si,  dans  le  cercle  ACD  qiij  sert  de 'base  à  un  cylindre, 
on  inscrit  un  nolygone  ABCDE,  etque  sur  la  Base  ABCDB 
on  élève  un  prisme  ^roît  égal  en  hauteur  aii  cylindre ,  le 
prisme  est  dit  inscrit  dans  le  cylindre^  oû'li*  <îyiihdré  eif^ 
conscrit  au  prism^. 

Il  est  clair  qua  les  arêtes  AF>  BG',  GH,  éW.V  du  prisme  , 
étant  perpendiculaires  au  plan  de  la  baSè,  sont  comprises 
()aps  la  surface  convexe  du  cylindre;  donc' lé' prisme  et  le 
cylipdre  se  touchent  suivant  ces  arêtes. 

fig.  253.  ^I-  Pareillement,  si  ABCD  est  un  piolygone  circonscrit  à  fai 
base  d'un  cyltndré,  et  que  sur  la  base  ABCD* on  construise  un 
prisme  droit  égal  en  tiauteuir  au  cylindre,  ïe  prisme  est  dit 
circonscrit  au  cylindre^  ou  le  cylindre  inscrit  dans  le  prisme. 
Soient  M,  N  ,  etc.,  les  point»  de  contact  des  côtéd  AB , 
BG,  etc.,  et  soient  élevées  par  les  points  M,  ST,  ètc.^  les 
perpendiculaires  MX,  NY,  etc.,  au  plan  de  kiyase,  il  est 
clair  que  ces  perpendiculaires  seront  à  la  fois  dans  la  sur- 
face du  cytindre  et  dans  celle  du  prisme  circonscrit  ;  donc 
elles  seront  leurs  lignes  de  contact. 

.    N,  B.h^  oyUodre,  le  cftse  et  U  Vtl>W  MWt  les  mùa  corpt,  ronds.  AoiA  on  aW- 
cape  dans  les  éléments. 
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yp.  IJfpu^  f/çpétei:9ps  ici  que  noifs  enteud|ons  par  sur- 
fffl^qonyexe)  ^ne  surface  telle  que  par  chacun  çje  ses  points 
on  pçuç  ipe^ei;  i|n  plan  qui  la  laisse  tou(  entière  d'un 
n^ême  C9t4, 

\^  spljèjre  est  une  surface  convexe,  car  le  plan  tangent 
en  qf)9que  pçmt  l^js^f.  toute  la  sg|)^rC;  d!un  mén^e  côtç. 

l^  surfaqe;  du  qj}iç|dfg  es|  aussi  convexe ,  car  sj  .par  un 
de  ses  poipt§  qp  içgRp  la  généfatriçe  correspondait^,  ^t  la 
tangepte  à  la  |)a^e. par  r^tràiii|é  de  cette  génératrice,  le 
plan  mené  par  ces  deux  droites  laissera  d*un  mJènie  côté 
toute  \i  siurface.dcf  cyljndrcL 

On  verrait  de  même  que  la  surface  du^cône  est  convexe. 


LEMMES  PRÉLTMIIf  iiÎŒS  SUR  LES  SURFACES. 

Une  surface  plane  OXBCD  est  plus  petite  que  toute  fig.a54 
autre  surface  PABCD ,  terminée  au  '  hufme'  contour 
ABCD. 

Nous  admettrons  cette  proposition  comme  évidente. 

II. 

Toute  surface  convexe  OABCD  est  moindre  quune  fig.a55 
autre  surface  quelconque  qui  enifelopperait  la  première 
en  s*appujrant  sur  le  même  contour  ABCp. 

Ei;^  effet,  si  la  |^urface  QABCD  n  est  pas  plus  petite  que 
toutes  celles  qui  Tenveloppent,  soît  parmi  celles-ci  PABCD, 
la  surface  la  plus  petite  qui  ser^  au  plus  égale  à  OABCD. 
Par  un  point  quelconque  Ô  de  la  surface  convexe  OABCD 
faites  passer  un  plan  qui  laisse  cette  surface  d'un  même  côté, 
ce  plan  rencontrera  la  surface  PABCDjCt  la  partie  qu'il  en 
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retranchera  sera  plus  grande  que  le  plan  terminé  à  la  même 
♦ipin.  I.  surface*:  donc,  en  conservant  le  reste  de  la  surface  PABCD, 
on  pourrait  substituer  le  plan  à  la  partie  retranchée,  et  on 
aurait  une  nouvelle  surface  qui  envelopperait  toujours 
la  surface  OABCD,  et  qui  serait  plus  petite  que  PABCD. 
Mais  celle-ci  est  la  plus  petite  de  toutes  par  hypothèse; 
donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister,  donc  la  surface 
convexe  OABCD  est  plus  petite  que  toute  autre  sur&cequi 
envelopperait  OABCD ,  et  qui  serait  terminée  au  même 
contour  ABCD. 

Scolie.  Par  un  raisonnement  entièrement  semblable  on 
prouvera , 
fig.  ^Sfi,  i^  Que,  si  une  surface  convexe  terminée  par  deux  con- 
tours ABC  ,  DBF ,  est  enveloppée  par  une  autre  surface 
quelconque  terminée  aux  mêmes  contours,  la  surface  en- 
veloppée sera  la  plus  petite  ^des  deux, 
fig.  a57.  2i^  Que,  si  une  surface  convexe  AB  est  enveloppée  de 
toutes  parts  par  une  autre  surface  MN,  soit  qu'elles  aient 
des  points,  des  lignes  ou  des  plans  communs,  soit  quelles 
n'aient  aucun  point  de  commun  ,  la  surface  enveloppée 
sera  toujours  plus  petite  que  la  surface  enveloppante. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THBORBMB. 

La  solidité  dun  cylindre  est  égale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur. 

Inscrivons  et  circonscrivons  à  la  base  du  cylindre,  deux 
polygones  réguliers  semblables,  et  construisons  les  prismes 
droits  ayant  pour  bases  ces  polygones,  et  même  hauteur  que 
le  cylindre. 

Soient  &  et  B  les  bases  de  ces  prismes  ;  r,  Y,  leurs  vo- 
lumes; H  la  hauteur  du  cylindre. 
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Le  ToWme  du  cylindre  est  érideininent  compris  entre 
les  volumes  de  ces  prismes;  de  plus ,  si  Ton  doubleJndé- 
finiment  le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases,  ces  prismes 
iront  sans  cesse  en  s*approchant  du  cylindre ,  car  les  pris- 
mes circonscrits  diminuent,  tandis  que  les  prismes  inscrits 
augmentent  ;  enfin  on  aura  établi  que  ces  prismes  ont  pour 
limite  commune  le  volume  du  cylindre,  si  Ion  démontre 
que  la  différence  entre  un  prisme  circonscrit  et  le  prisme 
inscrit  correspondant,  peut  devenir  plus  petite  que  toute 
quantité  donnée.  Or,  on  a 

V  =  BxH,  (i) 

V  =.*  X  H;  (a) 
d*où ,  en  retranchant , 

V  — 'i;=(B.i)  X  H, 

Qo  a  vu  (livre  IV,  pr.  la)  que  B — b  a  pour  limite  zéro, 
quand  le  nombre  des  côtés  des  polygones  croît  indéfini- 
ment; d  ailleurs  le  facteur  H  est  constant;  donc  la  diffé- 
rence V — V  peut  devenir  plus  petite  que  toute  grandeur 
assignable. 

Cela  posé  ,  de  Tégalité  (i)  entre  les  quantités  variables 
V  et  B  X  H ,  on  conclut  l'égalité  de  leurs  limites  ;  donc 
enfin 

Vol.  cylind.  =  Cerc.  X  H. 
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Corollaire  I.  Les  cylindres  de  même  hauteur  «ont  eutre 
eux  comme  leurs  bases ,  et  les  cylindres  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  IL  Les  cylindres  semblables  sont  comme  les 
cubes  des  hauteurs,  ou  comme  les  cubes  des  diamètres  des 
bases.  Car  les  bases  sont  comme  les  carrés  de  leurs  dia* 
mètres;  et  puisque  lès  cylindres  sont  semblables,  les  dia- 
déf.  ',.  mètres  des  bases  sont  comme  les  hauteurs^:  donc  les  bases 
sont  comme  les  carrés  des  hauteurs  ;  donc  les  bases  mul- 
tipliées par  les  hauteurs,  pu  les  cylindres  eux-mêmes,  sont 
comme  les  cubes  des  hauteurs. 

Scolie,  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d*un  cylindre,  H  sa 
hauteur,  la  surface ide  la  bade  66nà»<ivA4,  et  la  solidité,  klu 
c]^iBdre  sera  «R' X H,  cm  TvR^ll.    .-':  .|    . 

..      EROPQSITJQN.I^,'.'    '*.■''"./" 

I         ..'  '    î         «il    'A'j  '-  '  .•  •«     '•'•  -    *'  '->: 

la  surface.  iatpraki'^Mm^prkime  dtoitfkpaw  mç- 

suœlepérimèêre^de  sa  hasc^  padtiplié.pan  saMaïUeur, 

fig.  a53.     '^'  cette: surface  (est  é^\»  à  4a  somibe  des  .peetaiigles 

AFGB,  BGHC,  CHID,  etc.,  dont  elle  ^st  icomp<»ëe  $  or  lef 

lenteurs  AF,  fiG,  Gif,  <$tQ.,  de  qts  rectangles  sont  égales 

à  la  hauteur  du  prism^  ;  Uur^  ]^^  AB,  BC,  CD,  etc.,  prises 

ensemble  ,  font  le  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Donc  la 

somme  de  ces  recpngliçs  ou  la  surtaci^  latérale  du  pnsme 

est  égale  au  périmètre  de  sa  base  multiplié  par  sa  hauteur. 

Corollaire,  Si  deux  prismes  droits  ont  la  ihême  ha^téVir , 

les  surfaces  latérales  de  ces  prismes  seront  entre  elles  commua 

les  périmètres  de  leurs  bases.  '      • 

PROPOSITION  IIL 

THÉORÈME. 

r^,  surface  latérale  (Tun  cylindre  est  plus  grafiàe 
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(fUei^ttenk  Aw^/W«^^  {/?:i:f/T^:..fi(/^^^  fff 

surface  hitfix$ùi  U0.  tmt.prwf\e.  mr^{sœL  .     . 


i**  Soient  ABDE  une  des  faces  du  prisni'e  inscrit^  et 
AÇBDFE  le  fuseau  cylindrique  correspondant,  je  dis  qu'on 
a  ABDE  <  ACBDFE. 

En  effet,  supposons  d'abord  qu'on  ait  ABDE  >  ACBDFE, 
et  qu'il  existe  une  différence  d  entre  ces  deux  surfaces. 
Prolongeons  la  hauteur  AE  du  cylindre  jusqu'en  G,  de 
manière  que  AG  soit  égale  à  m  foi»  AE  ,  et  prolon- 
geons en  même  temps  le  prisme  et  le  cylindre  ;  le  fuseau 
ACBHLG  et  le  rectangle  ABHG  seront  /71  fois  plus  grands 
que  le  fuseau  ACBDFE  et  que  le  rectangle  ABDE  ;  leur 
différence  sera  donc  md.  Or  on  peut  disposer  de  m  de 
manière  que  md  soit  plus  grand  que  la  somme  des  deux 
segments  de  cercle  ACB,  GLH;  donc,  puisqu'on  a 

ABHÇ  -  ACBHLG  == /nrf, 

ABHG  *-  ACBHLG  >  IA£SB  ^  6LH,- 

dfiû-  ••  •;    «    ••-        .  •  .1    •:    i.'.-»  ■;   .,v  11- 

ABH(i  >  ACBHfLÇ  +  ACB  +  GLHi 

,Ç^t-àidîr«  qjifV/^  surface  pJlaifp  A^'?!?  «Çrait  plus 
g^a^wle  iquVw  .W^^^ce..e^y,el9ppai>te  term^çée  au  même 
(CpntQur  ;  o^nsf qu^ç^çe,  aj^surde  d'après  le  len^iirie  I^ 


a68 


GliOBfKTRfK. 


Supposons,  en  second  lien,  quon  ail  ABDE=ACBDFE, 
Menons  par  le  milieu  C  de  l'arc  AB  la  génératrice  CF,  et  les 
cordes  AG,  GB;  on  a  dans  le  triangle  ABC,  AC+CB>  AB; 
donc,  puisque  les  trois  rectangles  EG,  FB,  EB^ont  la  même 
hauteur,  la  somme  des  deux  premiers  est  plus  grande  que 
le  troisième  EB,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  le  fu- 
seau ACBFE;  donc  le  rectangle  EC,  moitié  de  la  somme 
des  rectangles  £C,  FB ,  serait  plus  grand  que  le  fuseau 
ACFE,  moitié  du  fuseau  ACBFE  ;  ce  qui  est  impossible, 
d'après  la  première  partie  de  la  démonstration. 

La  face  ABDE  ne  pouvant  être  ni  plus  grande  que  le 
fuseau  ACBDFE,  ni  égale  à  ce  fuseau,  est  nécessairement 
moindre;  donc  la  surface  du  prisme  inscrit  est  moindre 
que  celle  du  cylindre. 


^ 
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2*  Soient  6G,  HG,  deux  faces  consécutives  du  prisme 
circonscrit,  je  dis  que  le  fuseau  cylindrique  AEFB  est  pins 
petit  que  la  somme  des  deux  recungles  AG,  DF. 

Car  si  Ton  supposait  le  fuseau  AEFB  plus  grand  que 
AG+DF ,  en  superppsant  un  nombre  convenable  de  cy- 
lindres égaux,  on  serait  conduit,  comme  précédemment,  à 
cette  conclusion,  qu'une  surface  convexe  BFML  est  plus 
grande  qu'une  surface  enveloppante,  composée  des  deux 
rectangles  LG,  MC,  pins  des  deux  parties  LNM,  BGF  ;  et 
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si  Ton  supposait  ABFE  =  AC+DF,  en  menant  les  tan- 
gentes QR,  ST  par  les  milieux  des  arcs  AE,  BF,  et  remar- 
quant que  la  ligne  brisée  AQRE  est  plus  petite  que 
AD+DE ,  on  conclurait  que  la  somme  des  rectangles  AS, 
QT,  RF,  est  moindre  que  AC+DF  ou  que  le  fuseau  ABFE  ; 
et  en  prenant  la  moitié  de  part  et  d'autre ,  que  la  somme 
des  rectangles  AS,  QV,  est  moindre  que  le  fuseau  cylin- 
drique ABVP;  ce  qiti  est  impossible  d'après  ce. qui  a  été 
dit  ci-dessus. 


]^ 


n 


Donc  le  fbseau  BFEA  est  plus  petit  que  AC+CE;  donc 
la  surface  du  cylindre  est  moindre  que  celle  du  prisme 
circonscrit. 


PROPOSITION  IV, 

TVJioÙMB. 


La  surface  tatéraJe  dwi  cyliiube  a  pour  mesure  la 
circonfémice  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur. 


^7^  CfâbMÉTRlE. 

InscVivoiis  et  dtfconsciîvons  à  la  bise  Un  Hîytindiie  dte<nc 
polygones  ré julters  ïefhblaWes,  et  cohstruisonslétf  prii?«i«te 
droits  ayant  ^<nif  bases  ces  polygones,  et  tiléine  hantée 
que  le  cylÎTi*dre. 

La  surface  latérale 'du  cyliWdrè  est  coirrptî^  eAtre  lés 
siiVfaceS  âe^  pnsiVies  inscrît  et  drconSc^h ,  et  1  on  phlou- 
{reraftj'dbuHiie  rfaVis  la  pro'jyôsTtîon  ï,  tqn efi  idteùfthrtt  i#- 
Aéfînîfnëntlé  nôVtibre  c^es  (iôtês  de  leurs  bas'es^îefe  sfMifcës 
des  prismes  inscrits  et  circonscrits  ainsi  obteniis,  'à'arai^frt 
pour  limite  commune  la  surface  du  cylindre. 

Cela  posé,  soit  H  la  hauteur  du  cylindre  ;  désignons  en 
outre  par  S  la  surface  d'un  prisme  circonscrit,  et  par  P  le 
périmètre  de  sa  baiBe,  on  a    • 

:S=PXH. 

Or,  les  quantités  S,  et  Pxlt,  varient, quand  on  double 
sans  cesse  le  nombre  des  côtes  du  polygone  circonscrit, 
et  ont  pour. limites^  la. surface  du  cylindre  •.  et  cire,  x  H; 
donc  .     . 

Surf,  cylindre  =  cire.  X  H. 

PR0P6BI*1ON  îV. 

jCà  soiicàtf^iCkri  Cf^r^k  èst'c^gèèle'nù  prOfBifYile'sà'dase 
pdr'îé  tiers  de''^  hauteur.      ^       \*  ^ 


ImmÎTôM  etcirconserîwtmàlftbasfedti  cAn'e  SélMi^o- 
lygon'es  réguliers  éênil)labk6,  et  prénons-Tes  pour  bases  nie 
pyramide»  aybnt  pour  sommet  le  point  S. 

Les  ^ôiuifheà  deoes^pjfaniides  coniprcfinnem  entre  eux' le 
▼olumé  du  côneV'M-^  loi)  double  incléfimment le  nombre 
des  côtés  dé  leurs' bMe^,  en  conservant  lé  m^e  sommet, 
les  volumes  des'  pyramides  inscrites  et  circonscrites^aottynt 
pour  limiite  commune  I»  volume  dti^oône  (  même  démons- 
tration ^be  dans  la  •()roî)ositiof]  !').>• 

Soient  doncH  la  hauteur  dif  oâne')  V  le  vôlVime-d'uile 
pyramide  circonscrite,  fi  la  -surf&ee  de  sa  bade  ,  oti  aura  : 

;',;;;■;■       y=Bx|;    ,....  (o 

et,  en   prenant  les  limites  des  deux*  membres  de  cette 
égalité,  ...  * 

Vol.  'cône  ==  iîf^c,  X  ô-  - 

o      •.        ■•      ..     •; 

Corollaire. 'Vn'cone  est  le  tiers  d'un  ^indrb  de  même 
'basb'ët'de  même  bauteur  ;  d  où  il  suit,  .      .  * 

T^  Que  les  canes  d'égales  hatrteurs  sont  entre  euK 
eofiiine  ynErs  bWsdd.    i    *  i         . 

lif  Quëles  eônes^  de  iblises  épates sont^fentre'êuK  cdftîinle 
lei|rs  hauteurs.        •  ,   ,         /,..     j,    .'(>    .^  -      ,. 

,3*"  Que  les  cônes  semblables  sont  comme  les  cubes  des 
(liamètres  de  leurs  l>ases  ,  ou  coinine  les  cuBf^s  de  leurs 

■Mini»  »'»•'•■■;       .'     •  •  î'     ■ 

h^tlieMrs.  .  •  . 

Scolie.  Soit  R  le  rayon  de  la  oasè  d*un  cône,  H  Sa  hau- 
teur ;  tkVôTidîlédu  cônes^ii'icft»  X^TT  oh  ^i^R*»/ 

..'..>;    f      i  r  '■  ''     •    ■■    . 
PROPOSITION  VI. 

Le  cône  tronqiut  AJ)UJày4ont  AO,  DP  sont  les 
rayons  des    bases  et  PO    la  /lauteur,    a    pour  me-  ^^'  ^^^' 

sure  fit.  OP.  (â^  VÔP+  AO  X  DP). 


a'j%  oéoMitSiiE. 

Soit  TFGH  une  pyramide  triangalairede  même  hauteur 
que  le  cône  SÀB ,  et  dont  la  base  FGH  soit  équivalente  à 
la  base  du  cône.  On  peut  supposer  que  ces  deux  bases  sont 
placées  sur  un  même  plan  ;  alors  les  sommets  S  et  T  seront 
à  égales  distances  du  plan  des  bases,  et  le  pkn  EPD  pro- 
longé fera  dans  la  pyramide  la  section  IKL.  Or  je  dis  que 
cette  section  IKL  est  équivalente  à  la  base  DE;  car  les 
bases  AB,DE,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons 
AO,  DP,  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs  SO,  SP;  les 
triangles  FGH,  IKL,  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de 
ces  mêmes  hauteurs;  donc  les  cercles  AB,  DE,  sont  entre 
eux  comme  les  triangles  FGH,  IKL.  Mais,  par  hypothèse, 
le  triangle  FGH  est  équivalent  au  cercle  AB;  donc  le  trian- 
gle IKL  est  équivalent  au  cercle  DE. 

Maintenant,  la  base  Afi  multipliée  par  |S0  est  la  soti- 
dite  du  cône  SAB,  et  la  base  FGH  multipliée  par  |S0  est 
celle  de  la  pyramide  TFGH  ;  donc,  à  cause  des  bases  équi- 
valentes, la  solidité  de  la  pyramide  est  égale  à  celle  du 
cône.  Par  une  raison  semblable ,  la  pyramide  TIKL  est 
équivalente  au  cône  SDE;  donc  le  tronc  de  cône  ADEB  est 
équivalent  au  tronc  de  pyramide  FGHIK.L.  Mais  la  base 
FGH,  équivalente  au  cercle  dont  le  rayon  est  AO,  a  pour 

mesure  irxAO;  de  même  la  base  IKL==7rxDP,  et  la 

moyenne   proportionnelle  entre   tç  x  AO    et   ic  X  DP 
est  w  X  AO  X  DP  ;  donc  la  solidité  du  tronc  de  pyra- 
mide ,  ou  celle  du  tronc  de  cône,  a  pour  mesure  |  OP  x 

(wxAO'-hwxDP+TcxAOxDP),  qui  est  la  même  chose 

que  Iw  X  OP  X  (ÂO+DP+AO  X  DP). 

PROPOSITION  VIL 

THBOaiMB. 

La  sur/ace  huérale€tumfyr€imHle  réguliereShSCM^L 
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€L  pour  mesure  le  périmètre  de  sa  base  multiplié  par  la 
moitié  de  V apothème  SI  (*)• 


En  efTety  la  surface  latérale  de  la  pyramide  régulièi^  se 
compose  des  triangles  isocèles  égayx  SCD,  SBC,  SAB....  ; 
or  on  a 

SCD  =  CDX— > 
SBC=BCx— » 
SAB=AB  X  ^• 


Donc,  en  ajoutant,  on  obtient  pour  la  mesure  de  la  sur- 
face latérale  de  la  pyramide , 

(CD+BC+ AB+ AE+ED)  x  —  • 
PROPOSITION  VIII. 

THBORÈMB. 

La  surface  latérale  dun  cône  a  pour  mesure  la  cir- 
conféience  de  sa  hase  multipliée  par  la  moitié  de  son 
côté. 


(*}  L*apotUime  est  la  perpendicalaire  ahatssée  du  somiavt  S  snr  ao  des  cAtés 
de  la  basr  de  la  pyramide. 

18 
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Soient  OA.  le  rayon  de  la  base  du  cône,  et  SA  le  côté. 
Inscrivons  et  circonscrivons  au  cône  deux  pyramides  ré- 
gulières, ayant  pour  bases  deux  polygones  semblables. 

On  peut  d*abord  reconnaître  fadlement  que  la  surface 
du  cône  est  comprise  entre  les  surfaces  dd  ces  deux  pyra- 
mides régulières  ;  c^r  si  à  la  figure  ci-dessus  on  adosse 
par  la  base  une  figure  parfaitement  égale  ,  la  surface  du 
double  cône  enveloppera  de  toutes  parts  la  double  pyra- 
mide inscrite,  et  sera  enveloppée  par  la  double  pyramide 
circonscrite  ;  donc  la  première  surface  sera  plus  grande 
que  la  seconde,  et  moindre  que  la  troisième  ;  et  en  pre- 
nant la  moitié  de  chacune,  on  arrive  à  la  conclusion  énon- 
cée ci-dessus.  •   .  

Maintenant,  désignons  pa^  S  et  .5  les  surfaces  des  pyra- 
mides circonscrite  et  inscrite,  et  parP  etp  les  périmètres 
de  leurs  basesi  On  a 


^      SA 
Si 


s:==p    X 


(0 

On  voit  par  ces  valeurs  que  si  le  nombre  des  côtés  des 
bases  va  constamment  en  doublant,  les  surfaces  S  et  s  iront 
en  se  rapprochant  Tune  de  l'autre,  car  S  diminuera  et  s 
augmentera  ;  on  peut  même  prouver  que  là  différences — s 
peut  devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

i:      4V.              c              PxSA— />XSI 
hn  etïe^  on  a    S-—  s  = ' • 
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Or  on  flâit  qu'en  multipliant  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés  d^  bases,  P  et  p  différeront  d'aussi  peu  qu'on 
voudra  ;  de  plus  ,  on  a  ddns  le  trianj^k  SAI ,  $A— SI  <  AI, 
quantité  qui  a  pour  Untîte  xéro  ;  donc  {*)  la  différences — s 
peut  être  fetldue  moindre  que  toute  grandeur  assignable | 
d*àilteurs  la  sutfocé  du  cÂne  eit  toujours  comprise  entre 
Sels  i  dohô  elle  est  leur  limite  commune. 

SA 
Or  on  a  S=iP  X  — J 

a 

donc  en  prenant  les  limites  des  deux  membres, 

Suirf.  cône  =  cire,  x  — • 
a 

Scolie.  Soit  L  le  côté  d'un  cône,  R  leirayon  de  sa  base, 
la  circonférence  de  cette  base  sera  aTcR,  et  la  surface  du 
cône  aura  pour  mesure  airR  x|L,  ou  tcRL. 

PROPOSITION  IX. 

THEOREME. 

La  surface  latérale  du  tronc  de  cône  ADEB  a  pour  ^^  ^gj, 
mesure  son  tôté  AD  multiplié  par  la  demi-^jamme  des 
circonférences  de  ses  deux  bases  AB^  DE. 

Dan^  le  pLin  SA^  qui  passe  par  l'axe  SO,  menez  perpen- 
diculairement à  SA  la  ligne  AF  y  égale  à  la  circonférence 
qui  a  pour  rayon  AO  ;  joignez  SF,  et  menez  DH  parallèle 
à  AF. 

A  cause  des  triangles  semblables  SAO ,  SDC,  on  aura 
AO  :  DG  ::  SA  :  SD  ;  et  à  cause  des  triangles  semblables 
SAF,  SDH,  on  aura  AF  :  DH  ::  SA  :  SD;  donc  AF  :  DH  :: 


(*}  Noua  admettons  ici,  comme  one  chose  «Tideute,  que  la  différeace  entre 
deut  produits  AX  B  et  A'XB',  jreol  diereoir  aussi  petite  qu'on  Youdni ,  lorsqv» 
les  différeoces  A  — «  A^  B  — »  B'  btit  tièro  ponr  limite». 

18. 
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AO  :  DG ,  ou  ::  cire.  AO  :  cire.  DC  Mais  par  construction 
AF  =  cire.  AO  ;  donc  DH =ci>c,  DC.  Ceja  posé,  le  trian- 
gk  SAF,  qui  a  pour  mesure  AF  X  ^SA,  est  égal  à  la  surface 
du  cône  SAB  qui  a  pour  mesure  cire.  AOx^SA*  Par  une 
raison  semblable,  le  triangle  SDH  est  égal.à  la. surface  du 
cône  SDE.  Donc  la  sur&oe  du  tronc  ADEB  est  égale  à  celle  du 

trapèze  ADHF.  Celle-ci  a  pour  mesure  AD  x  ( — -  )> 

donc  la  surface  du  tronc  de  cône  ADEB  a  pour  mesure 
son  côté  AD  multiplié  par  la  demi-somme  des  circonfé- 
rences de  ses  deux  bases. 

Corollaire.  Par  le  point  I,  milieu  de  AD,  menez  IKL 
parallèle  à  AB ,  et  IM  parallèle  à  AF  ;  on  démontrera 
comme  ci-dessus  que  IM  =  cire.  IK.  Mais  le  trapèze 
ADHF=AD  X  IM=:AD  x  cire.  IK.  Donc  on  peut  dire  en- 
core que  la  surface  cVun  tronc  de  cône  a  pour  mesure  son 
côté  multiplié  par  la  circonférence  d^  une  section  faite  à  égale 
distance  des  deux  bases. 

Scolie.  Si  une  ligne  AD,  située  tout  entière  d*un  même 
côté  de  la  ligne  OC  et  dans  le  même  plan ,  fait  une  révo- 
lution autour  de  OC,  la  surface  décrite  par  AD  aura  pour 

._      /cire. AO-^ circ.DC\  .^       .      „.    , 

mesure  AD  X  ( ^ j,  ou  AD  x  cire.  IK;  les 

lignes  AO ,  DC ,  IK ,  étant  des  perpendiculaires  abaissées 
des  extrémités  et  du  milieu  de  la  ligne  AD  sur  Tare  OC. 

Car  si  on  prolonge  AD  et  OC  jt^squ'à -leur  reficontre 
mutuelle  en  S,  il  est  claii^  que  la  surface  déciive  |lar  AD 
est  celle  d*un  cône  tronqué  dont  OA  et  DC  sont  les  rayons 
des  bases,  le  cône  entier  ayant  pour  sommet  le  point  S. 
Donc  cette  surface  aura  la  mesure  mentionnée. 

Cette  mesure  aurait  toujours  lieu,  quand  même  le  point 
D  tomberait  en  S,  ce  qui  donnerait  un  cône  entier,  et 
aussi  quand  la  ligne  AD  serait  parallèle  à  l'axe,  ce  qui  don- 
nerait un  cylindre.  Dans  le  premier  cas  DC  serait  nulle , 
dans  le  second  DC  serait  égale  à  AO  et  à  IK. 
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PROPOSITION  X. 

THBORBMS. 

Ui  surface  engendrée  par  une  portion  de  polygone  H-  a^. 
régulier  ÀBCD,  tournant  autoui*  dun  diamètre  FG,  a 
ffour  mesure  la  circonférence  du  cercle  inscrit  dans  le 
polygone  ABCD,  nudtipUée  par  la  projection  MQ  du 
contour  KW^  sur  le  diamètre  FG. 

Le  point  I  étant  au  milieu  de  AB,  et  IK  étant  une  per- 
pendîcuiano  à  l'axe  abaissée  du  point  I,  on  a 

f)  Surf.  AB=AB  X  ctrc.  IK 

Menez  AX  parallèle  à  Taxe^  les  triangles  ABX^OIK^ 
auront  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun  ;  donc 
ces  triangles  sont  semblables ,  et  donnent  la  proportion 

AB  :  AX  ou  MN  ::  01  :  IK  ::  cire.  OI  :  cire,  IK; 
d'où 

AB  X  cire.  IK  =  MN  X  cire.  01; 
donc  c  , 

Surf.  AB  =  MN  X  cire.  01. 
On  verrait  de  mime  que 

Surf.BC=z=NP  X  eire.  01, 
et  surf.  CD  =  PQ  X  cire.  OI; 

donc  en  ajoutant 

Surf.  ABCD=  (MN+NP  x  PQ)  X  cire.  Ot=MQ  X  cire.  OI. 
Corollaire.  Si  Ton  considère  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  de  côtés  pair,  et  que  Taxe  FG  passe  par  deux  som- 
mets opposés  F,  G,  la  surface  entière  décrite  par  la  révolu- 
tion du  demi-polygone  FAGG  sera  égale  à  son  axe  FG 


(*)  Ifoos  cotendons  par  surf.  AB  ,  surf.  BC ,  les  sarlîices  eDgendrées  par  les 
lignes  AB,  BC..i 
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multiplié  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit.  Cet  axe 
FG  sera  en  même  temps  \t  diamètre  ^du  cercle  circonscrit. 


DEFINITIONS. 

I.  Une  zone  sphérique  est  une  portion  de  la  surface  de 
la  sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui  en  sont 
les  bases.  L  un  des  plans  peut  être  tangent  à  (a  sphère  ; 
alors  la  zone  n  a  qu'une  base. 

II.  IjSl  hauteur  d*une  zone  est  la  distance  de$  plans  des 
d«u^  bases. 

fig.  aao.  ^^'  Sî  l'on  conçoit  que  la  demi-circonférence  DÂË  tour- 
nant autour  du  diamètre  DE  engendre  la  surface  de  la 
sphère,  en  même  temps  lare  FH  décrira  la  surface  d'une 
zone. 

PROPOSITION  XL 

THBOREME. 


L'aire  (tune  zone  sphérique  est  égale  à  sa  hauteiw 
multipliée  par  la  cirœnférence  d! un  grand  cercle. 


Considérons  d  abord  la  zone  à  une  base  engendrée  par 
lare  AB  tou^oani; autour  de  BO. 

Inscrivons  dans  Tare  AB  une  portion  de  polygone  régu* 
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lier  AGB ,  et  circonscrivons  la  portion  de  polygone  ËFG, 
semblable  à  AGB. 

Je  dis  d  abord  que  la  surlace  de  la  zope  AB  çst  cpoiprise 
entre  les  surfaces  S  et  jr  engendrées  par  les  polygones  EFQ, 
AGB,  tournant  autouf  de  60. 

En  effet,  la  zone  AB  est  plus  grande  que  s  ^  puisqu'elle 
Tenveloppe  el  est  terminée  au  même  contour  ;  pour  mon- 
trer que  la  zone  est  plus  petite  que  la  surface  S,  menez  la 
tangente  AH  ;  les  surfaces  décrites  par  EFG  et  par  AHPG 
ont  une  partie  commune  qui  est  engendrée  par  HFG;  mais 
la  surface  décrite  par  HE  est  plus  grande  que  celle  qui  est 
décrite  par  AH ,  puisque  les  mesures  de  ces  surfaces  sont  *  *9* 
TC.HE  (HI-hEM)  et  ir.AH  (HI-hAK) ,  et  que,  d  après  la 
figure^  on  a  EM  >  AK  ,  et  loblique  HE  >  HA  qui  est  per- 
pendiculaire sur  OA.  Donc  la  surface  décrite  par  EFG  est 
plus  grande  que  la  surface  engendrée  par  AHFG  ;  or  celle-ci 
est  plus  grande  que  la  zone  AB  *  ;  donc,  à  fortiori,  la  sur-  *l«ffl.a . 
face  S  est  plus  grande  que  la  zone  AB. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  si  Ton  doublait  indéfiniment 
lé  noi^bredes  côtés  des  portions  de  polygones  inscrit^  et 
circonscrites  à  lare  AB ,  les  surfaces  S  et  ^  iraient  en  ^*ja^^ 
ptocham  de  la  surface  de  la  zone,  et  auraient  ceUe  »\^^ce 
poiu*  limite.  ^ 

Pour  établir  cette  proposûiop  /  il  suffit  de  montr^^r  qfi» 
la  AitférfiWie  S^yrrs  tend  ludéfiT^iment  vers  o. 

Or  on  a  *  S  =  awON  X  GM  (i)  •  lo. 

et  jr=27cOPxB  (2) 

d'où  S—s  =  aw  (ON  X  GM  -OP  x  BK) . 

On  sait  déjà  *  que  la  diltereni^e  entre  ON  et  OP  a  pour  *  la,  4. 
limite  zéro  ;  de  plus ,  la  différence  GM — ^BK=GB — MK, 
qii^nci^  qui  peut  devenir  aussi  pet^e  qixop.  voudra,  puis- 
^i^e  G^.  et  à  plus  forte  raison  MK,  ont  zéro  pour  limite. 
Ponc  1^  différence  S— ^  peut  être  rendue  moindre   que 
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toute  grandeur  assignable,   et   la  zone  qui  est  toujours 
comprise  entre  S  et  5  est  leur  limite  commune. 

Cela  poséyde  1  égalité  (2)  on  déduit,  en  prenant  les  limites 
des  deux  membres 

Zone  AB  =  2iuONxBK. 

6g.  aao.  La  zone  à  deux  bases  décrite  par  Tare  FH,  a  aussi  pour 
mesure  la  circonférence  d*un  grand  cercle  multipliée  par  sa 
hauteur  ;  car  elle  est  la  différence  des  deux  zones  à  une 
base  décrites  par  DH  et  DF  ;  elle  a  donc  pour  mesure 
cire.  CD  (DQ— DO)  ou  cire.  CD  X  OQ. 

Corollaire  1.  Dans  des  sphères  égales,  deux  zones  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  II.  La  surface  de  la  sphère  pouvant  être  con- 
sidérée comme  une  zone  dont  la  hauteur  est  égale  au  dia- 
mètre, a  pour  mesure  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
multipliée  par  le  diamètre. 

Soit  R  le  rayon  de  la  sphère ,  on  aura  donc 
Surf.  sph.  =  2icR X  2R==4i^R^; 
d*où  Ton  voit  que   la  sphère  est  égale  à  quatre  grands 
cercles. 

Corollaire  III.  La  surface  de  la  sphère  étant  ainsi  me^ 
surée 'avec le  carré  construit  sur  lunité  de  longueur ,  on 
pourra  facilement  évaluer  avec  la  même  unité, les  fuseaux, 
les  triangles  et  les  polygones  sphériques,  puisqu'on  a  trouvé^ 
■  dans  le  livre  VU ,  leur  rapport  au  triangle  tri-rectangle , 
qui  est  la  huitième  partie  de  la  sphère. 

PROPOSITION  XIL 

THÉORBMB. 

Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  au^ 
tour  (Vun  axe  situé  dans  sàn  plan^  et  passant  par  un 
de  ses  sommets ,  a  pour  mesurée  la  surface  décrite  peu* 
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le  côté  opposé  à  ce  sommet ,  multipliée  par  le  tiers  dé 
la  hauteur  correspondante  à  ce  côté. 


f"  Supposons  d'abord  que  le  triangle  GAB  tourne  autour 
d'un  de  ses  côtés  CB.  Le  volume  engendré  par  CAB  est  la 
somme  des  cônes  décrits  par  les  triangles  rectangles  CAD> 
ADB  ;  on  a  donc 

(*)  Vol.  CAB=l7c,ÂDXD+iir.ÂD!DB=:ix.AD!cB  (i). 
Or  si  Ton  abaisse  CG  perpendiculaire  sur  AB ,  on  a 
CGx AB=rGBxAP,  car  ces  deux  produits  mesurent  le 
double  de  Taire  du  triangle  GAB;  remplaçant  dans  l'éga- 
lité (i)  AD  X  GB  par  GG  x  AB ,  il  vient 

Vol.  G AB=i7ir .  AD .  GG .  AB=iGG .  TT .  AD .  AB. 
Or  TC.AD.AB,  mesure  la  surface  latérale  du  cône   qui 
serait  engendrée  par  AB,  donc 

Vol.  GAB = surf.  ABx|GG. 


a**  Supposons  maintenant  que  le  triangle  GAB  tourne 
autour  d'une  droite  GD  passant  par  un  de  ses  sommets  ; 
prolongeons  AB  jusqu'à  sa  rencontre  avec  Taxe  en  D,  et 
abaissons  GE  perpendiculaire  sur  AB. 


(*)  Nous  appelons  vol.  CAB ,  le  yolame  eugcodré  par  k  triangle  CAB  tour- 
nint  autour  dcCB. 


^    I 
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Od  aura      VqI.  CAB—  vol.  CAP— VqI.  C30. 
Or  Vol.  CAD=SMrf.  AD  X ^CJE; 

et  Vol.  CBD  =surf.  BD  X  iCE. 

Donc  Vol,  CAB  =(surf.  AD  —Surf.  BD)  X  ^CE 

=Surf.ABx^E. 
3°  La  démonstration  précédente  supposant  que  le  côté 
AB  vienne  rencontrer  l'axe  CD  ,  examinons  le  cas  où  ces 
deux  lignes  sont  parallèles. 


Abaissons  AE  et  BD  perpendiculaires  sur  l'axe  CD ,  et 
CF  perpendiculaire  sur  AB;  nous  aurons  évidemment 
Vol.  CAB=:Vol.  CAE+Vol.  ABDE— Vol.  CBD. 

Or  Vol.   CAE=iiî.ÂEcE 

Vol.  ABDE=ir.ÂË.'ED 

Vol.    CBD=jï^.ÂË".GD. 
Ajoutant  les  d<9ix  prenjières  égalités,  et  retranchant  la 
troisième,  il  vient 

Vol.  CAB=7^\lCE+ED— ICD). 
Et  comme  CD=CE-rED,  l'égalité  précédente  devient 

Vol.  CABrrut.lE.I.EDrsiAE.aTC.AE.ED 
=lCF.aurf.AB. 
Ce  qui  s'accorde  avec  l'énoncé  du  théorème. 

PROPOSITION  XIII. 

I  TH]U>ÙMB. 

fig.  a6a.      i>oit  ABCD  une  portion  île  polygone  régulier;  si  on 
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imagine  que  le  secteur  polygonal  AOD  ,  Mué  iTun 
même  côté  du  diamètre  FG,  fasse  une  révolution  aU' 
tour  de  ce  diamètre ,  le  solide  décrit  aura  pour  mesure 
la  surface  engerulrée  par  le  contour  A.BCD,  multipliée 
par  le  tiers  de  F  apothème  OI. 

En  effet,  le  volume  engendré  par  le  secteur  AOD  est  la 
somme  des  volumes  engendrés  par  les  triangles  isocèles 
égaux  AOB,  BOC,  COD. 

Or  *  Vol.  AOB=^surf.  AB  X  pi 

Vol.  BOC=surf.  lîCx|QI 
Vol.  COD=surf.  CD  X  |OI. 

Donc,  en  ajoutant,  on  a 

Vol.  AOD=5iOI  (surf.  AB-hsurf.  BC+surl.  CD) 
^=iOIxsu^f.  ABCD. 

pÉFimTW>!ÏS. 

I.  Tandis  que  le  deini->cercle  DAË  tournant  autour  du  c 
diamètre  DE  décrit  la  sphère,  tout  ^t^ctMixv  circulj|ir«  FCH 
décrit  un  solide,  appelé  secteur  spherique. 

Le  secteur  sphérique  est  terminé  par  la  ^one  que  décrit 
yar€  FH. 

II.  Un  segment  de  sphère  est  la  partie  du  volume  de  la 
sphère  comprise  entre  deux  plans  pamtlètes. 

La  hauteur  ^a  segment  est  la  disuinoi^  des  -plaM  paral- 
lèles. 

PROPOSITION  XIV. 

THBORBMf. 

fJn  secteur  sphérique  a  pour  mesure  la  zone  qui  lui 
sert  de  ba^e,  muitipliéç  par  le  tier^  durajon. 
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Soît.AOB  le  secteur  circalaîre  qui,  par  sa  révolution  au- 
tour de  AO,  décrit  le  secteur  sphérique. 

Inscrivons  et  circonscrivons  à  Tare  AB  deux  portions 
de  polygones  réguliers  semblables  BCA,  DEF.  Le  volume 
du  secteur  sphérique  est  évidemment  compris  entre  les 
volumes  V,  7;,  engendrés  par  les  secteurs  polygonaux 
DEFO,  BCAO  ;  de  plus  ,  si  le  nombre  des  côtés  des  por- 
tions de  polygones  réguliers  allait  constamment  en  dou- 
blant, les  volumes  V,  z;,  iraient  en  s*approchant  du  secteur 
sphérique,  et  on  pourrait  pousser  les  opérations  asse;^  loin 
pour  que  la  différence  entre  chacun  des  volumes  ^^Vy  et 
le  secteur  sphérique  fût  moindre  que  toute  quantité  assi- 
gnable. En  effet,  on  a 

V=surf.DE    x^OI  (i) 

surf.  ABC  x^OH.  (2) 


Dz 


D'où      V— 1;=4  (surf.  DEF .  01— surf.  ABC .  OH). 

Or  on  sait  déjà  que  OH  tend  indéfiniment  vers.QI, 
quand  on  multiplie  à  Tinfini  le  nombre  des  côtés,  et  Vpna 
démontré  *  que  la  différence  surf.  DEF — surf.ABC  a  pour 
limite  zéro  ;  donc  la  différence  V — v  peut  être  fendue 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  donc  le  secteur  sphérique  qui 
est  toujours  compris  entre  V  et  v  est  leur  limite  commune. 

On  conclut  de  là,  en  prenant  les  limites  des  deux  mem- 
bres de  légalité  (i) 

Sect.  sph.=zone  ABXfOI. 


LIVRK  VIII.  à85 

Si  le  secteur  sphérique  ^it  engendré  par  le  secteur  ^ô-  »««- 
FGH  tournant  autour  du  diamètre  DE,  on  aurait 

Sect.  FCH=sect.  DCH— sect.  DGF. 
Or  Sect.  DCH=zoneDHxiCD 

Sect,  DCF=tzone  DF  x{CD. 
Donc  sect.  FCH=4CD  (zone  DH— zone  DF) 

=iCD.zoneFH. 

Seolié  L  Si  le  secteur  cîit)ulaire  qui  décrit  le  secteur 
sphérique  devenait  égal  au  demi-cerde ,  le  volume  engen* 
dré  serait  celui  de  ]a  sphère;  mais  alors  la  zone  qui  sert 
de  base  au  secteur  sphérique  serait  la  surface  de  la  sphère 
d'où  Ton  voit  que  le  volume  â*une  sphère  a  pour  mesure; 
sa  surface  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

Scolie  II.  Soient  R  le  rayon  de  la  sphère,  et  H  la  hauteur 
de  la  zone  qui  sert  de  base  au  secteur  sphérique;  la  zone 
a  pour  mesure  aicR.H;  donc  le  secteur  sphérique  a  pour 
mesure  aiçR.H.|R  ou  |irR*.H. 

Dans  le  cas  où  le  secteur  sphérique  devient  égal  à  la 
sphère,  on  a  H=aR  ;  donc  la  mesure  du  volume  de  la 
sphère  est.fiçR^aR  ou  ^wR*. 

Si  Ton  appelle  D  le  diamètre  de  la  sphère ,  on  a  R  =  —  ; 

,   .  D' 

d'où  R^=z— ;  la  solidité  de  la  sphère  s'exprimera  donc 

1)3 

aussi  par  ^ir.  g-  ou  ^irD®. 

PROPOSITION  XV. 

THÉOREMB. 

La  surface  de  la  sphère  est  à  la  surface  totale  du 
cylindre  circonscrit  {en y  comprenant  ses  bases)  comme 
a  es  t. à  3.  Les  solidités  de  ces  deux  corps  sont  entre 
elles  dans  le  même  rapport. 

Soit  MPNQ  le  grand  cercle  de  la  sphère,  ABCD  le  carré  fig,  270. 
circonscrit  ;  si  on  fait  tourner   à  la  fois  le  demi-cerc]è 
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PMQ  et  le  demi«>carré  PADQ  aulour  du  diamètre  PQ ,  le 
demi-cercle  décrira  la  sphère ,  et  ié  demi^carré  décrira  le 
cylindre  circonscrit  à  la  sphèrfe. 

La  hauteur  ÂD  de  ce  cylindre  est  égale  au  diamètre  PQ^ 
la  base  du  cylindre  en  égale  au  grand  cercle,  puisquelie 
a  pour  diamètre  Afi  égale  à  MN  ;  donc  la  surface  convexe 
du  cylindre  est  égale  à  la  circonférence  du  grand  cercle 
multipliée  par  son  diamètre.  Cette  meMire.^t  la  tnéme  que 
*ii.  celle  de  la  surface  de  la  sphère  *  :  d'où  il  suit  que  /a  sUr^ 
face  de  la  sphère  est  égale  à  la  surface  latérale  du  cylindre 
circonsorit. 

Mais  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  quatre  grands 
cercles  ;  donc  la  surface  latérale  du  cylindre  circonscrit  est 
égale  aussi  à  quatre  grands  cercles  :  si  on  y  joint  les  deux 
bases  qui  Talent  deux  grands  cercles^  la  surface  totale  du 
cylindre  circonscrit  sera  égale  à  six  grands  cercles  ;  donc 
la  surface  de  la  sphère  est  à  la  surface  totale  du  cylindre 
circonscrit  comme  ^  e9lk6y  ou  eotiime  3  est  à  3.  C*est 
le  premier  point  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

En  second  lieu,  puisque  la  base  du  cylindre  circom- 
crit  est  égale  à  un  grand  cercle  et  sa  hauteur  au  diamètre, 
la  solidité  du  cylindre  sera  égale  au  grand  cercle  multiplié 
«  j  parle  diamètre^.  Mais  la  solidité  de  la  sphère  est  égale  à 
*j,  quatre  grands  cercles  multipliés  par  le  tiers  du  rayon  *, 
ce  qui  revient  à  un  grand  cercle  multiplié  par  |  du  rayon, 
ou  I  du  diamètre  ;  donc  la  sphère  est  au  cylindre  circous- 
crit  comme  a  est  à  3 ,  et  par  conséquent  les  solidités  de 
ces  deux  corps  sont  entre  elles  comme  leurs  surfaces. 

ScoUe.  Si  on  imagine  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces 
touchent  la  sphère ,  ce  polyèdre  pourra  être  considéré 
comme  composé  de  pyramides  qui  ont  toutes  pour  som- 
met le  centre  de  la  sphère,  et  dont  les  bases  sont  les  dif- 
férentes faces  du  polyèdre.  Or  il  est  clair  que  toutes  ces 
pyramides  auront  pour  hauteur  <K>mmune  le  rayon  de  la 
sphère  \  de  sorte  que  chaque  pyramide  sera  égale  à  la  face 


du  polyèdre  qui  lui  sert  de  base,  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon  :  dohc  le  polyèdre  entier  sera  ëgal  à  Èà  surface  mul- 
tipliée par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite.    . 

On  Yoit  parla  que  les  solidités  des  polyèdres  circonscrits 
à  la  sphère  sotit  entre  elles  comme  lés  surfaces  de  ces  mê- 
mes polyèdres.' Ainsi,  la  propriété  que  nous  avons:  démon- 
trée pour  le  cylindre  circonscrit  est  commune  à  une  infi- 
nité d'autres  corps. 

On  aurait  pu  remarquer  également  que  les  surfaces  des 
polygones  circonscrits  au  cet-de  sont  entre  elles  comme 
leurs  contours. 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

Ae  solide  engendré  par  le  segment  circulaire  BMD 
tournant  autour  (Tun  diamètre  ACG  extérieur  à  ce 
segmenta  a  pour  mesure  la  sixième  partie  du  cercle  *«•  ^n^ 
qui' aurait  pour  rayon  la  corde  BD  du  segment  ^  muU 
tipliée  par  la  projection  EF  de  la  corde  BD  sur 
Vake  AC. 

En  effet,  on  a  Vol.  BMD=vol.  CDMB— toI.  CDB. 

Or  Vol.CDMBrsfidGB'.EF  (i) 

VoL  CDB={<Uxsurt  DB. 
Et  comme         Surf.  DB=2TpCI  .  EF, 

on  a  Vol.  CDB=fi^!  EF.  (a) 

Retranchant  l'égalité  (a)  de  l'égalité  (r),  membre  à  meni> 
bre,  il  vient 

Vol.  BMD=fir.EF^'^-Ici'). 
D  ttilieurs,  dans  le  triangle  GBI,  on  a 

CB  —  CI  =  BI  =^. 
4 
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Donc        Vol,  BMD=f7c.EF.  ^=i7dBD!EF. 

Scolie,  Le  solide  décrit  par  le  segment  BMD  est  à  la 
sphère  qui  a  pour  diamètre  BD,  comme  ^ii.BD.EF  est 
à|ir.BD',ou::EF:BD. 

PROPOSITION  XVII. 

THBOREMB, 

Tout  segment  d(^  sphère  y  compris  entre  deux  plans 
parallèles  j  a  jyour  mesure  la  demi- somme  de  ses 
bases  multipliée  peu-  sa  liauteur^  plus  la  solidité  de  la 
sphère  dont  cette  même  hauteur  est  Iç  diamètre. 
fig.  271.  Soient  BE,  DF,  les  rayons  des  bases  du  segment ,  £F  sa 
hauteur,  de  sorte  que  le  segment  soit  produit  par  la  révo- 
lution de  Tespace  circulaire  BMDFE  autour  de  Taxe  FE. 

♦  ,6.      On  a  *vol  BMD=j7r .BD ! EF, 

,6  *vol  BDFE=|ic.EF.(BE+DF+BE.DF); 

donc  le  segment  de  sphère  qui  est  la  somme  de  ces  deux 
volumes,  a  pour  mesure, 

i  w .  EF  .  (  aBÊ  +  ^mW  aBE  .  DF  +  BD  ). 
Mais,  en  menant  BO  parallèle  à£F,  on  aura 

DO=DF_BE,  DÔ^DF— aDF.BE+BÊ', 
et  par  conséquent 

BD^=5ÔVdO=EF+DF— aDF  x  BE+BE." 

'  a 

Mettant  cette  valeur  à  la  place  de  BD  dans  lexpression  du 
segment  y  et  effaçant  ce  qui  se  détfuit ,  on  aura  pour  la 
solidité  du  segment, 

^.EF.  (3BF/+3DF4-"ef'), 


"•  IH>n  qui  se  décompose  en  deux  parties  ;  l'une 
comme  )  .        . 

"•  ^.m.^^iim),  on  EP.  f  ?*t5f5?Y  - 

laire  \  a  / 

^!Sl  la  demi-somme  des  bases  multipliée  par  la  hauteur; 

Tautre  ^'K^^  rép^Èènié  \i   sphère  dont  £F  est  le  dia- 
mètre *  :  donc  tout  segment  de  sphère ,  etc.  *i48c; 

Corollaire.  Sijl'une  des  basas»  est  nulle ,  le  segment  dont 
il  s'agit  devient  un  segment  sphérique  à  une  seule  base  ; 
donc  tout  segment  sphér^ue  à  une  ko^  é^4$faut  a  la  moi'- 
tiédu  cylindre  de  même  Hase  et  de  même  hauteur  ^  plus  la 
sphère  dont  cette  hauteur  est  U  diamètre. 
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GÉOMÉTRIE  DANS  t^ESPAcÈ- 


THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 

X.  Si  une  droite  est  perpeadiculaire  à  un  plan ,  tout  plan 
parallèle  à  cette  droite  sera  perpendiculaire  au  premier  plan. 

a.  Deux  droites  parallèles  font  des  angles  égaux  avec  le  même 
plan. 

3.  Si  dans  un  trièdre  deux  des  angles  plans  sont  égaux,  les 
dièdres  opposés  seront  ^aux ,  et  réciproquement. 

4.  Dans  un  angle  trièdre ,  à  un  plus  grand  dièdre  est  opposée 
une  plus  grande  face ,  et  réciproquement. 

5.  Les  trois  plans  perpendiculaires  aux  faces  d'un  angle  triè- 
dre y  menés  suivant  les  trois  bissectrices  des  angles  plans  de  ce 
trièdre,  se  rencontrent  suivant  la  même  droite. 

6.  Les  trois  plans  menés  suivant  les  arêtes  d'un  angle  trièdre 
perpendiculairement  aux  faces  opposées,  se  coupent  suivant  la 
même  droite. 

7.  Les  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  et  les 
bissectrices  des  faces  opposées,  se  coupent  suivant  une  même 
droite. 

8.  Si  par  le  sommet  d'un  angle  trièdre  on  mène  dans  chaque 
face  une  perpendiculaire  sur  Taréte  opposée ,  ces  trois  perpendi- 
culaires seront  dans  un  même  plan. 

9.  Dans  tout  tétraèdre,  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des 
arêtes  opposées  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties 
égales. 

10.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  solide  égal  sont 
eiftre  eux  comme  les  produits  des  arêtes  qui  comprennent  l'angle 
solide  égal. 
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XI.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  dièdre  égal  sont < entre  lelib^ 
comme  les  pivoduits  des  faces  qui  oompreimenc  ce' dièdre. 

la.  Le  plan  bissecteur  d'un  dièdre  duue  pyramide  triangu* 
laire  divise  l'arête  opposée  en  deux  segments  proportionnels 
aux  faces  adjacentes. 

i3.  Si  un  tétraèdre  renferme  un  angle  solide  tri-rectangle,  I^ 
carré  de  la  face  opposée  sera  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
trois  autres. 

i4*  Le  volume  d'un  parallélipipèdè  tronqué  a  pour  mesure  te 
produit  de  sa  base  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de 
la  base  supérieure  sur  la  base  inférieure. 

i5.  Dans  un  tétraèdre ,  les  lignes  qui  joignent  chaque  sommet 
au  point  de  concours  des  médianes  de  la  face  opposée ,  se  cou- 
pent en  |u.ipi^  même  point,  (  Ce  point  est  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre.  ) 

16.  La  pevpeodiculair.e  abaissée  du  centre,  de  gravité  d'^on  té- 
traèdre sur  un  plan^  est  la  moyenne  des  perpendiculaires  abais^ 
séesdes  quatr.e  sommeU  du  tétraèdre, sur  le  même  plaa.  (Cdm- 
ment  doit-on  interpréter  le  théorème,  lorsque  les  sommets  ne  sont 
pas  d'un  inénie  çété,par  rapport  au  plan  B  ) 

17.  Tout  plan  passant  par  les  milieux  de  deux  arêtes  oppo^ 
sées  d'un  tétraèdre,  divise  ce  ^tétraèdre  en  deux  parties  équiva- 
lentes. 

t8.  Le  poIyèdre:.qui.a  pour  sommets  les  milieux  des  arêtes 
d'un  tétraèdre  régulier,  est  un  octaèdre  régulier. 

19.  Par  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan  on  peut 
£ure  passer  une  sphère ,  jet  pn  n'en  peut  faire  passer  qu'une.     - 

ao.  Dans  tout  tétraèdre  on  peut  inscrire  une  sphère. 
.  %  I.  JLprsqne  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux. ,  les  plans 
des  trois  cercle^  d'intersection  se  coupent  suivant  une  même 
droite  perpendiculaire  au  plan  des  trois  centres. 

%%,  Quand  trois  droites  rectangulaires ^upient  une  sphère^  et 
passent  par  un  mêfxie  ptiint»  la  somme  des  carrés  dfes  cordes  com- 
prises est  constante. 

LIEUX' GÉOMÉTRIQUES  ET  PROBLÈUfES. 

Dartis  la  géométrie  plané»  tfous  avons  défirti  lieu  géomé- 

19. 


ÉLÉMENTS 

DE   GÉOMÉTRIE. 


LIVRE  PREMIER. 


LES  PRINCIPES. 

DiPINITZONS. 

I.  Ljjl  Gëomëtrie  est  une  science  qui  a  pour  objet 
la  mesure  de  l'étendue. 

L'étendue  a  trois  dimensions,  longueur,  largeur 
et  hauteur. 

II.  La  ligne  est  une  longueur  sans  largeur. 

Les  extrémités  d'une  lignes  appellent/;o^^j:le  point 
n'a  donc  pas  d'étendue. 

.  111.  La  tigne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un 
point  à  un  autre. 

IV.  Toute  ligne  qui  n'est  ni  droite  ni  composée  de 
Ugnes  droites  est  une  ligne  courbe* 

Ainsi ,  AB  est  une  ligne  droite,  ACBD  une  ligne    ^?- 
brisée  ou  composée  de  lignes  droites,  et  A£B  est  une 
ligne  cotu'be. 

V.  Stujace  est  ce  qui  a  longueur  et  largeur,  sans 
hauteur  ou  épaisseiur. 

YI.  Lé  flan  est  une  surface,  dans  laquelle  pre- 
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nant  deux  points  à  Toionté,  et  joi^ânt  ces  deux 
points  par  une  ligne  droite,  cette  ligne  est  tout  en- 
tière dans  la  surface. 

VII.  Toute  surfaee  qui  ^'est  ni  pUn^  ni  composée 
de  surfaces  planes  est  une  surface  courbe. 

VIII.  Solide  ou  corps  est  ce  qui  réunit  les  trois  di- 
mensions de  rétendue. 

g  ^^  EL  Lorsque  deux  lignes  droites  AB,  AC,  se  ren- 
contrent, la  quaqtité  plus  ou  moins  grande  dont  elles 
.  sont  écartées  Tune  de  Tautre,  quanta  leur  position, 
s'appelle  angle;  le  point  de  rencontre  ou  àUnterseC" 
tion  A  est  le  somma,  de  Fangle;  les  lignes  AB,  AG* 
en  sont  les  côtés. 

L'angle  se  désigne  quelquefois  par  la  lettre  du 
sommet  A  seulement,  d  autres  fois  par  trois  lettres 
BAC  ou  CAB ,  ayant  soin  de  mettre  la  lettre  du  sommet 
au  milieu. 

Les  angles  sont,  comme  toutes  les  quantités,  sus- 
ceptibles d  addition,  de  soustraction,  de  multiplica^ 

fig.  M.  tion,  et  de  division  :  ainsi  langle  DCË  est  la  somme 
des  deux  angles DCB,  BCE,  et  Tangle  DCB  est  la  dif- 
férence des  deux  angles  DCE,  BCE. 

fig.  3.  X.  Lorsque  la  ligne  droite  A.B  rencontre  une  autre 
droite  CD,  de  telle  sorte  que  les  angles  adjacents  BAC, 
BAD  soient  égaux  entre  eux,  clmcun  de  ces  angles 
s'appelle  un  angh  droit;  et  la  ligne  AB*  est  dite  per* 
pendiculaire  sur  CD. 

fig.  4.  XI.  Tout  angle  BAC  plus  petit  qu'un  angle  droit 
est  un  angle  aigu;  tout  angle  plus  grand  DEF  est  un 
angle  obtus. 

fig.  6.  XII.  Deux  lignes  sont  dîtes  parallèles ,  lorsque, 
étant. situées  dans  le  même  plan,  elles  ne  peuvent  se 
rencontrera  quelque  distance  qu*on  les  prolonge  Tune 
et  lautre.  Telles  sont  les  lignes  AB,  CD. 
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Xin.  Figure  plane  est  un  plan  terminé  de  tout» 
parts  par  des  lignes. 

Si  les  lignes  sont  droites ,  Tespace  qu  elles  renfer<* 
ment  s'appelle  figure  recUUgne  ou  polygoney  et  les    gg.  6. 
lignes  elles-fnétnes  prises  ensemble  fondent  le  contour 
OJX périmètre  du  polygone. 

XIV.  Le  polygone  4e  trois  côtés  est  le  plus  simple 
4e  tous,  il  s'appelle  triangle i  celui  de  quqtre  côtés 
s'appelle  qi^rÛatère;  ce^i  de  Qxn^ypetUagoriç;  celui 
de  six ,  hexagone ,  etc. 

XV.  On  appelle  triangle  équUatiral  celui  qui  a  ses  H-  7* 
trois  côtés  égaux  ;  triangle  isoscelej  celui  dont  deux  fig.  g. 
côtés  seulement  sont  égaux;  triangle  scatene,  celui  Hg.^. 
qui  a  ses  trois  côtés  inégaux. 

XVI.  Le  triangle  rectangle  est  celui  qui  a  un  ^ngle 
droit.  Le  côté  opposé  à  Tangle  droit  s'appelle  hjpçt^ 
nuse  :  ainsi  ABC  est  un  triangle  rectangle  en  A.  le  côté   fig.  ro. 
BG  est  son  hypoténuse. 

XVII.  Parmi  les  quadrilatères  on  distingue  : 
Leçuarréy  qui  a  ses  côtés  égaux  et  ses  angles  droits.  ^ 

(  Voyez  la  prop.  xx ,  liv.  i.  ) 

Le  rectangle  y  qui  a  les  angles  droits  sans  avoir  les  fig.  i^. 
côtés  égaux.  (Voyez  la  même  prop.) 

Le  parallélogramme  ou  rhombe,  qui  a  les  côtés  op-  ^^  j3, 
posés  parallèlei. 

Le  losange,  dont  les  côtiés  sont  égaux  sans  que  les  sg.  i^. 
angles  soient  droits* 

Enfin  le  trapèze,  dont  deux  côtés  seulement  «ont  fig.  is. 
parallèles. 

XVIU.  On  qppell^  diagofude  la  ligne  qui  joint  lef 
sommets  de  deux  angles  non  adjacents  :  telle  est  AC«  lig.  4a. 

XIX.  Polygone  équilatéral  est  celui  dont  tous  les 
côtés  sont  égaux;  polygone  f;u<aiij'/(0|  celui  dont  tous 
1^  angles  sont  égaux* 

XX  Deux  polygones  sont  équUateraux  entré  m^ 
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lorsqu'ils  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  et 
placés  dans  le  même  ordre,  c'est-à-dire,  lorsquen 
suivant  leurs  contours  dans  un  même  sens,  le  premier 
côté  de  lun  est  égal  au  premier  de  Tautre,  le  second 
de  Tun  au  second  de  Tautre,  le  trobième  au  troisième, 
et  ainsi  de  suite.  On  entend  de  même  ce  que  signifient 
deux  polygones  équiangles  entre  eux. 

Dans  Tun  ou  l'autre  cas,  les  côtés  égaux  ou  les 
angles  égaux  s  appellent  côtés  ou  angles  homologues. 

N.  B.  Dans  les  quatre  premiers  lîyres  il  ne  sera  question  que  de 
figures  planes  ou  tracées  sur  une  surface  plane. 

Explication  des  termes  et  des  signes. 

Axiome  est  une  proposition  évidente  par  elle- 
même. 

Théorème  est  une  vérité  qui  devient  évidente  au 
moyen  d*un  raisonnement  appelé  démonstration. 

Problème  est  une  question  proposée  qui  exige  une 
solution, 

Lemme  est  une  vérité  employée  subsidiairement 
pour  la  démonstratioa  dun  théorème  ou  la  solution 
d'un  problème. 

lie  nom  commun  de  proposition  s'attribue  indiffé* 
remuant  aux  théoi-éaies,  problèmes,  et  lemmes. 

Corollaire  est  la  conséquence  qui  découle  d*une  ou 
de  plusieurs  propositions. 

Scholie  est  une  remarque  sur  une  ou  plusieurs  pro- 
positions précédentes,  tendant  à  faire  apercevoir  leur 
liaison,  leur  utilité,  leur  restriction,  ou  leur  exten* 
sion. 

Hypothèse  est  une  supposition  faite  soit  dans 
l'énoncé  d'une  pi*oposition ,  soit  dans  le  courant 
d'une  démonstration. 


LI¥AB   I.  R 

Le  signe  =  est  le  signe  de  Tégalité;  ainsi  Texpres* 
sion  A=B  signifie  que  A  égale  B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  petit  que  B,  on  écrit 
A.<B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  grand  que  B,  on  écrit 
A>B. 

Le  signe  +  se  prononce  plus;  il  indique  l'addition. 

Le  signe  —  se  prononce  moins;  il  indique  la  sous- 
traction :  ainsi  A  +  B  représente  la  somme  des  quan- 
tités A  et  B  ;  A  —  B  représente  leur  différence  ou  ce 
qui  reste  en  ôtant  B  de  A  ;  de  même  A —  B  +  C,  ou 
A-f-C — B,  signifie  que  A  et  C  doivent  être  ajoutés 
ensemble,  et  que  B  doit  être  retranché  du  tout. 

Le  signe  X  indique  la  multiplication;  ainsi  A  X  B 
représente  le  produit  de  A  multiplié  par  B.  Au  lieu  du 
signe  X  on  emploie  quelquefois  un  point;  ainsi  A.B 
est  la  même  chose  que  A  X  B.  On  indique  aussi  le 
même  produit  sans  aucun  signe  intermédiaire  par  AB; 
mais  il  ne  faut  employer  cette  expression  que  lors- 
qu'on n'a  pas  en  même  temps  à  employer  celle  de  la 
ligne  AB  distance  des  points  A  et  B. 

^expression  A  X  (B-f-C  — D)  représente  le  produit 
de  A  par  la  quantité  B  +  C  —  D.  S'il  fallait  multiplier 
A  +  B  par  A — B  +  C,  on  indiquerait  le  produit  ainsi 
(A+B)  X  (A  —  B  +  C); tout  ce  qui  est  renfermé 
entre  parenthèses  est  considéré  comme  une  seule 
quantité. 

Un  nombre  mis  au-devant  d'une  ligne  ou  d'une 
quantité)  sert  de  multiplicateur  à  cette  ligne  ou  à  cette 
quantité;  ainsi,  pour  exprimer  que  la  ligne  AB  est- 
prise  trois  fois,  on  écrit  3  AB;  pour  désigner  la  moitié 
de  Fangle  A ,  on  écrit  \  A. 

Le  quarré  de  la  ligne  AB  se  désigne  par  AB;  son 
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cube  par  AB.  On  expliquera  en  son  lieu  ce  que  si- 
gnifient précisément  le  qtiarrc  et  le  cube  d*une  ligne. 
Le  signe  V^  indique  une  racine  à  extraire;  ainsi 

W^  a  est  la  racine  quarrée  de  a;  i/  A  X  fi  est  la  racine 
du  produit  A  x  D ,  ou  la  moyenne  proportionnelle 
entre  A  et  fi. 

▲  ttotl&B. 

I.  DeuiL  quantités  égaler  à  une  troisième  sont  égaies 
entre  elles. 

a.  Le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie. 

3.  Le  tout  est  égal  à  la  somme  des* parties  dans 
lesquelles  il  a  été  divisé. 

4-  D'un  pointa  un  autre  on  ne  peut  mener  qu'une 
seule  ligne  droite. 

5.  Deux  grandeurs,  ligné,  surface  ou  solide,  sont 
égales,  lorsqu étant  placées  Ttine  sur  Tautre  elles  eoin- 
ciUent  dans  toute  leur  étendue. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

fig  i«.     /^^  angles  droits  sont  tous  égaux  entre  eujt. 

Soit  la  ligne  droite  CD  perpendiculaire  4  Afi,  et 
GH  à  EF;  je  dis  que  les  angles  AGI),  EGH  seront 
égaux  entre  eux. 

Prenez  les  quatre  distances  égales  G  A ,  CB,  GE, 
G  F,  la  disuince  AB  àera  égale  à  la  distance  EF,  et 
on  pourra  placer  la  ligne  E  F  sur  A  B,  de  manière 
que  le  point  E  tombe  en  A,  et  le  point  F  en  B.  Ces 
deux  lignes  ainsi  posées  coïncideront  entièrement 
l'une  avec  Tautre;   car,  sans  cela,  il  y  aurait  deux 
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lignes  droites  de  A  en  B ,  ce  cpii  est  impossible  *  ^  *m.  4. 
donc  le  point  6 >  milieu  de  E  F ,  tombera  snr  le  point 
G,  milien  de  A B^  Le  côté  OE  étant  ninsi  applitpié 
snr  C  A  9  je  dis  qne  le  càxé  G  H  tombera  sur  G  D  ;  car 
supposons,  s*il  est  possible,  qu'il  tombe  sur  une  lifne 
Cil  dilTërente  de  GD;  puisque,  par  hypothèse*,  *^«'»<>- 
Ian;(le  E6H  ^  HGF ,  il  faudrait  qu on  eût  ACR  =:£ 
KGB.  Mais  Tangle  AGK  est  plus  grand  que  ACD, 
1  angle  KGB  est  plus  petit  que  BGD;  d*aiHeurs /par 
hypothèse,  ACD  =  BGD;  donc  AGK  est  plus  grand 
que  KGB  ;  donc  la  ligne  GIl  ne  peut  tomber  sur  une 
ligne  GK  diflTérente  deGD;  donc  elle  tSombe  sur  CDi 
et  l'angle  EGH  sur  AGD;  donc  tous  les  angles  droits 
sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  II. 
TKioaâMS. 

Toute  ligne  droite  CD,  qui  er^  rencontre  une    H*  n- 
iUitre  k'R^  fait  avec  celle-ci  deux  angles  aJ/à- 
cents  ACD,  BCD,  dont  la  mmme  est  égaie  à 
deux  angles  droits. 

Au  point  G,  élevez  sun  AB  la  perpendîculaîi'e  GE. 
L  angle  AGD  est  la  somme  des  angles  ACE ,  ECD  ; 
donc  ACD  4-  BGD  sera  la  somme  des  trois  ACE, 
ECD,  BGD.  Le  premier  de  ceux-ci  est  droit,  les  deux 
autres  font  ensemble  Tangle  droit  BCE;  donc  la 
somme  des  deux  angles  AGD,  BGD  est  égale  à  deux 
angles  droits. 

Corollaire  I.  Si  I  un  des  angles  AGD ,  BCD  est  droit , 
Vautre  le  sera  pareillement.  **•  '^ 

Corollaire  IL  Si  la  ligne  DE  est  perpendictilaite 
à  AB,  réciproquement  AB  sera  perpendiculaire  à  DE. 

Car,  de  te  que  DE  est  perpendiculaire  à  AB^  il 
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s'ensuit  que  Tangle  ÂCD  est  égal  à  son  adjacent 
DCB,  et  qu'ils  sont  tous  deux  droits.  Mais  de  ce 
que  Tangle  ACD  est  un  angle  droit,  il  s'ensuit  que 
son  adjacent  ACE  est  aussi  un  angle  droit  ;  donc 
rangleACE=:ACD,  donc  AB  est  perpendiculaire  à  DE. 
ffg.  S4-  Corollaire  III.  Tous  les  angles  consécutifs  BAC. 
CAD,  DAE,  EAF,  formés  d'un  même  cdté  de  la 
droite  BF ,  pris  ensemble ,  valent  deux  angles  droits; 
car  leur  somme  est  égale  à  celle  des  deux  angles 
adjacents  BAC ,  GAF. 

PROPOSITION  m. 

THBOaiMB. 

Deux  lignes  droites  qui  ont  deux  points  corn- 
muns  coïncident  Vune  avec  Vautre  dans  toute 
leur  étendue,  et  ne  forment  qu*  une  seule  et  même 
ligne  droite. 

fig.  19.  Soient  les  deux  points  communs  A  et  B;  d*abord 
les  deux  lignes  n'en  doivent  faire  qu'une  entre  A  et 
B,  car  sans  cela  il  y  aurait  deux  lignes  droites  de  A 

*ax.4.  en  B^  ce  qui  est  impossible*.  Supposons  ensuite  que 
ces  lignes  étant  prolongées,  elles  commencent  à  se 
séparer  au  point  C,  Tune  devenant  CD,  lauire  CE. 
Menons  au  point  C  la  ligne  CF ,  qui  fasse  avec  CA 
langle  droit  AGF.  Puisque  la  ligne  ACD  est  droite, 
langle  FCD  sera  un  angle  droit*;  puisque  la  ligne 
ACE  est  droite,  Fangle  FCE  sera  pai*eillement  un 
angle  droit  Mais  la  partie  FCE  ne  peut  pas  être  égale 
au  tout  FCD  ;  donc  les  lignes  droites  qui  ont  deux 
points  A  et  B  communs^  ne  peuvent  se  séparer  en 
aucun  point  de  leur  prolongement;  donc  elles  ne 
forment  qu  une  seule  et  même  ligne  droite. 


*pr.  a. 
oor.   X. 
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PROPOSITION    IV. 

THÉORÂMB. 

Si  deux  angles  adjacents  A  CD,  DCB,  valent  fi«-  »«• 
ensemble  deux  angles  droits  ^  les  deux  côtés  ex- 
térieurs AC,  CB,  seront  en  ligne  droite. 

Car  si  CB  n'est  pas  le  prolongement  de  AG,  soit 
CE  ce  prolongement;  alors  la  ligne  ACE  étant  droite, 
la  somme  des  angles  ACD,  DCE,  sera  égale  à  deux 
droits*.  Mais,  par  hypothèse,  la  somme  des  angles  *pr.  «• 
ACD,  DCB,  est  aussi  égale  à  deux  droits;  donc  ACD 
+  DCB  serait  égale  à  ACD  +  DCE;  retranchant  de 
part  et  d'autre  langle  ACD,  il  resterait  la  partie  DCB 
égale  au  tout  DCE,  ce  qui  est  impossible;  donc  CB 
est  le  prolongement  de  AG. 

PROPOSITION  V. 

TH^ORBMB. 

Toutes  les  fois  que  deux  lignes  droites  AB,    •«•**• 
DE,  se  coupent^  les  angles  opposés  au  sommet 
sont  égaux. 

Car  puisque  la  ligne  DE  est  droite ,  la  somme  des 
angles  ACD ,  ACE ,  est  égale  à  deux  droits  ;  et  puis- 
que la  ligne  AB  est  droite ,  la  somme  des  angles  ACE, 
DCE,  est  égale  aussi  à  deux  droiu;  donc  la  somme 
ACD  +  ACE  est  égale  à  la  somme  ACE  +  BCE.  Re- 
tranchant de  part  et  d^autre  le  même  angle  ACE,  il 
restera  langle  ACD  égal  à  son  opposé  BCE. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  ACE  est  égal 
à  son  op])osé  BCD. 

Scholie.  Les  quatre  angles  formés  autour  d  un  point 
par  deux  droites  qui  se  coupent,  valent  ensemble 
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quatre  angles  droits;  car  les  angles  ACE,  BCE,  pris 
ensemble,  valent  deux  angles  droits,  et  les  deux  autres 
ACD ,  BCD ,  ont  la  même  valeur. 
*«•  ^**  En  général,  si  tant  de  droites  qu'on  voudra  CA, 
OB^  etc.,  se  rencontrent  en  un  point  C^  la  somme 
de  tous  1m  angles  consécutifs  ACB,  BCD^  DCE, 
ECF,  FCA|  sera  égale  à  quatre  angles  droits  :  car 
si  on  formait  au  point  C  quatre  angles  droits  au 
moyen  de  deux  lignes  perpendiculaires  entre  elles ,  le 
même  espace  serait  rempli,  soit  par  les  quatrts  angles 
droits ,  soit  par  les  angles  successifs  ACB ,  BCb,  etc. 

PROPOSITION  Vî. 

Deux  triangles  sont  égauxj  iorsqm*Hs  ont  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun, 

^'  «3.  Soit  Tangle  A  égal  à  1  angle  D,  le  côté  AB  égal  à 
DE,  le  côté  AG  égal  à  DF;  je  dis  que  les  triangles 
ABC  5  DEP,  seront  égaax^ 

En  effet,  ces  triangles  peuvent  être  posés  Tun  smr 
l'autre  de  manière  qu'ils  coïncident  parfaitemeiU*  Et 
d'abord  si  on  place  le  côté  DE  sur  son  égal  AB ,  le 
point  D  tombera  en  A  et  le  point  E  en  B  :  mais  puis- 
que langle  D  est  égal  ^  Tangle  A,  dès  que  le  côté 
DE  sera  placé  sur  AB,  le  côté  DF  prendra  la  direc- 
tion AC.  De  plus  DF  est  égal  à  AC;  donc  le  point  F 
tombera  en  G,  et  le  troisième  côté  £F  couvrira  exac 
tement  le  troisième  côté  BG;  donc  le  triangle  DEF 

*u-  5«  est  égal  an  triangle  ABG*. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  choses  sont  égales  dans 
deux  triangles,  savoir,  Tangle  A  =  D,  le  côté  AB  =r 
D£,  et  le  côté  Al«  =  DF,  on  peut  conclure  que  les 
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Vois  «utrei  le  sont,  «avoir,  Tangle  B  =;  E,  Tangle 
C  =  F,  et  le  côté  BC  =  EF. 

PROPOSITION  Vil. 

TKBO&âxS. 

Dtuœ  triangles  sont  égaux  j  lorsquUis  ont  un 
côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun 

€L  chacun^ 

» 

Soit  le  côté  BG  égal  au  côté  EF,  I angle  B  égal  à    fi«.  a3. 
l'angle  £»  et  Tangle  C  égal  à  l'angle  F;  je  dis  que  le 
triangle  DEF  sera  égal  au  triangle  ABC. 

Car,  pour  opérer  la  superposition,  soit  placé  EF 
sur  son  égal  BG,  le  point  Ê  tombera  en  B,  et  le  point 
F  en  C  Puisque  Tangle  E  est  égal  à  langle  B,  le  côté 
£D  prendra  la  direction  BA  ;  ainsi  le  point  D  se 
trouvera  sur  quelque  point  de  la  ligne  BA.  De  même, 
puisque  Tangle  F  est  égal  à  langle  C  y  la  ligne  FD 
prendra  la  direction  CA,  et  le  point  D  se  trouvera 
sur  quelque  point  du  côté  GA;  donc  le  point  D  qui 
doit  se  trouver  a  la  fois  sur  les  deux  lignes  BA,  CA, 
tombera  sur  leur  intersection  A;  donc  les  deux  trian- 
gles ABC,  DEF,  coïncident  Tun  avec  Tauue,  et  sont 
parfaitement  égaux. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  choses  sont  égales  dans 
deul  triangles ,  savoir,  BC  =î:  EF ,  B  =  E ,  C  =  F ,  on 
peut  conduire  que  les  trois  autres  le  sont,  savoir , 
A3=tDE,  AC=DF,  A:=rD. 

PROPOSITION   VIIL 
VBBoaiMB. 

Dans  tout  triangle  un  <uité  quelconque  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Car  la  ligw  droite  BG^  par  exeiuplei  Qêî  le  plus   «a-  ^S- 
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*d^f.  3.  court  chemin  de  B  en  C^ ,  donc  BG  est  plus  petit  que 
AB  +  AC. 

PROPOSITION  IX. 

THSOAâME* 

6g.  ai*  ^^  cTun  point  O  pris  au  -  dedans  du  triangle 
ABC,  on  mène  aux  extrémités  d^un  o6té  BC  les 
droites  OÇ,  OC,  la  somme  de  ces  droites  sera 
moindre  que  celle  des  deux  autres  côtés  AB ,  AC. 

Soit  prolongé  BO  jusqu'à  la  rencontre  du  côte  AC 
en  D  ;  la  ligne  dix)ite  OC  est  plus  courte  que  OD  -h 
•jpr,  8.  DC*  :  ajoutant  de  part  et  d'autre  BO ,  on  aura  BO  -1- 
0C<  BO+OD4-DC,ouBO-hOC<BD+DC. 

On  a  pareillement.  BD  <  BA4~  AD  ;  ajoutant  de 
part  et  d'autre  DC  ,  on  aura  BDh-DC  <  BA  + AC* 
Mais  on  vient  de  tromer  BO  +  OC  <  BD+DC  ;donc 
à  plus  forte  raison ,  BO  +  OC  <  BA  4-  AC. 

PROPOSITION  X. 

TBBORÂMB. 

Si  les  deux  côtés  AB,  AC ,  du  triangle  ABC 
^'  *  '  sont  égaux  aux  deux  côtés  DE ,  DF ,  du  triangle 
DE  F ,  chacun  à  chacun  ;  sien  même  temps  l'angle 
BAC ,  compris  par  les  premiers ,  est  plus  grand 
que  V angle  EDF ,  compris  par  les  seconds  ;  je 
dis  que  le  troisième  côté  BC  du  premier  triangle 
sera  plus  grand  que  le  troisième  EF  du  second. 

Faites   Tangle  CAG=D,  prenez  AG  =  DE,  et 

joignez  CG ,  le  triangle  GAC  sera  ëgal  au  triangle 

DEF,  puisqu'ils  ont  par  construction  un  angle  égal 

•  r  6.  ^o"™P"*  entre  côtes  égaux*  ;  on  aura  donc  CG=EF. 

Maintenant  il  peut  y  ayoir  trois  cas ,  selon  que  le  point 
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&  tombe  hors  du  triangle  ABC,  ou  sur  le  c6të  BG; 
ou  ail-dedans  du  même  triangle. 

Prenyier  cas.  La  ligne  droite  GC  est  plus  courte  figa^. 
que  Gl  +  IG ,  la  ligne  droite  AB  est  plus  courte  que 
AI  +  IB  ;  donc  GG+ AB  est  plus  petit  que  GI  +  AI  + 
IG+ IB^  on,  oe  qui  est  la  même  chose,  GG  +  AB  <  AG 
+BC.  Retranchant  d*un  côté  AB  et  de  i  autre  son  égale 
AG ,  il  restera  GG  <  BG  :  or  GG  =  EF;  donc  on  aura 
EF<  BC. 

Second  cas.  Si  le  point  G  tomhe  sur  le  côté  BG,  il    ^'  ^^^ 
est  étrident  que  GG  ou  son  égale  £F  sera  plus  petit 
que  BC. 

Troisième  cas.  Enfin  si  le  point  G  tombe  ati-dedans  *«•  27. 
du  triangle  ABC,  on  aura,  suivant  le  théorème  pré* 
cèdent,  AG-f  GG  <  AB+BC.  Retranchant  d'une  part 
AG,  et  de  l'autre  son  égale  AB,  il  restera  GG  <  BC,  ou 
EF<BC. 

Scholie.  Réciproquement,  si  les  deux  cAtés  AB,  A  G, 
du  triangle  ABC  sont  égaux  aux  deux  côtés  DE,  DF, 
du  triangle  DEF;  si,  de  plus,  le  troisième  côté  ÇB  du 
premier  triangle  est  plus  grand  que  le  troisième  EF 
du  second,  je  dis  que  l'angle  BAC  du  premier  triangle 
sera  plus  grand  que  l'angle  EDF  du  second. 

Car  si  on  nie  cette  proposition ,  il  faudra  que  Panglé 
BAC  soit  égal  à  EDF,  ou  qu'il  soit  plus  petit  que  EDF  : 
dans  le  premier  cas ,  le  côté  CB  serait  égal  à  EF*  ;  dans  *  P""-  ^^ 
le  second ,  GB  serait  plu5  petit  que  EF  ;  or  Tun  et  Tautre 
est  contraire  à  la  supposition  ;  donc  l'angle  BAC  est 
plus  grand  que  EDF. 

PROPOSITION  XI. 

THBOaÂKB. 

Deux  triangles  sont  égaux ,  lorsqu*ils  ont  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 
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fig.  ,3.       Soit  le  c6të  AB=DE,  AG=DF,  BGsEF>  je  dis 
qu  on  aura  Tangle  A=D,  B=£,  CssF. 

Car  si  Tangle  A  ëuit  plus  grand  que  langle  D, 
oomme  les  côtés  AB,  AG,  sont  égaux  aux  côtés  DS, 
DF^  chacun  à  chacun  i  il  s  en.«uiTrait)  par  le  théorème 
-  précédent,  que  le  côté  BG  est  plus  grand  que  £F; 
et  si  Pangle  A  était  plus  petit  que  Tangle  D,  il  $et^ 
suivrait  que  le  côté  BG  est  plus  petit  que  EF  ;  or ,  BC 
est  égal  à  EFf  donc  Tangle  A  ne  peut  être  ni  plus 
grand  ni  pins  petit  que  l'angle  D;  donc  il  lui  est  égal. 
On  prouvera  de  même  que  Vangb  &;=;=£,  ei  que 
langle  G  =  F. 

Scholk*  On  peut  remarquer  que  les  angles  égpux 
sont  opposés  à  des  c^tés  égaui^  :  ii^qsi  les  angles  éga^ux 
A  et  D  sont  opposés  9tux  côtés  égaux  BG,  £F* 

PROPOSITION  XII. 

THBORBMB. 

Dans  un  triangle  isoscèle^  les  angles  opposa 
qux  côtés  égaux  sont  égaux. 
fig.  «8.        Soit  le  côté  AB  z=r  AG,  je  dis  qu  on  fiura   Tçingle 
C=B. 

Tire^  la  ligne  AD  du  som^netA  mi  ppint  D,  milieii 
de  la  tase  BG,  les  deux  triangles  ABP^  4DG,  auront 
les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  ss^voir  AD 
commun,  AB=-4C  par  hypothèse^  et  BD  =  PG  par 
construction  ;  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 
Fangle  B  est  égal  à  Tangle  G. 

Corollaire.  Un  triangle  équilatéral  est  en  même 
temps  équiangle ,  c^est-à-dire ,  qu  il  a  ses  angles  égaux. 

Scholie,  L'égalité  des  triangles  ABD,  AGD,  prouve 
en  même  temps  que  Tangle  BAD:=DAG,  et  que 
l'angle  BDA  =  ADG;  donc  ces  doux  derniers  sont 
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droits;  dôme  ta  ligne  meftée  du  sommet  d^wi  triangle 
isoscele  au  milieu  de  sa  tase^  est  peqfendiçulaire  à 
cette  iasoy  et  dùfise  Pangle  du  sommet  en  deu^ parties  , 
égaies* 

Dans  un  triangle  non  isoscele  on  prend  indifTéreau 
ment  pour  base  un  côté  quelconque»  et  alors  $on 
sansmet  est  celui  de  l'angle  opposé.  Dans  le  triaugU 
isoscele  on  prend  particulièrement  pour  base  le  côté 
qui  n  est  point  égal  à  Fun  des  deux  autres. 

PROPOSITION  XIU. 

THBORBMB. 

Réciproquement^  si  deux  angles  sont  égaux 
dans  un  triangle ,  ies  côtés  opposés  seront  égawf , 
et  le  triangle  sera  isoscele. 

Soit  langle  ABG=AGB,  je  dis  que  le  câté  AG  sera  ^ 
égal  au  côté  AD. 

Car  si  ces  côtés  ne  sont  pas  égaux ,  soit  AB  le  plus 
grand  des  deux.  Prenez  BD  =  AC,  et  joignez  DC« 
L«iigie  DBG  est,  par  bjrpothèse,  égal  à  ACB$  les 
deux  côtés  DB,  BG  soQt  égaux  aux  deux  AG»  CB; 
donc  le  triangle  DBG  *  serait  égal  au  triangle  AGB.  *pr,6. 
Mais  la  partie  ne  peut  pas  être  égale  au  tout;  donc  il 
n'y  a  point  d'inégalité  entre  les  côtés  Afi,  AC;  donc 
le  triangle  ABC  est  "isoscele. 

PROPOSITION  XIV. 

TRBOBâMB. 

De  deux  côtés  d'un  triangle  ^  celui-là  est  le 
plus  grand  qui  est  opposé  à  un  plus  grand 
usàgle  9  et  réciproquement 9  de  deux  angles  d'un 


*9- 
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triangle  y  celui4à  est  le  plus  grand  qui  est  op* 

posé  à  un  plus  grand  côté. 
6g.  3o.     " i^  Soit  langle  G > B ,  je  dis  que  le  oàcé  AB  opposé 

à  l'angle  C  est  plus  grand  que  le  côté  AG  opposé  à 

langle  B. 

Soit  fait  langle  BCD=B;  dans  le  triangle  BDC 
V*  >3*  ^^  ^^^^  *  BD=i  DG.  Mais  la  ligne  droite  AC  est  plus 

courte  que  AD  -f  DG,  et  AD  +  DC=r  AD  +  DB= 

AB;  donc  AB  est  plus  grand  que  AG. 

a^  Soit  le  côté  AB  >  AG ,  je  dis  que  l'angle  C  opposé 

au  côté  AB  sera  plus  grand  que  langle  B  opposé  au 

côté  AG. 

Gar  si  on  avait  G<B,  il  s'ensuivrait,  par  ce  qui 

vient  d^étre  démontré,  AB<  AG,  ce  qui  est  contre  la 
^pr.iS.   supposition.  Si  on  avait  G=B,  il  s  ensuivrait  *  AB^= 

AG,  ce  qui  est  encore  contre  la  supposition;  donc  il 

faut  que  Tangle  G  hoit  plus  grand  que  B. 

PROPOSITION  XV. 

THBOHBMB. 

iig.  3i.  D'un  point  A  donné  hors  dune  droite  DE,  on 
ne  peut  mener  quune  seule  perpendiculaire  à 
cette  droite, 

Gar  supposons  qu  on  puisse  en  mener  deux  AB  et 
AG;  prolongeons  lune  d'elles  AB»  d'une  quantité  BF 
=  AB ,  et  joignons  FG. 

Le  triangle  GBF  est  égal  au  triangle  ABG  :  car 
1  angle  GBF  est  droit  ainsi  que  CBA ,  le  côté  GB  est 
comuiun,  et  le  côté  BFr=  AB;  donc  ces  triangles 
*pr.  6.  sont  égaux  *,  et  il  s'ensuit  que  Tangle  BGF  =  BCA. 
Langle  BGA  est  droit  par  hypothèse;  donc  langle 
BGF  lest  aussi.  Mais  si  les  angles  adjacents  BGA,  BGF, 
valent  ensemble  deux  angles  droits,  il  iaut  que  la  ligne 
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ACF  soit  droite"^;  d'où  U  résulte  qu'entre  les  deux  *  p^-  4. 
mêmes  points  Â  et  F ,  on  pourrait  mener  deux  lignes 
droites  ABF ,  ACF  ;  ce  qui  est  impossible  *  ;  donc  il  *  •>•  4» 
est  pareillement  impossible  que  deux  perpendiculaires 
soient  menées  d*un  même  point  sur  la  même  ligne 
droite. 

Scholie,  Par  un  même  point  G  donné  sur  la  ligne  6^.  174 
AB,  il  est  également  impossible  de  mener  deux  per- 
pendiculaires à  cette  ligne  :  car  si  CD  et  CE  étaient  ces 
deux  perpendiculaires ,  l'angle  DCB  serait  droit  ainsi 
que  BGE,  et  la  partie  serait  égale  au  tout. 

PROPOSITION  XVI. 
[thboabiix. 

Si  dun  point  A  situé  hors  cTune  droite  DE  on  sg.  31. 
rnène  la  perpendiculaire  AB  sur  cette  droite  ^  et 
différentes  obliques  AE,  AC  AD,  etc.^  à  diffé- 
rents points  de  cette  même  droite  : 

1^  La  perpendiculaire  AB  sera  plus  courte 
que  toute  oblique. 

1^  Les  deux  obliques  AG,  AE,  menées  de 
part  et  d'autre  de  la  perpendiculaire  à  des  dis- 
tances  égales  BG,  BE ,  seront  égales. 

3°  De  deux  obliques  kiZ  et  AD,  ou  AE  et  AD, 
menées  comme  on  voudra  ^  celle  qui  s'écarte  le 
plus  de  la  perpendiculaire  sera  la  plus  longue. 

Prolongez  la  perpendiculaire  AB  d'une  quantité 
BF  =  AB,  etjoignez  FC,  FD. 

i^  Le  triangle  BCF  est  égal  au  triangle  BCA,  car 
l'angle  droit  CBF  =  CBA,  le  côté  CB  est  commun ,  et 
le  côté  BF  =  BA;  dont  *  le  troisième  côté  CF  est  égal  *  pr.  6. 

'1 
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âU  troisième  AG.br,  Attf  ligiië  Slrbite  est  pliiJ  coÙHÂ 
^i'ié  AcP  ligne  brisée j  llbilc  ÀB  moitié  ile  À.fiï'  est 
plus  courte  que  ÀC  moitié  de  ACF;  doiic  i^,  là  pèr- 
péiicliculaire  <est  plus  courte  que  tciute  obuque. 

i^  Si  on  suppose  BE=BC,-comme  on  a  en  outre  AB 

commun  et  langle  ABE=:ABC,  il  s'ensuit  que  le  iri- 

V«  o-  angle  ABE  est  égal  au  triangle  ABC*;  donc  les  côtés 

AE,  AC  sont  égauxj  donc  2«,  deux  obliques  qui  s*écar^ 

tent  également  de  la  perpendiculaire  sont  égales. 

3''  Dans  le  triangle  D^A  la  somnie  des  lignes  AÇ, 
*!»•  ».  CF  j  est  plus  petite*  que  la  somme  des  côtés  AD,  DF; 
donc  AC,  moitié  de  la  ligne  ACF,  est  plus  courte 
que  AD  moitié  d'e  ATlF;  dbHb  3"^  lés  obliques  qui 
^V^cartent  le  plus  de  la  perpendiculaire  sont  les  plus 
longues. 

Corollaire  L  La  perpendiculaire  mesure  la  yraie 
distance  dun  point  à  une  ligne,  puisqu'elle  est  plus 
courte  que  toute  oblique. 

II.  bun  même  point  on  ne  peut  mener  à  une  même 
ligne  trois  droites  égales  :  car  si  cela  était,  il  y  aurait 
d'un  même  côté  dé  la  perpendiculaire  deux  obliques 
égales,  ce  qhi  est  impossible. 

PROPOSITION  XViL 

TUBORBHB. 

^^'  ^*'  Si  par  le  point  C,  milieu  de  la  droite  A.B>  on 
élèife  la  perpendiculaire  EF  sur  cette  droite; 
I*  chaque  point  de  la  perpendiculaire  sera  égor 
lement  distant  des  deux  extrémités  de  la  ligné 
AB;  a^  tout  point  situé  hors  de  la  perpendicu- 
laire sera  inégalement  distant  des  mêmes  extré- 
mités  A  et  B. 

Car,  1°  puisqu'on  suppose  ACrrCfe^  les  deui  bblf- 
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«pies  Âb,  DÉ,  s'écârtëîit  egal'éinent  Je  la  perpendi- 
culaire; donc  elles  sont  égales.  Il  en  est  de  meniê  dès 
deux  obliques  AE,  EB^des  deux  A.F,  Ffi,  etc.  ;  donc 
M^j  tout  point  de  la  perpendiculaire  est  également  dis- 
tant des  extrémités  A  tet  B. 

2^  Soit  I  un  point  hors  de  la  perpendiculaire  ;  si 
on  joint  lA,  IB,  l'une  de  ces  lignes  coupera  la  per- 
pendiculaire en  U,  d'où  tirant  DB,  on  aura  DB=:DA. 
Mais  la  ligne  droite  .Ifi  est  plus  petite  que  la  ligne 
brisée  tb+DB,  et  ïb-i-bB=lb-i-dA=tÀ;  donc 
tB<IA;  donc  a^,  tout  point  hoi-s  ae  la  perpenilibu- 
laire  est  inégalement  distant  des  extrémitlis  A  et  b. 

PROPlOSITION   xyiii. 

tkÉoÈAitB. 

Ùéux  triangles   réctangtès  s'ont  égaux  lors- 
qu'ils ont  in/potènuse  égale  eï  un  côté  égal. 

Soit  l'hypoténuse  AC=:DF,  fet  le  bôté  AB=DEj  je  fifç.3i. 
dis  que  le  trianglfe  rectangle  ABC  sera  égal  au  triahgle 
réctâitgle  DEF. 

L'égalité  serait'  manifeste  si  le  troisième  côté  BC 
était  égal  au  troisième  EF  :  supposons  ^  s  il  est  pos- 
sible ^  que  ces  côtés  ne  soieht  pAS  é^aux,  et  que  fiC 
soit  le  plus  grand.  Prenea  B6=£F,  et  joigneiB  AG. 
Le  triangle  AB6  est  égal  au  triangle  DëF;  car  l'angle 
«Irbit  fi  est  égal  à  l'angle  droit  E ,  la  côté  AfimDË ,  et 
le  côté  B&=EF}  donc  ces  deux  triangle^  font  égaux*  *  pr.  0. 
et  on  a  pat  cons^oent  AG—'trDF;  mais-,  pat*  hypo- 
thèse, DF=AG;  donc  AG=:AC.  Biais  loblique  AG 
fie  t)eut  èttt  égâte  à  AG*,  {^Ùisqu  elle  est  plus  éloignée  *  pr.  16. 
de  la  perpendiculaire  Ad  ;  donc  il  est  impossible  que 
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BC  diffère  de  EF;  donc  le  triangle  ABC  est  ëgal  au 
triangle  DEF. 

PROPOSITION    XIX. 

THBORBMB* 

Dans  tout  triangle ,  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  h  deux  angles  droits. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé  dans  lequel  nous 
%•  ^-  suppososons  (i)  que  AB  est  le  plus  grand  côté  et  BC 
le  plus  petit ,  et  qu'ainsi  AGB  est  le  plus  grand  angle, 
•pr.  i4.  et  BAC  le  plus  petit.* 

Par  le  point  A  et  par  le  point  I  milieu  du  côté  op- 
posé BC ,  menez  la  droite  AI  que  vous  prolongerez  en 
C  jusqu'à  ce  que  AC'=AB;  prolongez  de  même  AB 
en  B'  jusquà  ce  que  AB'  soit  double  de  AI. 

Si  on  désigne  par  A,  B ,  C,  les  trois  angles  du  tri- 
angle ABCetsemblablement  par  A\B',C'  les  trois  angles 
du  triangle  AB'C,  je  dis  qu'on  aura  Tangle  C'=B-hC^ 
et  l'angle  A=A'+B',  d'où  résulte  A+B-|-C=:A'+B' 
-|-C\  c'est-à-dire  que  la  somme  des  trois  angles  est  la 
même  dans  les  deux  triangles. 

Pour  le  prouver,  faites  AK=Ai  et  joignez  C'R  , 
vous  aurez  le  triangle  C AK  égal  au  triangle  BAI.  Car 
dans  ces  deux  triangles,  l'angle  commun  A  est  com« 
pris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ,  savoir  :  AC, 
=AJBy  et  AK=AI.  Donc  le  troisième  côté  C'K  est  égal 
au  troisième  BI  ;  donc  aussi  l'angle  AC'K= ABC  ,  et 
l'angle  AKC=AIB. 

Je  dis  maintenant  que  le  triangle  B'C'K  est  égal  au 

triangle  ATII ,  car  la  somme  des  deux  angles  adjacent 

^  pr.  ft.  AK.C'+C'KB'  est  égale  à  deux  angles  droits*  ainsi  que 

(i)  Cette  supposition  n'exclot  pas  le  cas  où  le  c6të  moyen  AC 
serait  ^gal  ii  l'un  ries  extrêmes  AB  ou  BC. 
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la  somme  des  deux  ang^les  AIC+AIB;  retranchant  de 
part  et  d  autre  les  angles  égaux  ARC  ,  AIB,  il  restera 
Tangle  G'KB'=:AIC.  Ces  angles  égaux  dans  les  deux 
triangles  sont  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à 
chacun,  savoir  C'K=i:lB=:CI,  et  KB'=AK=AI, 
puisqu'on  a  supposé  AB'=  2AI=  a  AK.  Donc  les  deux 
triangles B'C'K,  AGI ,  sont  égaux*;  donc  le  côté  C'B'  •p'.6. 
=AC,  l'angle  B'C'K=:::ACB,  et  l'angle  KB'C'=CAI. 

Il  suit  de  là  i^  que  l'angle  AC'B'  désigné  par  C  est 
composé  de  deux  angles  égaux  aux  angles  B  et  G  du 
triangle  ABG,  et  qu'ainsi  on  a  C'=B-|-G  ;  a"  que  Tangle 
A  du  triangle  ABG  est  composé  de  Tangle  A'  ou 
C'AB'  qui  appartient  au  triangle  AB'G'  et  de  l'angle 
GAI  égal  à  l'angle  B'  du  même  triangle,  ce  qui  donne 
A=A'+B';  donc  A  +  B-f-G=:A'-hB'+G'.  D'ail- 
leurs puisqu'on  a  par  hypothèse  AG  <  AB  et  par  con- 
séquent G'B'  <  AG',  on  voit  que  dans  le  triangle  AG'B 
l'angle  en  A ,  désigné  par  A' ,  est  moindre  que  B' , 
et  comme  la  somme  des  deux  est  égale  à  l'angle  A 
du  triangle  proposé,  il  s'ensuit  qu'on  a  l'angle  A' 
<  7A. 

Si  on  applique  la  même  construction  au  triangle 
AB'G',  pour  former  un  troisième  triangle  AG^B" 
dont  les  angles  seront  désignés  par  A'' ,  B",  G"  ,  on 
aura  semblablement  les  deux  égalités  G'  =  G'+B't 
A'=  A^'H-  B" ,  d'où  résulte  A'+B'4-G'=A''-f-B"'+G\ 
Ainsi  la  somme  des  trois  angles  est  la  même  dans  ces 
trois  triangles  :  on  aura  en  même  tems  l'angle  A'  <  7  A', 
et  par  conséquent  A"   <  ~ A. 

Continuant  indéfiniment  la  suite  des  triangles  AG'BS 
ACB",  etc.  on  parviendra  à  un  triangle  abc  dans 
lequel  la  somme  des  trois  angles  sera  toujours  la  même 
que  dans  le  triangle  proposé  ABG  et  qui  aura  Tangle 
a  plus  petit  que  tel  terme  qu'on  voudra  de  la  pro- 
gression décroissante  -jA ,  J-A ,  7A ,  etc. 

On   peut  donc,  supposer   cette  suite  de   triangles 


pr.  2. 
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prolongée  jusqna  ^e  qu^  Tangle  a  soit  moindre  que 
ton!  angle  donné. 

Et  si  au  moyen  du  triangle  ^bc  on  çonstruif 
le  triangle  suivant  a!  V  c\  la  somme  des  ancries 
o! -\^V  tje  cel\ii-ci  ser^  fgale  à  i angle  a,  et  sera  par 
conseillent  moindre  que  tout  angle  donné  ;  d  oîi  Ton 
voit  que  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  a^b'c* 
se  réduit  presque  au  seul  angle  c\ 

Pour  avoir  la  mesure  précise  de  cette  somme ,  pro- 
longeons le  côté  fi'c'  vers  d\  et  appelons  a:'  Tangle 
extérieur  Vc'dJ\  cet  angle  x\  joint  à  T^n^tc;  c*  clu 
triangle  a'b'd ^  fait  une  somme  ég^le  ^  d^vix  angles 
droits  *  \  aitisi  en  désignant  Tangle  droit  par  D ,  on  aur^ 
c'=  aD — x'\  donc  la  spmme  des  ançles  au  trjangle 
a'c'b*  sera 

Mais  op  ip^wl  coqçevoir  gue  Iç  tj-ianglç  a^c'b'  vari^ 
dans  ses  angles  et  ses  côtés,  de  manière  à  représenter 
les  triangles  SHCcessiff  q^i  naissent  ^iltérieur^mept  ^e 
la  même  construction  et  s'approchent  de  plus  en 
plusd^laliraitçQÙlesanglfiç^'  ft  ^/seraient  nijl^.  |)^ns 
c«ue  limite  Ja  droilQ  a'ç'd'  ^  qpnfppdaiit  avec  ^'^!, 
les  trois  points  a\ç\k\hn\^ei\\  pjif.  être  exac^eçriççt 
çn  ligpe  droite;  alors  les  angjef  é'  et  aç'  deyjennçnt 
nuls  en  mètpe  temf  quQ  a\  et  la  quantité  ^  l)+^'+é' 
— X  ,  qui  qie^urp  la  sonime  d^^  troi^  ^^^^^g^^^^  d"  f"9ft^^® 
a'c'b' ,  ce  redujt  ^  ^  D,  K^onc  dam  foiU  trîfiflgle  In 
somme  des  trois  angles  esf  égale  à  d^ux  angles  (f/viff^' 

Corollaire  I.  Deux  angles  d'un  triangle  étant  donnés, 
ou  seulement  leur  somme,  on  connaîtra  le  troisième 
en  retranchant  la  somme  de  ces  angles  de  deux  angles 
droits. 

II.  Si  deux  angles  d'un  triangle  §qnt  égaux  à  (le^i^ 
angies  d  un  autre  triangle,  chacun  à  çhac(i{) ,  Iq  troî- 
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sième  de  Tun  sera  ^^al  au  troisièpe  de  lauti^e,  et 
\^s  deux  triangles  seront  équiangles  entre  eux. 

\^'  Da^is  un  ^fiai^glq  il  ÇQ  pçu^  y  ^vo\l  flu  un  ?e\U 

^fraî|  être  flul;  à  pl^^  for^ç.  çaiçon  UQ  ^TJ^ngle  çiç 
pe^t-il  ^yoir  q^i'^fl  seul  ^nglq  obliw- 

IV.  Dans  un  triangle  rectangle  la  soqinpie  des  deux 
angles  aigus  est  égale  à  un  angle  droit. 

Y.  Dan^  un  triangle  équîlatéral  chaque  angle  est 
le  tiers  de  d^ux  apgles  droits  ou  les  deux  tiers  dun 
angle  droit.  Donc  si  Tangle  droit  est  exprimé  par  x, 
1  angle  du  triangle  équilatéral  le  sera  par  j. 

VI.  Dans  tout  triapgle  ABC  si  on  prolonge  le  côté 
AB  vers  D,  Tan^le  exlèriçur  CBD  sera  égal  à  la  som- 
me des  deux  intérieurs  opposés  A  et  C  ;  car  en  ajoutant 
ue  part  et  d'autre  ABC,  tes  deux  sommes  sont  égales 
à  deux  angles  droits. 

PROPOSITION    XX. 

THBORÂXB. 

.    .  *       ■"  '  n  ' 

La  somme  de  tous  les  angles  intérieurs  ^un 
polygone  est  égale  à  autant  de  fois  deux  angles 
droits  qu'il  y  a  d* unités  dans  le  nombre  des 
côtés  moins  deux. 

Soit  ABCD  etc.  le  polygone  proposé;  si  du  sommet 
d'un  même  angle  A,  on  mène  à  tous  les  sommets  des  fig.  4«. 
angles  opposée  les  diagonales  AC,  AD,  AE,  etc., 
il  est  aisé  de  voir  que  le  polygone  sera  partagé  en 
cinq  triangles,  s'il  a  sept  c6tés;  en  six  triangle^,  s'il 
avait  huit  côtés;  et  en  général,  en  autant  de  triangle 
que  le  polygone  a  de  côtés  moins  deux  ;  car  ces  trian- 
gles peuvent  être  considérés  comme  ayant  pour  sommet 


a4  GÉOMl^TRIE. 

commun  le  point  A,  et  pour  bases  les  différents  côtés  des 
polygones,  excepté  les  deux  qui  forment  Tangle  A.  On 
Toit  en  même  temps  que  la  somme  des  angles  de  tous 
ces  triangles  ne  diffère  point  de  la  somme  des  angles 
du  polygone;  donc  cette  dernière  somme  est  égale 
à  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  triangles, 
c'est-à-dire,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  moins  deux. 

Corollaire  I.  La  somme  des  angles  d'iin  quadrilatère 
est  égale  à  deux  angles  droits  multipliés  par  4  —  ^  9  ce 
qui  fait  quatre  angles  droits.  Donc  si  tous  les  angles 
d'un  quadrilatère  sont  égaux,  chacun  d'eux  sera  un 
angle  droit  :  ce  qui  justifie  la  définition  xvii  où  Ton 
a  supposé  que  les  quatre  angles  d'un  quadrilatère 
sont  droits,  dans  le  cas  du  rectangle  et  du  quarré. 

IL  La  somme  des  angles  d'un  pentagone  est  égale 
à  deux  angles  droits  multipliés  par  5  —  st,  ce  qui 
fait  6  angles  droits.  Donc  lorsqu'un  pentagone  est 
équianglcy  c'est-à-dire  lorsque  ses  angles  sont  égaux 
les  uns  aux  autres,  chacun  d'eux  est  égal  au  cin- 
quième de  six  angles  droits ,  ou  aux  \  d'un  angle  droit. 

lU.  La  somme  des  angles  d'un  hexagone  est  de 
2  X  (  6 — 2  )  ou  8  angles  droits  ;  donc  dans  l'hexagone 
équiangle,  chaque  angle  est  }  ou  f  d'angle  droit, 
lig.  43.  Scholie.  Si  on  voulait  appliquer  cette  proposition 
à  un  polygone  dans  lequel  il  y  aurait  un  ou  plusieurs 
angles  rentrants  ^  il  faudrait  considérer  chaque  angle 
rentrant  comme  étant  plus  grand  que  deux  angles 
droits.  Mais,  pour  éviter  tout  embarras,  nous  ne 
considérerons  ici  et  dans  la  suite ,  que  les  polygones 
à  angles  saillants ^  qu'on  peut  appeler  autrement />o//- 
gones  convexes.  Tout  polygone  convexe  est  tel ,  qu'une 
ligne  droite ,  menée  comme  on  voudra ,  ne  peut  rencon- 
trer le  contour  de  ce  polygone  qu'en  deux  points. 
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THEORBME. 


Si  deux  lignes  droites  AB,  CD,  sont  perpendi-   fig.  36. 
culaires  à  une  troisième  FG ,  ces  deux  lignes  seront 
parallèles^  c^est-à-dire  qu* elles  ne  pourront  se 
rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge. 

Car  si  elles  se  rencontraient  en  un  point  O,  il  y  aurait 
deux  perpendiculaires  OF,  OG,  abaissées  d*un  même 
point  O  sur  une  même  ligne  FG,  ce  qui  est  impossible/  *p'-  '^• 

PROPOSITION    XXII. 

THBOEEMB. 

Si  deux  lignes  droites  AB ,  CD,  font  avec  une   fig.  36. 
troisième  EF,  deux  angles  intérieurs  BEF,  DFE-, 
dont  la  somme  soit  égale  à  deux  angles  droits^ 
les  lignes  AB^  CD^  seront  parallèles. 

Si  les  angles  BEF,  DFE,  étaient  égaux ,  ils  seraient 
droits  Tun  et  Tautre,  et  on  tomberait  dans  le  cas  de 
la  proposition  précédente;  supposons  donc  qu'ils  sont 
inégaux  et  par  le  point  F ,  sommet  du  plus  grand,  abais- 
sons FG  perpendiculaire  sur  AB. 

Dans  le  triangle  EFG,  la  somme  des  deux  angles 
aigus  FEG-fEFG  est  égale  à  un  angle  droit*;  cette  *pr.  19. 
somme  étant  retranchée  de  la  somme  BEF  +  DFE  ^^^'  ^' 
égale  par  hypothèse  à  deux  angles  droits,  il  restera 
l'angle  DFG  égal  à  un  angle  droit.  Donc  les  deux  li- 
gnes AB ,  CD ,  sont  perpendiculaires  à  une  même  ligne 
FG,  donc  elles  sont  parallèles*.  *pr. 21. 
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PRQPOSI'qON    ^XI|I. 

THBOEÂMB. 

*«•  ^'        Si  deux  lignes  droites  AB ,  CD,  font  avec  une 

çô!^ ,  d<>n(i  ^  ^om^  ^<><(  pJm  peM^  qm  pif^ 
gr^fji^^m?  ^¥^  flf?^(f^  4€Qits^  le^  lignes,  A^  •  PR^ 

Soit  i^  La  somme  BEF+EFD  plus  petite  c^ue  4^ax 
angles  droits  ,  menez  FG  de  manière  aue  i^ang|e 
ÉfG  =  ÀEF,  vous  aurez  la  somme  BËiF+TÈÎ''G  égale 
à  la  somme  BEF+AEF  et  par  conséquent  égale  à 
deux  angles  droits,  et  puisque  BEF  +  £F*D  est  plas 
petite  que  deux  angles  droits,  la  (lî*oIte  DF  sera  com- 
prise dans  Fangle  EFG. 

Par  le  point  F  tirez  une  oblique  FM  qui  rencontre 
AB  en  M,  langle  AMF  sera  égal  à  GFM,  puisau'eD 
ajoutant  de  part  et  d'autre  une'  même  quantité  EFH 
-f-F£M,  les  deux  sommes  sqnt  égales  chVcums  à  deux 
angles  droi^.  Prenez  ensuite  ^N==:FM  et  joignez  F5) 
langle  AMF,  ^tériçur  »u  triapgle  1^W5 ,  e«l  égal  « 
\^  jommç  des  deni^  ^nfçrieujs  flppqsfa  IftF^  ,  ^Hf*  ; 
ceux-ci  sont  4g^H?  fiÇHW  Ç."^  »  P.^WflH'M?.  «^nf  opjRM^ 
^  de^  c^s  4gau35  ?(ilî  »  Î'M;  4qï?c  Faqglç  ^W  W  m 
é^al  Mfp  f,t  ^qybte  f|fi  l^F^I}  iqnç  J*  dçqitç  F« 
divise  en  deux  parties  ^^1^  î  9?£^  Qf  l^lg^FiÇ.xÇPPtlSl' 
ligne  AB  en  up  point  N  situé  4  If  dvi^pji^  [!5n=FM. 
suit  ae  la  même  démonstration  que  si  qn  ViX&? 
HP: 


•pf.19. 
cor.  (I. 


qua 
On  peu t  donc  prendre  ainsi  successivement  ijf  inoiii« 
le  quart,  le  huitième,    etc.  de .  Tangle  GFM,  et^ç 
lignes  qui  opèrent  ces  divisions,  rencontreront  la  iign« 
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AB  en  des  points  de  plu^  eq  p]u5  éloignes  ^  mais  faciles 
à  déterminer,  puisque  JVIN=FM,  NP=:FN,  PQ= 
PF,  etc.  On  peut  même  observer  que  chaque  distance 
d'un  de  ces  points  d'intersection  au  point  fixe  F,  n*est 
pas  tout  à  fait  double  de  la  distance  du  point  dlntersec- 
fion  précédent,  car  FN  par  exemple  est  moindre  que 
FM+MN  ou  a  FM;  oA  a  pareillement  FF  <2PW, 
*'Q<aFP,etc. 

Mais  en  continuant  de  sous-divis^r  l'angle  GFM  en 
raison  double,  on  parviendra  bientôt  à  un  angle  GFZ 
plus  petit  que  langle  donné  GFD ,  et  il  sera  encore 
▼rai  qbe  FZ'proIongëe  rencontre  AB  en  un  point  dé- 
terminé :  donc  à  plus  forte  raison  1^  droite  FO  com- 
prise dans  Tangle  KFZ,  rencontrerS|  AB. 

Supposons  a^  que  La  somme  des  deux  angles  inté» 
rieurs  AEF-f-CF£  est  plus  grande  que  deux  angles 
droits,  si  Ton  prolonge  AE  vers  B  et  GF  vers  û,  la 
somme  des  quatre  angles  AEF,  BEF,  CFE,  EFD  ,  sei^ 
égaleàquati'e  angles  droits;  donc  si  de  cetle  soqfme 
on  retrancbe  AEF-f-CFE  plus  grande  que  deux 
angles  droits,  il  restera  la  somme  BEF+ÉFO  plus 
petite  que  deux  angles  droits.  Donc  ^uivaot  le  premier 
castes  ligtiesEQ,  FP,  prolongées  siiffis^mr^ent,  doivent 
se  rencQntrer. 

Corollaire,  Par  up  point  donpç  F  on  pc  peut  ipenfnr 
qu*upe  seule  p^allèle  à  la  ligpe  doqpép  4B;  «^^t*  ^J^fit 
tiré  F£  à  yolpnt^ ,  il  q  y  a  qu  une  ligne  fG  qui  fj|^e 
la  bomoie  deç  deu^  apgtes  B|'^F4-EFG,  ^ale  k  d^Uz 
angles  droits;  toute  a):trç  droitç  FÛ  ferait  |a  spniiçe 
des  deux  angles  BEF-hEFD  plu^  petite  ou  plus  graiif^ 
que.  deux  droits;  et  reacontrorait  p^r  çonséquçpt 
la  ligne  AB. 

PROPOSITIQW    XXIV, 

Si  deux  lignes  parallèles  AR,  Gï),  sqbI  /.(?«'  «g. 3». 
contréefi  pqr  ym  sèçm^  EF ,  4i  summ^  des 
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angles  intérieuT's  AGO ,  GOC ,  sera  égale  à  deux 
angles  droits. 

Car  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite,  les  deux 
droites  AB,  CD ,  se  rencontreraient  d^un  côté  ou  de 
»pr.a3.  l'autre*  et  ne  seraient  pas  parallèles. 

Corollaire  L  Si  Fangle  GOC  est  dibit,  Tangle  AGO 
sera  aussi  un  angle  droit  ;  donc  toute  ligne  perpen- 
diculaire à  Tune  des  parallèles  est  perpendiculaire  à 
Tautre. 

Corollaire  II.  Puisque  la  somme  AGO  +  GOG  est 
égale  à  deux  angles  droits,  et  que  la  somme  GOD+ 
GOC  est  aussi  égale  à  deux  angles  droits;  si  on  re- 
tranche de  part  et  d'autre  GOC,  on  aura  langle  AGO 
*pr.5.  ==GOD.  ITaiUeurs  AGO=BGE,  et  GOD=:COF*; 
donc  les  quatre  angles  aigus  AGO,  BG£,  GOD,  COF, 
sont  égaux  entre  eux;  il  en  est  de  même  des  quatre 
angles  obtus  AGE,  BGO,  GOC,  DOF.  On  peut  ob- 
^rver  de  plus  qu'en  ajoutant  l'un  des  quatre  angles 
aigus  à  l'un  des  quatre  obtus,  la  somme  sera  toujours 
égale  à  deux  angles  droits. 

Scholie.  Les  angles  dont  on  vient  de  parler ,  com- 
parés deux  à  deux,  prennent  différents  noms.  Nous 
avons  déjà  appelé  les  angles  AGO ,  GOC ,  intérîeftrs 
éPuji  mime  coté;  les  angles  BGO ,  GOD ,  ont  le  même 
nom  ;  les  angles  AGO  ,  GOD ,  s'appellent  alternes^ 
UiterrteSy  ou  simplement  altetnes^  il  en  est  de  même 
des  angles  BGO  ,  GOC.  Enfin  on  appelle  internes^ 
externes  les  angles  EGB ,  GOD,  ou  EGA,  GOC,  et , 
alternes-externes  les  angles  EGB,  COF,  ou  AGE,  DOF. 
Cela  posé  on  peut  regarder  les  propositions  suivantes 
comme  étant  déjà  démontrées. 

1°  Les  angles  intérieurs  d^un  même  côté,  pris  en- 
semble, valent  deux  angles  droits. 

Ol*  Les  angles  alternes-internes  sont  égaux,  ainsi  qne 
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les  angles  internes  -  ex  tei*nes ,  et  les  angles  alternes- 
externes. 

Réciproquement  si  dans  ce  second  cas,  deux  angles 
de  même  nom  sont  égaux ,  on  peut  conclui-e  que  les 
lignes  auxquelles  ils  se  rapportent  sont  parallèles. 
Soit^  par  exemple,  l'angle  AGO  =  GOD;  puisque  GOC 
+  60D  est  égal  à  deux  droits ,  on  aura  aussi  AGO 
-T-  GOC  égal  à  deux  droits,  donc^  les  lignes  AG,  COf  V-  ^^^ 
sont  parallèles. 

PROPOSITION    XXV. 

THEOaiMB. 

Veux  lignes  AB ,  CD ,  parallèles  à  une  troi-    ««.  39- 
sièfne  EF,  sont  parallèles  entre  elles. 

Menez   la   sécante    PQR    perpendiculaire    à    EF. 
Puisque  AB  est  parallèle  à  EF ,  la  sécante  PR  sera 
perpendiculaire  i  AB*;  de  même  puisque  CD  est  pa-   «cor.i. 
rallèle  à  EF ,  la  sécante  PR  sera  perpendiculaire  à   ^'*  ^' 
CD.  Donc  AB  et  CD  sont  perpendiculaires  à  la  même 
droite  PQ;  donc  elles  sont  parallèles  ^  ^p».»!» 

PROPOSITION    XXVI. 

THBORÂMB. 

Deux  parallèles  sont  partout  également  dis- 
tantes. 

Étant  données  les  deux  parallèles  AB,  CD,  si  par  fig. 40. 
deux  points  pris  à  volonté,  on  élève  sur  AB  les  deux 
perpendiculaires  EG,  FH,  les  droites  EG,  FH,  seront 
en  même  temps  perpendiculaires  à  CD  *  ;  je  dis  de  plus  *pr.  «4. 
que  ces  droites  seront  ^ales  entre  elles. 

Car  en  tirant  GF,  les  angles  GFE,  FGH,  considérés 
par  rapport  aux  parallèles  AB  ,  CD,  seront  égaux 
comme   alternes  -  internes  *  ;  de  même   puisque   les     ♦^^i, 
droites  EG,  FH,  sont  perpendiculairei  à  une  môme  P''»4. 
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droite  AB  ,  éï  par  conséquent  piaLratlelés  éritrè  ëlléi, 
les  angles  EGF ,  GFH ,  considérés  par  rapport  àùi 
pâiîiltèles  GE  ,  Ffl ,  seront  egailx  comme  àlterries- 
îiiternles.  IJonc  l'es  deux  iriahgles  EÏlK,  ïXîH ,  ont  un 
côté  comhiun  FG  adjacbht  à  deux  angles  égdlik, 
chacun  a  chacun  ;  donc  cé^  (leùx  triangles  sont 
*pr.7.  égaux  ;  aonc  le  coté  E&  qui  mesuré  la  uistàncè  dés 
parallèles  Ati ,  CEI ,  au  point  E,  est  égal  àli  côte  FH, 
qui  mesure  la  distance  de  ces  mêmes  pâraltefes  au 
point  F. 

PROPOSITION    XXVII. 

THEOEÂIEB. 

fig-  41.  Si  deux  angles  BAC,  DEF,  ont  lès  côtés pa- 
rallèles ,  chacun  à  chacun  ,  et  dirigés  dans  le 
ine/ne  sens^  ces  deUx  angles  seront  égaux. 

Prolopi^ez,  s'il  est  nécessaire ,  ,IJE  jusqu'à  la  ren* 
contre  de  AG  en  G  ;  Tangle  DEF  est  égal  à  DGC  ^ 

*l»r.24.  parce*  que  EF  est  parallèle  à  GC^  $  T^ngle  pGG  est 
égal  à  BAC ,  parce  que,  DG  est  parallèle  à  Afi  ;  donc 
langle  DEF  est  égal  à  BÀC. 

Sckolie.  Oki  rnfet  dans  cette  proposition  la  restriction 
que  le  côté  EF  soit  dirigé  dans  le  même  sens  que  AC 
et  ED  dans  le  même  sens  que  AB  ;  la  raison  en  est  que 
Bi  oii  prolonge  FE  ver!»  H,  l'angle  DRH  ïiuràît  ses 
côtés  parallèles  a  ceux  de  l'angle  BAC,  mais  ne 
lui  serait  pas  égal.  Dans  ce  cas  ,  l'angle  DE  et 
'angle  BAC  feraient  ensemble  deux  angles  droits, 

ï>ROPDSITION    XXVltl. 

THBOaâHE. 

Les  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  sont 
égaux  y  ainsi  que  les  angles  opposés, 

fig.U.        Tirez  la  diagonale  BD,  les  deux  triangles  ADB, 


DBC ,  ont  le  côté  commun  BD:  de  p}n»y  à  cause  des 
parallèles  AD,  BC,  l'angle  Abfiz=:Déc'',  et  à  cause  «pr.^t 
des  parallèles  ÂB ,  CD  ^  langle  ABD=BDC;  donc 
les  deux  triangles  ADB,  DBC,  sont  égaux*;  donc  le  •pr.j. 
cèl^  AB  6ppbsé  k  Tangle  ÀDB  èSt  é^l  àû  bStë  DC 
opposé  à  rÂngle  égal  DBC  $  et  pareillement  le  troi- 
sième icdté  AD  est  égal  au  troisième  BG  ;  donc  les 
côtés  opposés, d'un  par^lélqgrainme  sont  égaux. 

En  second  lieu ,  de  Tégâiité,  des  mêmes  triangles  il 
s'ensuit  que  l*angle  A  çst  égal  à  langle  C,  ef  s^ussi  ({ue 
l'angle  ÀDC,  composé  des  deîix  angles  ADB)  BDG^ 
est  égal  à  langle  .ABC^  composé  de^,  deux  angles 
bfiC^  ABD^  dbnc  les  angles  opposés  d'un  parallélo* 
gramme  sont  égaux* 

Corollaire.  Dôîiii  'd^iii  {ià'rMtèl^  Âb,  cb,  bom^ 
prises  entre  deux  autres  parallèles  AD,  BC,  sont 
égales. 

PROPOSITION    XXIX. 

TftSOmÂlIB. 

Si  dans  itn  quadrilatère  ABCD  les  côtés  Jûp^  6f«  44« 
po^ 'sont  é^auôc j  en  sorte  qu'on  aif  ABsCD) 
et  ADsBC^  les  câtés  égùuJt  seront parcdtèle&x  et 
ia  figure  sera  un  paralMagramme. 

Car,  en  tirant  la  diagonale  BD,  les  dbbx  ttiiain'^^ 
ABD ,  bDC  ;  fturoht  1^  trois  côtés  égaék  thattîfo  à 
fchacun;  donc  Us  seront  égaut;  doilc  l'angle  ADB  op- 
(>ôsé  an  côté  AB  ^  est  égal  jk  t'angle  DBC  opposé  an 
côté  CD  ;  donc*  le  côte  AD  est  parallèle  à  BC.  Par  V*M. 
une  semblable  raison,  AB  est  pahillèle  à  CD;  donc  le 
quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme. 
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PROPOSITION  XXX. 

THliOBibfB. 

fig.44.  Si  deux  côtés  opposés  ÂB,  CD,  dun  quadri- 
latère sont  égaux  et  parallèles  ^  les  deux  autres 
côtés  seront  pareillement  égaux  et  parallèles  ^  et 
la  figure  ABCD  sera  un  parallélogramme. 

Soit  tirée  la  diagonale  BD  ;  puisque  AB  est  pa- 
rallèle à  CD,    les   angles   alternes  ABD,  BDC,  sont 

*  pr.  a4.  égaux  ^  *.  d'ailleurs  le  côté  AB  =  DC  ,  le  côté  DB  est 

commun  ;  donc  le  triangle  ABD  est  égal  au  triangle 

*  pr.  6.    DBC  *  ;  doue  le  côté  AD  =  BC ,  l'angle  ADB  =  DBC, 

et  par  conséquent  AD  est  parallèle  à  BG;  donc  la 
figure  ABCD  est  un  parallélogramme. 

PROPOSITION  XXXI. 

THEOREME. 

fig.  45.  Les  deux  diagonales  AC ,  DB,  d'un  parallé- 
logramme se  coupent  mutuellement  en  deux 
parties  égales. 

Car,  en  comparant  le  triangle  ADO  au    triangle 

GOB,  on  trouve  le  côté   AD=CB,  Tangle  ADO= 

*pr.24.  CBO^;  et  l'angle  DAOi=i:OGB,  donc  ces  deux  trian- 

*pr.a7.  gles  sont  égaux  ^;  donc  AO,   côté  opposé   à   l'angle 

ADO ,  est  égal  à  OC ,  côté  opposé  à  l'angle  OBC  ;  donc 

aussi  DO=OB. 

Scholie,  Dans  le  cas  du  losange ,  les  côtés  AB ,  BG, 
étant  égaux,  les  triangles  AOB,  OBC,  ont  les  trais 
côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  et  sont  par  conséquent 
égaux;  d'où  il  suit  que  l'angle  AOB=BOC,  et  qu'ainsi 
les  deux  diagonales  d'un  losange  se  coupent  mutuelle* 
ment  à  angles  droite. 
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LIVRE   II. 


LE  CERCIJS  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES. 


t.  Ljk.^cû'conferénce  du  cercte  est  une  ligne  co,u^^9,fi^.  46. 
dont  tous  les  points  sont  également  distant^  d*uQ, point 
intérieur  cju'on  appelle  centre. 

Le  cercle  est  Tespace  terminé  par  cette  ^igne  courbe- 

A^<  il..  Qoclcfuefo»  diMS  it  dÎMOitr»  oivoôrtfoml  If^cêt-cle  irec  sa 
circonférence ;.tnais  î1^t|i;  toujours  facile  de  rétablir  Fexàotîtude 
des  expressions ,  en  se  souvenant  qiie  |e  cercle. est  un.e\  saifaeequi 
a  longueur  et  largeur,  tanrfis  que  la  circonférence  n'^st  fp'unc 
ligne. 

IL  Toute  ligne  droite  C^,  CE,,  ^Ç^,,  ^ç. ,  mpnée 
du  centre  à  la  circonférence ,  Haj^pellefcgrqn  on  demi^ 
dianiktre;  toute  ligne,  comme  AB,  qui  pas£^  par  1q 
centre,  et  qui  est  terminée  de  part. e^.  dVu^tre  à  la  cir- 
cbiiierencé,  s'apnetïe  â?iV//wè^r^.  ^.       ,..  '  , 

Eh' vertu  dé  b  définition  du  cçrcle,^  toifs  les  rayo^ 
sont^aùx;  tous  les  diamètres  sont  égaus^  aussi,  «t 
doubles  du  rayon. 

IIL  On  appelle  arc  une  por^on  de  circenfërence 
telle  que  FHG.* 

La  corde  ou  sous-^endante  de  Tare  est  la  ligne  droite 
FG  qui  joint  ses  deux  extrémités. 

IV.  Segment,  est  la  surface  ou  portion  .de  cercle 
comprise  entre  Tare  et  la  corde. 

N.  B,  AU  même  oorde  FG  répondent  tonjoqn dettxârcs FHG) 
F£G  ,et  par  conséquent  aussi  deux  segments;  uiaia  c'est  toujou/*» 

le  plus  petit  dont   on  entend  parler,   à  moins  qu'on    n'oxpiiiiif 
le  contraire. 

S 
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V.  Secteur  est  la  partie  du  cercle  comprise  entre 
un  arc  DE  et  les  (U;ux  rayons ^£1),  CE,  menés  aux 
extrémités  de  cet  àrë. 
fig.  47.  VI.  On  appelle  ligne  inscrite  dans  le  cercle,  celle 
dont  les  extrémités  sont  à  la  circonférence,  comme 
AB;,  -  ...  ;  ..1     ;.  :  ..       ;  J  '•      '   •    • 

Angle  inscrit ,  un  angle  tel  que  BAC ,  dont  le  som- 
met est  à  la  circonfëreDoe>  -et  qui  0st  formé  par  deux 
cordes; 

Ti'iangle  inscrit  y  un  triangle  tel  <jue  BAC,  dont  les 
trois  àfig;Iès  ont  léuf^s  sommets  \  la  ciréonferencè; 

Et  étl'  général  figure  inscrite  j  celte  dont  tous  les 

angles  ont  leurs  sommets  à  la  circonférence: en  même 

temps  ou  dit  que  Te  cercle  est  circonscrit  à  cette  figure. 

6g.  48.        VU.  0|i  appelle  sécante  une  ligné  qui  r^hoèntre  la 

circonférence  en  deux  joints  :  telle  est  AB: 

y III.  Tangêhte  est  uhe  ligné  qui  ha  qu^un  point 
dé  commua  avec  ta  circonférence  :  telle  est  CD.  . 

Le  point  commun  M  s^appelle  point  de  contacta 

IX.  ParnsillVmient  îledx  circonférences  sont  tan^ 
gentes  Tune  à  Tautre,  lorsqu'elles  n^ont  qu'un  point 
de  commun. 
^.  ,60.  ^*  l^n  pol^^g'ohb  est  drconscrii  4^  un  cercle ,  lorsque 
tous  ses  côtés  sont  des  tangentes  à  U  circonférence; 
dAils  le  tnèiue  cas  6n  dit  que  le  cerclé  est  inscrit  dans 
li  pdl;fgoiié. 

î^ftÔJ^OSttlOîir  t>RÈMIÈàE-, 

THBO.aBMB. 

«g.  49.       TàUt  diamèûie  AB  iftVwé  le  cercle  et  sa  circon- 
férence en  deux  parties  égales. 

Car  si  on  applique  la  figure  AEB  Sûr  AFB  ,  en 
consei-vant  la  base  cottitnUtié  AB,  il  (auura«que  U 
ligue  courbe   AEB    tombe  exactement  sur  la  ligne 


LIVRB   II.  35 

dans 
.ce 
qui  e9t  oontre  la  définition  du  cercle. 


cpui;b^  AFB,  «ans  quoi  il  j  aumir  dan«  Tune  ou  dans 
fautre  des  points  inégalement  éloignéi  du  centré ,  ce 


PROPOSltlON  il 

•fil 

«HSOftàaa;-       '     •)     j  •>. 

Toute  corde  estpkupetita  qme  le  dtMnètr^^ 
Car  si  aux  extrémités  de  la  corde  AD  oti  Mène  kb  fig.  49. 

layoïifl  AC,  CD,  on  aura  la  ligne  droite  AD  <  AO»^ 

GD,ouAD<  AB.        < 

Cotiflft^H;  \kih&\^'^\iB  p^nàé  ligné  drpitê  qub^ 

pttîÎMé  iUftorirfe  dâïM  Un  dei^te  es<  égale  à  âoi»  dîaiiiitre. 

piioposiTioK  iri. 

Une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  u/ié  cir- 
conférence en  plus  de  deux  points. 

Car  si  elle  la  /enix^héràit  eh  trbis,  ces  trois  points 
seraient  également  distants  du  centre  ;  il  7  aurait  donc 
trois  droites  égales  menées  d'un  même  point  sur  une 


Ut. 


Vt 


•  l>an$  un  même  cercle  oju  4^nSt.dçfi  cerefes 
égaux  i  le$  êtres  égaux  sont  sous^tendus  par  (Jkfi 
êordes  égaies,  H  récipro^uérfèeht  les  'Caênleê 
égaies  sous^tendeM  des  arcs  égaux.  >  -         ' 

Le  rayon  AG  étaht  égal  au  fayon  EO ,  et  rat*c  AMD  i^.  §•; 
égal  à  l'arc  ENG ,  je  dis  que  la  corde  AD  sera  égale  à 
la  corde  CG. 

3. 


36  ÇBOMBTmiB. 

Car  le  diamètre  AB  étant  égal  au  diamètre  EP,  le 
demi-cercle  AMDB  pourra  s'appliquer  exactement  sur 
le  demi-cerde  ENGIT ,  et  la  ligue  courbe  AMt)B  coïn- 
cidera entièrement  avec  la  ligne  courbe  EN6F.  Mais 
on  suppose  la  portion  AMD  égale  à  la  portion  ENG; 
donc  le  point  D  tombeca  sur  le  point  G  ;  donc  la  corde 
AD  est  égale  à  la  corde  EG. 

Réciproquement  ^  eft  supposant  toujours  le  rayon 
AiC==EO,  si  la  corde  ADndËG,  je  dis  qu^  Varc  AMD 
sera  égal  à  1  arc  ENG. 

Car  en  tirant  les  rayons  CD,  OG,  les  deux  trian* 
gles  ACD ,  EOG ,  auront  les  troi#  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  savoir,  AC=:EO,  CD:=06,  et  AD^m 
*ii,  1.  EG  ;  donc  ces  triangles  sont  égaux*;  donc  Tangle 
ACD = EOG.  Mais  en  posant  le  demi-cercle  ADB  sur 
son  égal  EGF,  puisque  Fangle  ACD = EOG,  il  est 
clair  que  le  rayon  CD  tombera  sur  le  rayon  OG ,  et 
le  point  D  sur  le  point  G  ;  donc  Tare  AMD  est  égal  à 
Tare  ENG. 

PROPOSITION  V. 

THBORBME. 

» 

Dans  le  même  tercle  ou  dans  descerci&$  égati^i 
un  plus  grand  arc  est  sous  -  tendu  par  une  plus 
grande  corde ,  et  réciproquement ^  si  toute/ois  les 
arcs  dont  il  s'agit  $ont  moindres  qu'une  demi- 
circonférence. 

if.  So.  ^^^  ^^^^  ^^^^  ^^  P'^^  grand  que  AD ,  et  soient 
menées  les  cordes  -AJD ,  AH  ,  et  les  rayons  CD,  CH  t 
les  deux  eôtés  AC,-GH,  du  triangle  ACH  sont  égaux 
aux  deux  côtés^  AC,  CD ,  du  triangle  ACD  :  Tangle 

*!•,  I.  ACH  est  plus  grand  que  ACD  ;  donc  *  le  troisième 
coté  AH  est  plus  grand  que  le  troisième  AD;  donc 
la  corde  qui  soiis-tenci  le  plus  grand  arc  est  la  plus 
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Réciproquement,  si  la  corde  AH  est  supposée  plus 
grande  que  AD,  on  conclura  des  mêmes  triangles 
que  l'angle  ACH  est  plus  grand  que  ACD,  et  qu^ainsi 
l'arc  AH  est  plus  grand  que  AD. 

Scholie.  Npas  supposons  que  les  arcs  dont  il  s'agit 
sont  plus  petits  que  la  demi  -  circonférence.  S'ils 
étaient  plus  grafids,  la  propriété  contraire  aurait  lieu^ 
Tare  augmentant I  U  corde  diminuerait,  et  récipro- 
quement :  ainsi  lare  AKBD  étant  plus  grand  que 
AKBH ,  la  corde  AD  du  premier  est  plus  petite  que 
la  corde  AH  du  second. 

PROPOSITION  VI. 

THBOaâMS. 

Le  rayon  CG^  perpendiculaire  à  une  corde  «*•  ^i- 
AB,  divise  cette  corde  et  tare  sous-tendu  AGR, 
chacun  en  deux  parties  égales. 

Menez  les  rayons  CA,  CB;  ces  rayons  sont,  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  CD ,  deux  obliques  égalés  • 
donc  ils  s'écartent  égaleraient  de  la  perpendiculaire*;  "^  i^  >• 
donc  AD=DB. 

En  second  lieu ,  puisque  AD=;=33B ,  CH  est  une  per- 
pendiculaire élevée,  aur  le  oulieu  de  AB    donc  *  tout  *  17/1. 
poiott  .de  cette  peq^endiculaire  doit  être  également 
dbtant .  des  deux  extrëmitéa  A  et  B.  Le  point  G  est  un    . 
da  ces  points;  donc  la  distance  A6z=BG.  Mail»  ai  la 
corde  AG  est  égale  à  la  corde  GB^  J'arc  AG  sera  égal 
k  Tare  GB*;  donc  le  rayon  CG,  perpendicùlaii«  à  la  *?^'  4- 
corde  AB,  divise  Tare  sous -tendu  par  cette  corde  en 
deux  parties  égales  au  point  G. 

Scholie,  Le  centre  C,  le  milieu  D  de  la  corde  Afi, 
et  le  milieu  G  de  Tare  sous- tendu  par  cette  corde, 
aont  trois  points  situés  sur  une  même  ligne  perpen- 
dicul^iire  à  la  corde.  Or  ilsuliit  de  deux  points  pour 
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déterminer  la  position  dune  ligne  droite;  donc  toute 
ligne  droite  qui  passe  par  deux  des  points  mention* 
nés  y  passera  nécessairement  par  le  troisième,  et  sera 
perpendiculaire  à  la  corde. 

Il  s'ensuit  aussi  que  fa  perpendicu/aû'e  élevée  sur 
le  milieu  cTufie  corde  passe  par  le  centre  et  par  le 
milieu  de  Varc  sous^tendu  par  cette  corde^ 

Car  cette  perpendiculaire  n'est  autre  que  celle  qui 
serait  abaissée  du  centre  sur  la  même  corde ,  puis- 
qu'elles passent  toutes  deux  par  le  milieu  de  la  corde. 

p,aoï>o,siTio.îï  vu. 

THBORâMB. 

fig  5a.  p^^  irQÎg  points  donnés^  A,  JB,  C,  non  en 
ligne  droite  j  on  pf¥4  toujours  Ji^ire  pa^fr  ufiç 
circonférence  y  mais  on  nen  peut  faire  Jfi^r 
qu'une. 

'  Joignez  AB ,  BC  ^  et  diviseï  teê  àewK  droite.^  M  deux 
parties  ég:des  paf  les  perpé>ndk»ulaires  DB,  PO|  Jtl4ii 

'  '  ^  d  abord  qm  eei  |ierpetkii«)ulairai  àe  renODmrevôikt  (Mi 
un  point  O. 

^  Car  leê  \iffae$  DE,  VG,  «e  «ouperoM  tiécttêai- 
t^Mnent  êi  elles  n«  s<yat  ^  pandlèles.  Or  «uj^pMrtil 
qu'elles  fusient  patuUèiêB;  la  ligttt  AB,  perpenâkii4 

*H*  i'  faire  à  DE,  lerait  ^èrpEndicnlaire à  F6%  et  t^Hgk 

K  temtc  droit;  maii  fiK^  prolongemeiil  de  9D,  eAI 

diftérentc  de  BF,  ptli^ue  les  tfOM  pointi  A,  B,  C» 

*    tie  sont  pas  en  lig^e  <lix>ite;  dohc  il  y  aurait  dent 

perpemlicalatre»  6F ,  BK. ,  abaissées  d'nn  méifie  point 

"  i5,i.  sur  la  môme  ligne,  ce  <qui  est  impossible'*;  donc  1^ 
perpendiculaires  DE,  FG,  se  cotifNsront  toujoilrs  en 
On  jwint  O.  * 

Maintenant  le  point  O^  comme  app«rcen«nt  à  1« 
perpendiculaire  DE,  est  à  égale  dîManee  des  deai 
points  A.etn*;  le  même  point  O,  comme  appartenant 
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à   la  perpendiculaire  PG,  est  à  égale  distance  lUs 
deux  points  B,  C;  donc  les  trois  distances  OA.  OB,    ' 
OC,  sont  égales;  donc  la  cîrcoriférèince  décrit^  du 
^otN^O  et  du  rayon  OB  pàssèi^  par  les  trois  points 
donnés  A,  B,  G. 

Il  est  prouvé  par-là  qu'on  peut  toujours' fafré  pa^;er 
une  drconférenee  par  trôîs  points  donnés^,  non  en 
Dgne  droite;  je  dis  de  plus  qu^on  n'en  peut  faire  pas- 
ser qu'une.  \  .  • 

Car  s*il  j  àrait  une  seconde  cîrcbnférence  qui  pas^ 
6ât  par  les  trois  points  donnés  k\  B,'C2,  son  centre 
ne  pourrait  être  hors  de  la  ligne  DE  ^,  piîlsqu  alors  il  *  i7>i* 
kcfrait  inégalement  'élàigné  de  A  et  de  fi  ;  il  ne  pour- 
rait être  noil  plus  Itbrs  de  la  ligne  F6  par  une  raison 
semblable  ;  donc  il  serait  à-là-fois  sûr  les  deux  lignes 
DE,  FG.  Or  deux  lignes  droites  ne  peuvent  se  couper 
en  plus  d'un  point;  <fona11a^f  â  qu^uaé  circonférence 
qui  puisse  passer  par  trois  points  donnés. 

Corollaire.  Deux  cÂreenférènces  ne  peuvent  se 
rencontrer  en  plus  de  deux  points;  car  si  elles 
«Vrient  trois^  points  communs,  elles  auraient  le  même 
cé9kt« ,  et  ne  feraient  qu'une  setde  et  méniie  circon- 
fërenoa. 

pnQF03IT|0N  VIJL 

THÉOEiUJi. 

ê  ^  ...  .  •  V 

p0U3f  çor4içf  .^gf^les  ^oHf  igalem^n$  éhigné^ 
^  cfintn^;  et  ^  fieuçc  cordas  inégal^ f  lu  plw 
petite  e^  lopins élpign^eda  ceMre. 

i?  Soit  to  oeide  ABasDE  :  divi^»  loes  cordes  eo    ^,  53 
4f9*^^  égalemeat  par  les  perpendâculaines  Cf*,  CG,  et 
ùr»  les  layons  GA,  CD. 

lies  tciapglei  MOtanglee  GAF,  DG6,  QtA  les  hy- 
poténuses   CA,  CD,   égales;    de  plus  le  côté   AF 
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moitié  de  AB,  est  égal  au  xiàtè.  DG,  moitié  de  DE; 

♦  £8, 1.  donc  ces  triangle»  sont  égaux *^  et  le  troisième  c6té 

CF  est  égal  au  troisième  CG;  donc,  i°  les  deux 
cordes  égales  AB,.  ])£,  sont,  également  éloignées  du 
centre, 

a""  Soit  la  corde  AH  pli^s  grande  que  DE,   l'arc 

*pr.5.  AKH  sera  plus'graD4  V^^  ^'^^c  PME,*:  sur   Tare 

AKH  prenez  la  partie  ANB=DME,  tirez. la  corde 

AB^  et  abaissez  CF,  perpendiculaire  sur  cetftQ. corde, 

et  CI,  .perpendiculaire  sur  AH.j..^l  est  .clair  que  CF 

♦  i6,  X.  est  plus  grand  que  CO,  e^  CQ,  plus  gnmd.qua  CI*j 
^^.     donc  à  plus  forte  raispyi  ,CI?>,^J[.  .flfUi^  CF^i^CG, 

puisque  les  cordes  AB,  PE,  soft^t  ég^l^ea ^  d^naçn.a 
CG  >  CI;  donc  de,  deux>  cordes  illégales  Ift  .pins  peitite 
est  la  plus,  éloignée  du  centre.   .^ 

PROPOSITION    IK. 

fig.  54.       La  perpendiculaire  BD,  rfienée  à  Vejptrémit4 

du  rayon. QK,,  est  un^,  ULnge^rU^,.i^  la  çircetr^f^ 

rence.  » ,       .^ 

Car  toute  oblique  CE  est  plus  longue  que  la  per- 

♦  i6,  r.  pendiculaire  CA';  donc  Ife  )pb\tit  E  fest'librs  du  cercle,* 

donc  la  ligne  BD  n*a  que  le  point  A  commun  avec  la 
*déf.8.  circonférence;  donc  BD  est  une  tangente*. 

Scholie.  On  ne  peut  mener  par  un  point  donne  A 
qu'une  seule  tangetite'AD  î  la  circonrérêîflîcé  ;  car  si 
6«  en  pouvait  mener  Une  autre,  celle-ci  ne  è'ëVait  plui 
perpendiculaire  au  rayon  CA;  donc,  par  rapport  i 
cette  nouvelle  tangente,  leniyon  CA-Si^rait  une  oblique, 
et  la  perpendiculaire,  abaissée  du  centre  sur  cette 
tangente .  serait  plus  courte  que  CA;  don<  cette  pif^ 
tendue  tangente  entrerait  dans  l^^^ercle,  .et  serait  une 
sécante.  - 
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PROPOSITION'  X. 

THÀOR^VB. 

Deux  parallèles  kVir\  DE,  iiïtercepterii  sur  )à    èg  60. 
circonférence  des  arcs  égau±  MN,  PQ. 

Il  p€nt  arriver  trois  cas.  *'  '  " 

I*  Si*  les  deux  parâllèle^  sont  sëcantes,  menez'^le 
rayon  CH  perpendiculaire  à  la  corde  MP,  il  sera  en 
même  temps  perpendiculaire  à  #a  parallèle  NQ*;  donc  *  ^4,  i. 
le  point  H  seia  à-la-fois  le  milieu  de  lare  MHP  et 
celui  de  l'arc  NHQ*;  pp  auf^  /donc  lare  MH=HP  *«. 
et  l'arc  NH=HQ:  de  là  résulte  MH— NH=HP 
— HQ,  ,q.'eat-Mw.WNî=;PQ.  ..  .>\ 

%   Si.  des.di^i^x.piirallèles  AB,  DE,  Viu^e  ,«$t . .«ér    H-  ^^ 
cante,  Tautre  taugeute;  appoint  de  con^ct  N[  meni^ 
le  rajon  CH;  ce  rayon  sera  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente DE*,  et  aussi  à  sa  parallèle  MP.  Mais  puisque    «9. 
CH  est  perpendiculaire  à  la  corde  MP,  le  point  H  est  ..     . 
le  milieu  de  Tare  MHP;  donc  les  arcs  MH,  HP ,'  comr      >    ♦ 
pris  entre  les  parallèles  AB,  DE,  sont  égaux. 

3*  Enfin  sî  les  deux  parallèles  DE,  IL,  sont  tan- 
gentes^ Tuiie  en  H,  Tautre  e'q  K.*,.  menez  la  sécante 
parallèle!  AB,'Vous  aurez,  par  ce  qui  yîèntj  d'être  dé- 
montré^ MHz^HP  et  MK=bKp;  donc'  Farc  entief 
HMK=:HPK  ,  et  de  plus  on  voit  que  cliaciih  de  ces 
arcs  est  une  df  mi -.circonférence  ^ ,       I 

PROPOSITION  XL 

TSBOaAlKB.' 


\f*\ 


Si  deux  circonférences  se  coupent  en  deux 
points  j  la  ligne  qui  pa^se  par  leurs  centres  sera 
perpendiculaire  à  la  corde  qui  joint  les  poinff 
d\intersection  ^  et  la  divisera  en  deupp,  partifff 
égales.  ,.  .  ••  .. 
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Car  la  ligne  AB,  qui  joint  Ui  poiplj^  d'intersection, 
^'Ap    est  une  corde  commune  aux  deux  cercles.  Or,  si  sur  le 

et  5e.  ,  , 

milieu  de  cette  corde  on  élevé  une  perpendiculaire, 
*  ^  çUe  4pît  passer  pair  chawn  di|&  dipu&  A«fMa:«^  (Xm^V*. 
Mais  par  deux  points  dpn.n4^  q^  ^e  p^ui;  ii^ener  ^v'mia 
seule  ligne  droite;  donc  la  Ugnç  4lPit^9  4^î  p«we  par 
les  centres,  sçr^  perpendiculam  ^u^  I9  n^Men  df  la 
corde  comnmnç. 

PROPOSITION  xïi: 

fHltOEftxB. 

.$1  /a  distance  des  deuâi  céntf^fsft  plus  Courte 

que  la  somme  des  rayons ,  ei  ^i'eri  même  temps 

le  plus  grand  rayon  est  moindre  qà^  ta  somme 

du  plus  petit  et  de  la  distance  des  ce/tfr^,  les 

*'  *    deù^  cercles  sç  couperont' 

%-57        Car  pour  quil  j  ait  U^u  à  in;ipi^<i^tioin ,  9!  fai^t  mi^ 

le  triangle  CAD  soit  pp^^ibl^:  il  i^t  donc  nçn  seu- 

^'^7*  lement  ^ue  CD  ^it  <AC+AD,  maus  aus^î  ^u|»  la 

^•^•*  plus  grand  rayon  Ap  soit  <AÇ+ÇD.  Or,  tputes  les 

lois  qui&  le  triangle  CAD  pourra  être  con^ruît,  il  est 

clair  que  les  circon|iér^nce(»  4^]^V^  à^À  patres  Ç  et 

pf  8p  couperont  en  A  et  B. 

PROPOSITION  Xni: 
ràJià&iiiB. 

Si  la  distance  CD  dmo^mtres  de  deux  cercles 
est  égale  à  la  somme  de  leurs  rayons  CA ,  ^D , 
ces  deux  cercles  se  toucheront  extérieurement. 

Il  est  clair  quMls  auront  le  point  A  comn^un  ;  mais 
ils  nVuront  que  ce  point;  car,  pour  qu*ils  eussent  deux 
points  communs,  il  faudrait  que  la  distance  des  centres 
fût  plus  petite  que  la  somme  des  rayons. 
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PROPOSITION   XIV. 

Si  la  distance  CD  des  centres  de  deux  cercles 
çst  4gale  à  la  dijférence  de  leurs  rayons  CA,  AI), 
ces  d^u^  cercles  se  touchcrqnf  intérieurement. 

D*^harvl.Àl  ^«J^  cjaîr  qu'Us  ont  le  point  À  cqnnmuD; 
iU  P^en  pfwml  «Airoir  dWlrej  car  pour  wia  ij  faa- 
driiu  que.  te  pi»»  gji^ndwjOA  AP  fût  plua  petit  qwe.^ 
somme  faite  du  ny^W  AC  et  df  >a  4Utam»  def  çm^^ 
CD*,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  '*• 

Corollaire.  DonC,  fi  dplWi^wl««ll^touchent,  soit 
intérieurement,  soit  extérieurement,  les  centres  et  le 
point  de  contact  sont  -  tut  la  mêfne  ligne  droite. 

Scholie.  Tous  les  cercles  qui  ont  leurs  cjBntres  sur  ^'^ 
la  droite  CD,  et  qui  passent  par  le  point  A,  sont  tan- 
gents les  uns  aux  autres;  il»  n'ont  entre  eux  que  le 
èeul  poîtit  A  dé  commun.  Et  si  ^af  le  poltit  A  on  mèiiô 
At  perpeudiculaire  à  CD,  la  droite  AÈ  sefâ'un^  W^^ 
geute  eô^miine  à  tous  ees  eerdes. 

PHQPOSJTIOIÎ  XV. 

«tfiomiMB.  ' 

Dam  le  mém4  cercle  ou  devis  des  cercles  égmâst^  «g.  6i. 
les,  angles  égaux  ACB ,  DCE,  dont  lesofhtnet  est 
au  centre  y  mtetceptent  sur  la  eirconférente  de$ 
€»n»  égaux  AB,  DE. 

RédiproquemeMj  si  tes  ares  AB,  DE,  soM 
égaux,  les  angles  ACB,  DCE ,  seront  àUsst  égaux. 

Car,  i^  si  Vangle  ACB  est  égal  à  l'angle  DCE,  ce» 
Ûeux  angles  pourront  se  placer  fun  sur  raùlre;  et 
comme  leurs  côtés  soîit  égaux ,  il  est  clair  que  lé 
point  A  tombera  en  D,  et  le  point  B  eti  E.  Mais  alerd 


44  GlloJ^KTRIE. 

lare  AB  doit  aussi  tomber  sur  l'arc  DE;  car  si  les 
deux  arcs  n^étaient  pas  confondus  en  un  seul ,  il  y 
auniit  dans  Tun  ou  dans  Tautre  des  points  inégale* 
ment  éloignés  du  centre,  ce  qui  est  impossible;  donc 
1  arc  ABzzzDE. 

2^  Si  on  suppose  AB=DE,  je  dis  que  l'ançle 
ACB  sera  égal  à  DCE;  car  si  ces  angles  ne  sont  pas 
égaux,  soit.  ACB  le  plus  grand,  et  soit  pris  ACI=: 
DCE;  on  aura',  par  ce  qui  Tient  d*ètre  démontré.  Al 
=:DE  :  mais,  par  hypothèse,  l'arc  AB=DE;  donc 
oiri  aurait  AI=:AB,  ou  la  partie  égale  au  tout ,  ce  qui 
est  impossible  ;  donc  Tangle  ACBrrDGE. 

PROPOSITION  XVL 

THBOEXMS. 

«g.  ««•  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux ^ 
si  deux  angles  au  centre  ACB,  DCE,  sont  entre 
eux  comme  deux  nombres  entiers  ^  les  arcs  inter- 
ceptés AB ,  DE ,  seront  entre  eux  comme  les 
mêmes  nombres  y  et  on  aura  cette  proportion: 
Angle  ACB  :  angle  DCE  :  :  arc  AB  :  arc  DE. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  angles  ACB, 
DCE,  soient  entre  eiix  comme  7  est  à  4;  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  supposons  que  Fangle  M,  q[ui  ser- 

•  .    vira» de  coramiine  mesure,  soit  contenu  sept  fois  dans 

l'angle  ACB,  et  4{natre  dans  l'angle  DCE.  Les  angles 
partiek  AC/it,  mQn,  f^Cp,  etc.  DGjp,  xC^^  etc»> 
étant  égaux  entre  eux ,  les  arcs  partiels  Am,  mn, 

*  15.   np,  etc.,  Do:,  xj-y  etc.,  seront  aussi  égaux  entre  eux*; 

donc  l'arc  entier  AB  sera  à  l'arc  entier  DE  comme 
7  est  à  4-  Or  il  ^^*  évident  que  le  même  raisonne- 
ment aurait  toujours  lieu,  quand  à  la  place  de  7  et  4 
on  aurait  d*auters  nombres  quelconques^  donc,  si  le 
rapport  des  angles   ACB,   DCE,  peut  être  exprimé 


LIVHS    11.  4S 

en  nombreâ  entiers,  les  arcs  AB,  DE,  seront  entre 
eux  comme  les  angles  ACB ,  DGE. 

Schotie,  Réciproquement,  si  les  ares  AB,  DE, 
jftaient  entre  eux  comme  deax  nombres  entiers,  les 
iarigles  ACB ,  DCE  ,  seraient  entre  eux  comme  '  le 
mêmes  nombres,  et  on  aurait  todjoui^s  ACBrDCË 
::  AB:D£;  car  les  arcs  partiels  Am,  m/t,  etc.,  D:r,' 
xj-^  etc.,  ëtant  ëgaux,  les  angles  partiels  ACÀt, 
mCn ,  etc. ,  DC^,  xGf^  etc.^ sont  aussi  ^aux. 

PROPOSITION  XVII. 

Quel  que  soit  le  rapport  {hs.deux  angles  ACQ^    ig.  M. 
ACD,  tes  deux  angles  seront  toujours  entre  eux 
comme  les  arcs  AB,  AD ,  interceptés  entre  leurs 
côtés  et  décrits  de  leurs  sommets  comfne  centre» 
avec  dès  rayons  égaux,  i 

'  Supposons  le  plus  petit'angle  place  dabsle plus  grand? 
51  la  proposition  énon'èée  n'a  pas  lieu ,  Tangte  ACB  serai 
i' l'angle  ACD  comme  Tare  AB  est  &  un  arc  plus  grand 
ou  plus  petit  qîïe  AD:  Sttpposohs  cet  ûtt  plw  grand,' 
et  représentons-le  par  AO  ,  nous  aurons  ainsi  : 

*  Anglé^  ACB  :  angle  ACD  :  î  ârc  AB  ;  arc  AO. 
'  Iixiagiilons'Uià?nténattt  que  Taré  AB  soit  divisé  ^i 
pslrtïes  égales  dont  chaîné  soit  phis  pecite^que^DO^ 
il  y  àUra  àû  moins  Un  poitit  de  ^iéioh  entre  D  et  O  ? 
wcAi  I  cfe  point ,  et  joigntbns  CI  ;  les  arcé  AB ,  AI ,  serdnt 
entre  eux  comme  deux  nombres  entieins,  et  on  aura  M 
rertu  du  théorème  précédent  :  '       'i 

Angle  ACB  :  aftgle  AGI  :  :  arc  AB  :  arc  AI.    - 

Rapprochant  ces  deux  proportions  l'une  de  lautre^ 
et  observant  que  les  antécédents  sont  les  mêmes,  on 
en  conthu'a  que  les  con^téquents  sont  pi\>portionne)S) 
étqifaîfisi 
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rahglé  CAD  aura  pôUl»  ihë^ùré  la'iiiàiué'de  ED;  donc 
BAC-^CTADott  B>AD  ûuifa'  poùr^tnemre  la  moitié  de 
BE+EI>'ott  la  «idkié^de  BD.    '^ 

fig.  «5.  '  Supposons  en  second  Bèu  tjùe  le^cêntre  C  soît  situé 
hors<ie  Tançle  BAD,  atôrsWnalitTc^  diamètre  ÂÊ, 
fangie  BAE  aura  pour  met^t/i'e  Vk  tinoitié  de  BE,  lange 
DAE  ia  moitié  de  DE;  donc  leur  différence  BAD  aura 
pour  m'esure  la  ihoitië  de  BEnioln^là  moitié  de  £D, 
ou  la  moitié  de  BD.  .   ^  '        ' 

Donc  tout  angle  inscrit  a'  potïT^  iiiésure  U  moitié  de 
Farc  compris  "entr«  ses  côtéd.  '    ^ 

fig.66.  .  Corsaire  I.  Tous  les  angles  BAC,  BDC,  etc., ins- 
crits dans  le  même  segment- sont  égaux;  car  ib  ont 
pour  mesure  ia  moitié  du  même  arc  BOG. 

fis*  <$7*  '  U.  Tout  angle  BAD  inscrit  dan^  le  demi -cercle 
est  un  angle  droit  ;  car  il  a  poMt  mesure  la  moitié 
de  la  -demi-circo&Anrence  BOD,  ou'le  quaM  de  la 
dmonférenoe.   .- 

'  Bosr  démontrer  la  même  ^hose  d^e  aàtre  ma- 
nière ,  tirez  le  rayon  AC  ;  le  triangle  BAC  est  i^ 
scèle  ,  ainsi  l'angle  BAC  =  ABC  ;  le  triangle  CAD  est 
pareillement  isôskèle  ;  donc  *  Tangle  CAD  =  ADG  ; 
donc  BAC  +  CAD  ou  BAD  =  ABD  +  ADB.  Mais 
si  les  deux  angles  B  et  T)'  du  trîangle  ABD  valent  en- 
,  semble  le  .troisième  BAD,  le^  trois  ^angljss  4u  f^iangle 
••  vaudrant  ueux  fois  1  ang'le  BAÎ)  :  ils  valent  aaîHeun 
deux  angles  droits;  donc  1  angle  BAD  est  un  angle 
dioît.      i-*^   »'■'  -'î»»^*'  "'    '^^\    •'.''*'      *  "■'    '!'"'■ 

H*  ^  Ili  Touv 'angle  9AG  ink^rit  dans  liti^églnent  plus 
grand  ique  to  deàii^^berbleV  ^t  un  angle  idgu;  &ar  il  a 
pour ' mesure  Ui  moitié' de^i'arc  BOG'moindre  qu'une 
demi'Acirconférencé.        .  '  '^  •  •    < 

Et  tout  angle*  BOGv  inscrit  dans  nn  segment  plus 
petit  que  le  demi-cércle,  etft  un  angle  obtus  ;  car  il  a 
pour  nuisure  la  nioitiéde  V^rc  BAC  plus  fraude  qu'une 
tlenâ-circont'érenoe. 
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IV*  Les  angles  opposés  A  et  C  dun  quadrilatère  %.  <M. 
inscrit  ABCD,  valent  ensemble  deux  angles  droits  ; 
car  Tangle  BAD  a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BCD , 
Tangle  BCD  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BAI); 
donc  les  deux  angles  BAD,  BCD,  pris  ensemble,  ont 
pour  mesure  la.  moitié  de  la  circonférence;  donc  leur 
somme  équivaut  à  deux  angles  droits. 

PROPOSITION  XIX, 

TBBOEBICS. 

L'angle  BAC ,  formé  par  une  tangente  et  une    ««•  ««• 
corde  j  a  pour  mesure  la  moitié  de  /'arc  AMDC 
compris  entre  ses  côtés.  ^ 

Au  point  de  contact  A  menez  le  diamètie  AD; 
■  l*àngle  BAD  est  droit  *,  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  •  9. 
la  demi-circonférence  AMD,  VangleDAC  a  pour  me. 
sure  la  moitié  de  DC;  donc  BAD  -f-  DAC  ou  BAC  a 
pour  mesure  la  moitié  de  AAID,  plus  la  moitié  deDC^ 
ou  la  moitié  de  lare  entier  AMDC. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  CAE  a 
pour  mesure  la  moitié  de  Tare  AC  compris  entre  ses 
côtés. 


Problèmes  relatifs,  aux  deujc  premiers  livres. 

PROBLBME     PBBMIBB. 

Diviser  la  droite  donnée  AB  en  deux  parties  ^'  '•. 
égales. 

Des  points  A  et  B,  comme  centres,  avec  un  rayon 
plus  grand  que  la  moitié  de  AB,  décrivez  deux  arcs 
qui  se  coupent  en  D  ;  le  point  D  sera  également  éloi- 
gné des  points  A  et  B  :  marquez  de  même  au*dessus 
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OU  au*deMous  de  la  ligne  AB  un  second  pdint  £  éga- 
lement éloigne  des  points  A  et  B ,  par  les  deux  points 
D,  E,  tirez  la  ligne  DE;  je  dis  que  DE  coupera  la 
ligne  AB  en  deux  parties  égales  au  point  C. 

Car  les  deux  points  D  et  E  étant  ehaoun  également 
éloi^és  des  extrémités  A  et  B,  il»  doivent  se  trouver 
tous  deux  dans  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  AB.  Mais  par  deux  points  donnés  il  ne  peut  passer 
qu'une  seule  ligne  droite;  donc  la  ligne  DE  sera  cette 
perpendiculaire  elle-même  qui  coupe  la  ligne  AB  en 
deux  parties  égales  au  point  C. 

moBcâvx  II. 

ûg.  fu  Par  un  point  A ,  donné  sur  la  ligne  BC,  ék- 
ver  une  perpendiculaire  à  cette  Ugne, 
,  Prenez  les  points  B  et  C  à  égale  distance  de  A,  en* 
suite  des  points  B  et  C ,  comme  centres ,  et  d*ua  rayon 
plus  grand  que  BA,  décrivez  deux  arcs  qui  se  cou- 
pent en  D;  tirez  AD  qui  sçra  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 

Car  le  point  D  éunt  également  éloigné  de  B  et  de 
C ,  appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  BC  ;  donc  AD  est  cette  perpendiculaire. 

Scholie.  La  même  construction  sert  à  faire  un  angle 
droit  BAD  es  un  point  donné  A  sur  une  ligne  don- 
née BC. 

IROBIiÂHB    III. 

£^.  ^,  D*un  point  A  y  donné  bon  de  la  droite  BD, 
abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d*un  rayon  suffi- 
samment grand,  décrivez  un  arc  qui  coupe  la  ligne 
BD  aux  deux  points  B  et  D;  marquez  ensuite  un  point 
E  également  distant  des  points  B  et  D,  et  tirez  AE  qui 
sera  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  les  deux  points  A  et  £  sont  chacun  également 
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diHaBts  dea  poîatftB  6i  D  $  donc  la  ligne  AE  est  per- 
peniiHïulw^  sur  le  milieu  de  BD. 

problème'' IV. 

Au  point  A  de  la  ligne  k^^  faire  un  angle  «g.  73 
égal  à  l'angle  donné  JS^. 

Du  sommet  K,  comme  centre,  et  d'un  rayon  à 
Tolouté,  décrivez  lare  IL  terminé  aux  deux  côtés 
de  Tangle  ;  du  point  A ,  comme  centre  ^^et  d^un  rayon 
AB  égal  à  Kl,  décrivez  Tare  indéfini  BO;  prenez  en- 
suite un  rayon  égal  à  la  corde  LI;  du  point  B,  comme 
centre,  et  de  ce  rayon ,  décrivez  un  s^rc  qui  coupe  en 
D  Tare  indéfini  BO;  tirez  AD,  et  Tangle  DAB  sera 
égal  à  l'angle  donné  R. 

Car  les  deux  arcs  BD ,  H,  ont  des  rayons  égaux  et 
des  cordes  égales  ;  donc  ils  sont  égaux*;  donc  l'angle    **♦  *• 
BAD=IKL. 

PROBIiiKB    V. 

Diviser  un  angle  ou  un  arc  donne  en  deux    ^'^^* 
pmtie$  égales, 

x^  S'il  faut  diviser  Tare  AB  en  deux  parties  égaies, 
das  points  A  et  B ,  comnie  centrai  9  et  avec  un  même 
fuyox^  «  décrÎTez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  D  ;  par  le 
pqint  D  ^  psgp  le  centre  C  tireii  CD  qui  coupela  Tare 
AB  en  deux  parties  égales  au  point  EL 

Car  les  deux  points  G  et  D  sont  chacun  également 
distants  des  extrémités  A  et  B  de  la  corde  AB  ;  donc 
la  ligne  CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette 
eordej  dose  elle  divise  TaTC  AB  en  deux  parties  égales 
au  point  E*.  *«,«. 

a<)  S'il  faut  diviser  en  deux  parties  égaler  Tangle 
ACB,  on  commencera  par  décrire  du  sommet  C 
comme  centre,  l'arc  AB,  et  le  reste  comme  il  vient 
d'être  dit.  Il  est  clair  que  la  ligne  CD  divisera  en  deux 
parties  égales  l'angle  ACB. 

4. 
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Scholie^  On  peut,  par  la  même  construction ,  diviser 
chacune  des  moitiés  AE,  EB,  en  deux  parties  égaies; 
ainsi,  par  des  sous*divisions  successives,  on  divisera 
un  angle  ou  un  arc  donné  en  quatre  parties  égales,  en 
huit ,  en  seize ,  etc. 

PEOBLâMB    YI. 

fig.  75^-        Par  un  point  donné  A ,  mener  une  parallèk 
à  la  ligne  donnée  BC. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffi- 
samment  grand ,  décrivez  lare  indéfini  EO ;  du  point 
E,  comme  centre,  et  du  même  rayon ,  décrivez  Tare 
AF,  prenez  £D  =  AF,  et  tirez  AD  qui  sera  la  parallèle 
demandée. 

Car  en  joignant  AE,  on  voit  que  les  angles  alternes 
AEF,  EAD ,  sont  égaux  ;  donc  les  lignes  AD,  EF,  sont 

*  a4. 1.    parallèles  *. 

P&OBLâMS    VII. 

H'  'fi'      Deux  angles  A  cf  B  d'un  triangle  étant  don- 
nés ^  trou^^r  le  troisième. 

Tirez  la  ligne  indéfinie  DEF,  fiiites  au  point  £  lan- 
gle  DECznA,  et  l'angle  GEHsB  :  Fangle  resunt 
HEF  sera  le  troisième  angle  requis  ;  car  ces  trois  angles 
pris  ensemble  valent  deux  angles  droits. 

PKOBLÂMB.    VIII. 

fig  77  •  Étant  donnés  deux  côtés  B  ef  C  d'un  triangle  et 
V  angle  k  qu'ils  comprennent  y  décrire  le  triangle. 
Apnt  tiré  la  ligne  indéfinie  DE,  faites  au  point  D 
l'angle  EDF  égal  à  langle  donné  A;  ^enez  ensuite 
DG=B,  DH  =  C,  et  tirez  GH  ;  DGH  sera  le  triangle 
demandé. 
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PBOBLÂMB    IX. 

Étant  donnés  un  côté  et  deux  angles  cVun 
triangle ,  décrire  le  triangle. 

Les  deux  angles  donnés  seront  ou  tous  deux  adja- 
cents au  côté  donné ,  ou  Tun  adjacent ,  l'autre  oppo- 
sé :  dans  ce  dernier  cas,  cherchez  le  troisième  %  vous  *prob.7. 
aurez  ainsi  les  deux  angles  adjacents.  Cela  posé ,  tirez 
la  droite  DE  égale  au  côté  donné ,  faites  au  point  D  fig.  78. 
l'angle  EDF  égal  à  lun  des  angles  adjacents,  et  au 
point  E  langle  DE6  égal  à  Tautre ;  les  deux  lignes 
DF,  £G,  se  couperont  en  H,  et  D£H  sera  le  triangle 
re<juis. 

PROBLEXE    X. 

Les  trois  côtés  A ,  B ,  C ,  d^un  triangle  étant    «ig.  79. 
donnés  y  décrire  le  triangle.  * 

Tirez  DE  égal  au  côté  A;  du  point  E,  coimne 
centre,  et  d'un  rayon  égal  au  second  côté  B,  décri- 
vez un  arc  ;  du  point  D ,  comme  centre ,  et  d'un  rayon 
égal  au  troisième  côté  G,  décrivez  un  autre  arc  qui 
coupera  le  premier  en  F;  tirez  DF,  EF,  et  DEF  sera 
le  triangle  requis. 

SchoUe.  Si  l'un  des  côtés  était  plus  grand  que  la 
somme  des  deux  autres ,  les  arcs  ne  se  couperaient 
pas  ;  mais  la  solution  sera  toujours  possible  ,  si  la 
somme  de  deux  côtés ,  pris  comme  on  voudra,  est  plus 
grande  que  le  troisième. 

PEOBLiMB    XI. 

Étant  donnés  deux  cotés  AetB  d'un  triangle, 
avec  VangleC  opposé  oucStéBy  décrire  le  triangle. 

Il  y  a  deux  cas  :  i^  si  l'angle  G  est  droit  ou  obtus ,    6g.  80. 
faites  l'angle  EDF  égal  à  l'angle  G;  prenez  DE=A, 
du  point  E,  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  au 
côté  donné  B,  décrivez  un  arc  qui  coupe  en  F  la 
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ligne  DF;  tirez  EF,  et  DEF  sera  le  triangle   de- 
mandé. 

Il  faut,  dans  ce  premier  cas,  que  le  cète  B  soît  plus 
grand  que  A,  car  Tangle  C  étant  droit  bu  obttis,  est 
le  plus  giand  des  angles  du  triangle;  donc  le  côté  op- 
posé doit  être  aussi  le  plus  grand. 

«g.  8i.  20  Si  langle  C  est  aigu,  et  queB  soit  plus  grand  que 
A ,  la  même  construction  a  toujours  lieu,  cl  DEF  est 
le  triangle  requis. 

fig.  8a«  Mais  si,  langle  C  étant  aigu ,  le  cdté  B  est  moindre 
que  A,  alors,  lare  décrit  du  centre  E  ayec  le  rayon 
EF=rB,  coupera  le  côté  DF  en  deux  points  F  et  G, 
situés  du  même  côté  de  D  ;  donc  il  y  aura  deux  trian- 
gles DEF,  DEG,  qui  satisferonl  également  au  pro- 
blème. 

Scholie.  Le  problême  serait  impossible  dans  tous 
les  cas,  si  le  côté  B  était  plus  petit  que  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  £  sur  la  ligne  DF. 

p&oblAxb  xu. 

fig.  85.  Les  côtés  adjacents  A  er  B  d'un  paraltélo- 
gramme  étant  donnés  avec  l'angle  C  quUls  corn- 
prennent^  décrire  le  parallélogramme. 

Tirez  la  ligne  DEkA»  faite»  au  point  D  languie 
FDE=C,  prenez.  DF=B;  décrivez  deux  arcs  ^  Tiu 
du  point  F  comme  centre,  et  d'un  rayon  FGscDEi 
l'autre  du  point  E  comme  centre,  et  d'un  rayon 
EG=I)F  :  au  point  G,  où  ces  deux  arcs  se  coupent, 
tirez  FG,  EG;  et  DEGF  sera  le  parallélogramme  de- 
mandé. 

Car ,  pur  constnietion ,  tes  côtés  opposés  sont  égaux , 
donc  la  figure  décrite  est  un  parallélogramme*,  et  œ 
parailélogramuie  est  formé  avec  l«s  oôtés  donnés  et 
Tangle  donnéi 

Corollaire.  Si  Tangle  donné  est  droit,  la  figure  sert 
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un  rectangle;  «i,  de  plus ,  le»  côtés  sont  égaux ,  oe  sera 
un  quarré. 

PROBLBXB    XIII. 

Trouver  le  centre  cTun  cercle  ou  d*un  arc  donnéx 

Prenez  à  volonté  dans  la  circonférence  ou  dans  fig.  84. 
Tare  trois  points  A,  B,  C;  joignez  ou  imaginez  quon 
joigne  ÂB  et  BC,  divisez  ces  deux  lignes  en  deux  par. 
des  égales  par  les  perpendiculaires  DE,  FG;  le  point 
O,  où  ces  perpendiculaires  se  rencontrent ,  sera  le 
centre  cherché. 

Scholie.  La  même  construction  sert  à  faire  passer 
une  circonférence  par  les  trois  points  donnés  A,  B^  C^ 
et  aussi  i  décrire  une  circonférence  dans  laquelle  le 
triangle  donné  ABC  soit  inscrit. 

FB)»BfiAltB    XIV. 

Par  un  poinî  donné  mener  une  tangente  à 
un  cercle  donné. 

Si  le  point  danné  A  e^t  svdr  la  circonterenoe,  tii^ez  ^-  ^^• 
1#  rayon  GA^  et  mené»  AD  perpendievdaire  à  GA; 
AD  sera  Utanf^nttf  demandée*.  '9,  a 

Si  le  point  A  mt  hOrs  du  cercle ,  joignez  le  poîtti  ^'  ^ 
A  et  le  centre  par  la  ligne  droite  GA;  divisez  GA  en 
deux  également  au  point  O  ;  du  point  O ,  comme  cen- 
tre >  et  du  rayon  QG,  décrivez  une  circonférence  qui 
coupera  la  circonférence  donnée  au  point  B;  tirez 
AB,  et  AB  sera  la  tangente  demandée. 

Car  en  menant  CB,  Tangle  CBA,  inscrit  dans  le 
demi-cercle ,  est  un  angle  droit  *  ;  donc  AB  est  per- 
pendiculaite  à  ^extrémité  du  rayon  CB,  dond  elle  est 
ungennî. 

SehoUe.  Lé  pbint  A  étant  hots  du  ceifcle,  on  Voit 
qu'il  y  a  toujours  deux  ungentes  égales  AB,  AD, 
qui  paAséht  fmr  le  ppim  A  :  éfies  sont  égales,  car  les 
trÎM^ès  «actakigles  CBA^CDA  ont  rhypoténtise  CA 
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commune ,   et   le    côté    GB  =  CD  ;   donc  ils   sont 
*i8,i.    égaux ^;  donc  AD-=:AB,  et  en  même  temps  l'angle 
CAD=CAB. 

PROBLBMB    XY. 

k-^7-    Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  donné  ÂBC. 

Divisez  les  angles  A  et  B  en  deux  également  par 
les  lignes  AO  et  BO  qui  se  rencontreront  en  O  ;  du 
point  O  abaissez  les  perpendiculaires  OD,  OE,  OF, 
sur  les  trois  côtés  du  triangle;  je  dis  que  ces  perpen- 
diculaires seront  égales  entre  elles;  car,  par  construc- 
tion ,  l'angle  DAO  =  OAF,  l'angle  droit  ADO= AFO; 
donc  le  troisième  angle  AOD  est  égal  au  troisième 
AOF.  D'ailleurs  le  côté  AO  est  commun  aux  deux 
triangles  AOD,  AOF,  et  les  angles  adjacents  au  côté 
égal  sont  égaux;  donc  ces  deux  triangles  sont  égaux; 
donc  DO=OF.  On  prouvera  de  même  que  les  deux 
triangles  BOD,  BOE,  sont  égaux;  donc  OD  =  OE, 
donc  les  trois  perpendiculaires  OD,  OE,  OF,  tont 
égales  enti*e  elles. 

Maintenant  si  du  point  O,  comme  centre,  et  du 
rayon  OD,  on  décrit  une  circonférence,  il  est  clair 
que  cette  circonférence  sera  inscrite  dans  le  triangle 
ABC;  car  le  côté  AB,  perpendiculaire  à  l'extrémité 
du  rayon  OD,  est  une  tangente  :  il  en  est  de  même  des 
côtés  BC,AC. 

Sckolie.  Les  trois  lignes  qui  divisent  en  deux  égale- 
ment les  trois  angles  d'un  triangle ,  concourent  en  un 
même  point 

PBOBLJÎMB    XVI. 

iiff.  S8  Sur  une  droite  donnée  AB ,  décrire  un  segment 
capable  de  V angle  donné  C ,  c* est-à-dire ,  un  seg- 
ment tel  que  tous  les  angles  qui  jr  sont  inscrits 
soient  égaux  à  V angle  donné  C. 

Prolongez  AB  vers  D,  faites  au  point  B  langk 
DBE-=:C,  tirez  BO  perpendiculaire  à  BE,  et  GO  per- 
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pendiculaire  sur  le  milieu  de  ÂB;  du  point  de  ren- 
contre O,  comme  centre,  et  du  rayon  OB,  décrivez 
^un  cercle ,  le  segment  demandé  sera  AMB.        * 

Car  puisque  BF  est  perpendiculaire  à  Textrémité 
du  rayon  OB,  BF  est  une  tangente,  et  l'angle  ABF  a 
pour  mesure  la  moitié  de  1  arc  AKB^;  d'ailleurs  Tan-  *  i9,a. 
gle  AMB,  comme  angle  inscrit,  a  aussi  pour  mesure 
)a  moitié  de  lare  AKB,  donc  langle  AMB=  ABF=:r 
EBD  =  C;  donc  tous  les  angles  inscrits  dans  le  seg- 
ment AMB  sont  égaux  à  l'angle  donné  G. 

Scholie.  Si  Tangle  donné  était  droit ,  le  segment  cher^ 
ché  serait  le  demi«cercle  décrit  sur  le  diamètre  AB. 

PROBLÂMB    XYII. 

Trouver  le  rapport  numérique  de  deux  lignes  %•  90- 
droites  données  AB ,  CD ,  si  toutefois  ces  deux 
lignes  ont  ent^v  elles  une  mesure  commune. 

Portez  la  plus  petite  CD  sur  la  plus  grande  AB  au- 
tant de  fois  qu'elle  peut  y  être  contenue^  par  exemple, 
(leux  fois,  ayec  le  reste  BE. 

Portez  le  reste  BE  sur  la  ligne  CD ,  autant  de  fois 
qu'il  peut  y  être  contenu ,  une  fois,  par  exemple,  avec 
le  reste  DF. 

Portez  le  second  reste  DF  sur  le  premi^  BE,  au^ 
tant  de  fois  qu'il  peut  y  être  contenu,  une  foi«,  par 
exemple,  avec  le  reste  BG. 

Portez  le  troisième  reste  BG  sur  le  second  DF,  au- 
tant de  foi»  qu'il  peut  y  être  contenu. 

Continuez  ainsi  jusqu'à  ce  que  tous  ayez  un  reste 
qui  soit  contenu  un  nombre  de  fois  juste  dans  le  pré- 
cédent. 

Alors  €0  dernier  reste  sera  la  commune  mesiure  des 
lignes  proposées,  et, -en  le  regardant  comme  l'unité, 
onu-ouTera  aisément  les  valeurs  des  restes  précédents 
et  enfin  ceUes  des*deux  lignes  proposées,  d*oji  Ton    » 
ooncluia  leur  rapport  en  nombres. 
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Par  exemple,  si  Ton  tronre  que  6B  est  eontenu 
deuK  fuis  jastfe  dans  FD^  BG  sen  la  commune  itaesui^ 
des  deux  lighes  proposé!».  Soit  BG  !tft  r ,  iMi  âtira  FD 
â±i{  mais  SB  contient  une  foîA  FD  plus  GB;  dt>tic 
SBfc&3;  GD  èontient  une  fois  EB  plus  PD;  dône 
GD:±3  5|  enâh  AB  contient  deut  fois  CD  pitis  BB; 
donc  ABssi3$  donc  lé  rapport  des  deux  li^es  AB, 
CD,  est  celui  de  i3  à  6.  Si  la  ligne  CD  était  prise  pour 
unité,  la  ligne  AB  serait  ^^  et  si  la  ligne  AB  était  prise 
pour  unité,  la  ligne  CD  serait-^,-. 

SchâUe.  La  méthode  quon  Tient  dexpliquet*  est  la 
même  que  prescrit  raritkmétiquepourtrouYerleeotn- 
m  un  diviseur  de  deux  nombres  ;  ainsi  elle  n  a  pas 
besoin  d  une  autre  démonstration. 

Il  est  possible  ^e,  quelque  loin  qu*on  condnue 
Topé^tion,  on  ne  trouve  jamais  uki  resté  qtd  soit 
contenu  un  nombre  de  fois  juste  «Uns  la  précédent 
Alors  les  deux  lignes  n  ont  point  de  eommunë  ineMure, 
et  ëoat  œ  qu'on  appelle  ûufomnunsuraUâi  ^  oti  ea 
verra  ci-après  un  exemple  dans  le  rapport  de  là  <fia- 
gonàle  au  eàté  du  quarré»  On  ne  peut  donc  alors 
trouver  le  rapport  ^utct  en  nombres  :  mais  en  négli- 
geant le  dernier  reste,  on  trouvera  un  rapport  plus 
ou  moins  approché,  selon  que  1  opération  aura  été 
poussée  plus  ou  mmis  loin% 

PROBlAmB    XVIII. 

<>s*  91  •  Deux  angles  A  e/  B  éiant  donnés  ^  trouî^r  leur 
commune  mesure^  s'ils  en  uni  une  ^  et  de  là  klw 
rappoti  en  nombreê. 

Décrivez  avec  des  rayons  égaux  les  arcs  CD,  BP, 
qui  servent  de  mesure  à  ces  angles;  procédei  ensuite 
pour  la  compamison  des  arcs  CD ,  SF,  comme  dans  le 
problème  précédent;  car  un  arc  peut  être  porté  sur 
«  un  âro  de  raAme  rayon,  comme  «ne  Ugn6  droite  sur 
une  ligne  droite.  Voua  parviendraa  idnsî  à  la  imn* 
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musie  mesure  des  arcs  CD,  EF,  s'ils  en  ont  une,  et  à 
leur  rapport  en  noinbres.  Ge  rapport  éera  le  même  que 
celui  des  angles  donnés*;  et  si  DO  est  la  commune    ^17. a- 
mesure  des  arcs ,  DAO  sera  celle  des  angles. 

Sckolié.  On  p«ut  âlAii  tntut^t  la  tâleur  absolue  d'un 
angle  en  comparant  Tare  qui  lui  sert  de  mesure  à  toute 
la  circonférence  :  par  etërliple,  si  l'arc  CD  est  à  la  cir- 
conférence comme  3  est  à  a5,  l'angle  A  sera  les  ~  de 
quatre  angles  droits,  ou  ^  d'un  angle  droit. 

n  pourra  arriver  aussi  que  les  arcs  comparés  n'aient 
paa  da  commuike  mesure;  alors  on  naura  pour  les 
angles  que  dea  rapports  en  nombreé  plus  eu  moina 
approchés ,  Aelon  que  l'opération  aura  été  poussée  plua 
ou  moins  loin. 


^^^»/^*'^^^*>^*i*'»*i>»»^^<*«V»»%^^^^'**»%%^»%.»^^^^^-»^^%^^i%i^ 


LIVRE  IU- 


LES PROPORTIONS  DES  FIGURES. 

PBFIIflTIONS. 

I.  J'APPfiiii.EHA  \  figures  équhalentes  celles  dont  les 
surfaces  sont  égales. 

Deux  figures  peuvent  être  équivalentes ,  quoique 
très  -  dissemblables  :  par  exemple,  un  cercle  peut 
être  équivalent  à  un  quarré  ^  un  triangle  à  un  rec* 
tangle,  etc. 

La  dénomination  de  figures  égales  sera  conservée  à 
celles  qui  étant  appliquées  Tune  sur  Tau tre,  coïncident 
dans  tous  leurs  points  :  tels  sont  deux  cercles  dont 
les  rayons  sont  égaux,  deux  triangles  dont  les  trois 
côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun ,  etc. 

II.  Deux  figures  sont  semblailesj  lorsqu'elles  ont 
les  angles  égaux  chacun  à  chacun  et  les  côtés  homo^ 
logues  proportionnels.  Par  côtés  homologues  on  en- 
tend ceux  qui  ont  la  même  position  dans  les  deux 
figures^  ou  qui  sont  adjacents  à  des  angles  égaux»  Ces 
angles  eux-mêmes  s'appellent  angles  homologues. 

Deux  figures  égales  sont  toujours  semblables;  mais 
deux  figures  semblables  peuvent  être  fort  inégales. 

III.  Dans  deux  cercles  différents,  on  appelle  ares 
semblables ,  secteurs  semblables ,  segments  sembla» 
blés  y  ceux  qui  répondent  à  des  angles  au  centre 
égaux. 

fig.9*.  Ainsi  Tangle  A  étant  égal  à  Tangle  O,  Tare  BC 
est  semblable  à  Tare  DE,  le  secteur  ABC  au  secteur 
ODE,  etc. 

IV.  La  hauteur  d'un  parallélogramme  est  la  per- 


LÏVRS    III.  6l 

pendiculaire  EF  qni  mesure  la  distance  des  deux  câtés  fig.  ^3. 
opposés  AB,GD,  pris  pour  bases. 

V.  La  hauteur  d  un  triangle  est  la  perpendiculaire 
AD  abaissée  du  sommet  d'un  angle  A  sur  le  côté  op-  %P-  9^ 
posé  BC  pris  pour  base.  fig.  95. 

Vf.  La  hauteur  du  trapèze  est  la  perpendiculaire 
EF  menée  entre  ses  deux  côtés  parallèles  AB,  CD. 

Vil.  L'aire  ou  la  surface  d'une  figure  sont  des  ter- 
mes à-peu-près  synonymes.  L  aire  désigne  plus  parti- 
culièrement la  quantité  superficielle  de  la  figure  en 
tant  qu'elle  est  mesurée  ou  comparée  à  dautres  sur. 
faces. 

N.  B.  Pour  rintelligence  de  ce  livre  et  des  suivants,  il 
Ibiit  avoir  présente  la  théorie  des  proportions,  pour  laquelle 
nous  renvoyons  aux  traités  ordinaires  d^arithmétique  et 
d'algèbre.  Nous  ferons  seulement  une  observation,  qui  est 
très -importante  pour  fixer  le  vrai  sens  des  propositions,  et 
dissiper  toute  obscurité ,  soit  dans  Ténoncé ,  soit  dans  les 
démonstrations. 

Si  on  a  la  proportion  A:B::C:D,  on  sait  que  le  produit 
des  extrêmes  A  Xl>  est  égal  au  produit  des  moyens  BxC. 

Cette  vérité  est  incontestable  pour  les  nombres;  elle  lest 
aussi  pour  des  grandeurs  quelconques ,  pourvu  qu*elles  s*ex. 
priment  ou  qu'on  les  imagine  exprimées  en  nombres  ;  et  c'est 
ce  qu'on  peut  toujoiurs  supposer  :  par  exemple ,  si  A,  B ,  C ,  D , 
sont  des  lignes ,  on  peut  imaginer  qu'une  de  ces  quatre  lignes, 
ou  une  cinquième ,  si  l'on  veut ,  serve  a  toutes  de  commune 
mesure  et  soit  prise  pour  unité  ;  alors  A,  B,  C ,  D,  représentent 
chacune  un  certain  nombre  d'unités,  entier  ou  rompu,  com- 
mensurable  ou  incommensurable ,  et  la  proportion  entre  les 
lignes  A ,  B ,  C ,  D ,  devient  une  proportion  de  nombres. 

Le  produit  des  lignea  A  et  D,  qu'on  appelle  aussi  leur 
rectangle ,  n'est  donc  antre  chose  que  le  nombre  d'unité^ 
linéaires  contenues  dans  A ,  multiplié  par  le  nombre  d'uni- 
tés linéaires  contenues  dans  B  ;  et  on  conçoit  facilement  que 
ce  produit  peut  et  doit  être  égal  à  celui  qui  résulte  sembla- 
blement  des  lignes  B  et  C. 
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Les  grandean  A  et  B  peuvent  être  dNme  eepèoe,  par 
exemple ,  des  lignes ,  et  les  grandeurs  C  et  D  d'une  antre 
espèce ,  par  exemple ,  des  furfaces  ;  alors  Q  ^ut  tonjoufs  re- 
garder ces  grandeurs  comme  des  nombres  s  A  et  B  $*expri- 
meront  en  unités  linéaires ,  C  et  D  en  unités  superficielles, 
et  le  produit  A  X  I>  sera  un  nombre  comme  le  produit  B  X  C. 

En  général ,  dans  toutes  les  opérations  qu'on  fera  sur  les 
proportions ,  il  faut  toujours  regarder  les  termes  de  ces  pro- 
portions comme  autant  de  nombres,  cbacon  de  Tespèce  qui 
lui  convient ,  et  on  n*anra  aucune  peine  à  ooncevotr  ces  opé- 
watioaa  et  lea  oonsaqueBcea  qui  en  vésnl|ent. 
.  Noua  deTçma  avertir  aussi  que  plumnrs  de  nos  dovoiia- 
trations  sont  fondées  sur  quelques-unes  des  règles  les  plus 
simples  de  l'algèbre ,  lesquelles  s'appuient  elles-mf  mes  sur 
les  axiomes  connus  :  ainsi  si  l'on  ^  A  ;=:  9  +G,  et  qu'on  muL' 
tiplie  chaque  membre  par  une  même  quantité  m,  gu  en 
ConclutAXM=BXM+CxMi  pareillement  si  Von  aA= 
B  +  C  et  {)::;::£ — C,  et  qu*on  iJQUte  les  quantités  égales, 
ep  effaçant 4- Cet  —  C  qui  se  détruisent,  o^  en  coucloia 
A+l>=B+fI,  et  ainsi  des  autres.  Tout  cela  es^  asaes 
évident  par  soi-même;  mais,  en  cas  de  dilgcultç»  il  ^lem 
bon  de  consulter  les  livres  d'algèbre,  et  d*entre-mèler  ainsi 
rétude  des  deux  sciences. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

trkorAmb. 

Les  parallélogrammes  qui  ont  des  hases  égales 
et  des  lumteifrs  égales,  ^QiH  équlmhri(s. 
fig.  96.  ^it  A.3  la  base  commune  des  deu^  p^rallélçigr^mi* 
mes  ABGD,  ABEF ,  puisqu'ils  sont  supposés  aToîr  la 
même  hauteur ,  les  bases  supérieures  DC,  FE,  seront 
situées  sur  une  même  ligne  parallèle  à  AB.  Or  on  a 
par  la  nature  des  parallélogrammes  AD  2=60 ,  et  AF 
=  B£;  par  la  même  raison  on  a  DG= AB,  et  PE  = 
AB;  donc  DG  =  FE ;  donc,  retranchant  EKl  et  FE  de 
la  même  ligne  DE,  les  restes  CE  et  DF seront  égaux. 
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Il  Sttil  de  là  que  let  trianj^ies  DAF,  CBE,  aoBt  équi- 
latëvaux  entre  eux ,  et  par  oonflëquent  égaux. 

Maîf  Al  du  quadrilatère  ABED  on  retranche  le  tri*  cg.  96. 
4ngl«  AUF,  îl  reste  le  paraUélogramme  AB£F;  et  m. 
du  m^rne  quadrilatère  ABED  on  retranche  le  triangle 
QBE ,  il  reste  le  pai-allélogramme  A6CD  ;  donc  l^jp 
deux  parallélogrammes  ABCD,  ÂBEF,  qui  ont  même 
b«se  et  même  hauteur,  aoat  équivalents. 

CoroIUUm.  Tout  parallélogramme  AfiCD  est  équi^ 
VAleul  au  rectangle  ABEF  de  même  base  et  da  même  H-  97- 
h«u|«ur. 

PROPOSITION  II. 

THBQBÂ|I|!. 

Tout  triangle  ABC  ^st  l(i  moitié  du  parallélo-  «g-  98. 
gramme  ABCID  qui  a  même  hase  et  même  hauteur. 

Car  les  triangles  ABC,  ACD,  sqnt  égaux  *.  *  •«.  1. 

Corollaire  I.  Donc  un  triangle  AI^G  est  la  moitié  du 
l^ctaqgle  BC£F  qui  a  même  base  BC  et  même  hau^ 
teur  AO;  car  le  rectangle  BCËF  est  équivalent  au  pa« 
rallélogramme  ABCD. 

Corollaire  IL  Tous  les  triangles  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  hauteurs  égales,  sont  équivalents. 

PROPOSITION  III. 

THliORiMB. 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases. 

Soient  ABCD,  AEFD ,  deux  rectangles  qui  ont  pour    fig. 99. 
hauteur  commune  AD;  je  dis  qu'ils  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  AB,  AE. 

Supposons  d'abord  que  les  bases  AB,  AE,  soient 
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commensurables  entre  elles,  et  qu'elles  soient,  par 
exemple,  comme  les  nombres  7  et  4  ^  ^  on  divise  Afi 
en  7  parties  égales,  AE  contiendra  4  ^^  <^^  V^^^ 
lies ,  élevez  à  chaque  point  de  division  une  perpen- 
diculaire à  la  base,  vous  formerez  ainsi  sept  rectan- 
g  les  partiels,  qui  seront  égaux  entre  eux,  puisquils 
auront  même  base  et  même  hauteur.  Le  rectangle 
AfiCD  contiendra  sept  rectangles  partiels,  tandis  que 
AEFD  en  contiendra  quatre;  donc  le  rectangle  ABCD 
est  au  rectangle  AEFD  comme  7  est  i  4  9  ou  comme 
AB  est  à  AË.  Le  même  raisonnement  peut  être  appli* 
que  à  tout  autre  rapport  que  celui  de  7  à  4;  donc, 
quel  que  soit  ce  rapport,  pourvu  qu'il  soit  commen- 
surable,  on  aura, 

.ABCD:AEFD::AB;AE. 
Supposons,  en  second  lieu,  que  les  bases  AB,  AE, 
soient  incommensurables  entre  elles  ;  je  dis  qu*on  n'en 
aura  pas  moins , 

ABCD:  AEFD  ::AB:AE. 
Car  si  cette  proportion  n*est  pas  vraie ,  les  trois  pre- 
miers termes  demeurant  les  mêmes,  le  quatrième  sera 
plus  grand  ou  plus  petit  que  AE.  Supposons  qu  il  soit 
plus  grand  et  qu'on  ait , 

ABCD:AEFD::AB:AO. 
Divisez  la  ligne  AB  en  parties  égales  plus  petites  que 
EO,  il  y  aura  au  moins  un  point  de  division  I  entre  E 
et  O  :  par  ce  point  élevez  sur  AI  la  perpendiculaij*e  IK  ,- 
les  bases  AB,  AI,  seront  commensurables  entre  elles, 
et  ainsi  on  aura ,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

ABCD:AIKD::AB:AL 
Mais  on  a,  par  hypothèse , 

ABGD:AEFD::AB:AO. 
Dans  ces  deux  proportions  les  antécédents  sont  égaux; 
donc  les  conséquents  sont  proportionnels,  et  il  en 
résulte, 

A1KD:AEFD::AI;A0. 
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Mais  âO  est  plus  grand  que  AI;  donc,  pour  que 
c^tfe  proportion  subsistât,  il  faudrait  que  le  rectangle 
A£FD  fût  plus  grand  que  AIKD;  or,  au  contraire,  il 
est  plus  petit;  donc  la  proportion  est  impossible;  donc 
ABCD  ne  peut  être  à  AEï'D  comme  AB  est  à  une  ligne 
plus  grande  que  A£. 

Par  un  raisonnement  entièrement  semblable,  on 
prouyerait  que  le  quatrième  ternie  <ie  la  proportion 
ne  peut  être  plus  petit  que  A£;  donc  il  est  égal  > 
à  AE. 

Donc,  quel  que  soit  le  rapport  des  bases,  deux 
rectangles  de  même  hauteur  ABCD,  A£FD,  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  AB ,  AE. 

PROPOSITION  IV. 

THÉOEEME. 

Deux  rectangles  quelconques  ABCD,  AEGF,  fig.  loi. 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  bases  mul- 
tipliées par   les   hauteurs  y   de  sorte  qu'on   a 
ABCD:AEGF::ABxAD:AExAr. 

Ayant  disposé  les  deux  rectangles  de  manière  que 
les  angles  en  A  soient  opposés  au  sommet,  prolongez 
les  côtés  6£,  CD,  jusqu'à  leur  rencontre  en  H;  le^ 
deux  rectangles  ABCD,  AEHD,  ont  môme  hauteur 
AD;  ils  sont  donc  entre  eux  comme  leurs  bases 
AB,  A£  :  de  même  les  deux  rectangles  AEHD, 
AEGF,  ont  même  hauteur  AE,  ils.  sont  donc  entre 
eux  comme» leurs  bases  AD,  AF  ainsi  on  aura  les 
deux  proportions, 

ABCD:AEHD::AB:AE. 
AEHD:AEGF::AD:AF. 

Multipliant  ces  proportions  par  ordre  ^  et  obser- 
vant que  le  moyen  terme  AEHD  peut  être  omis 
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comme  multiplicateur  commun  à  l'autëcëdent  et  au 
conséquent,  on  aura, 

ABCDiAÈGF ::  AB  X  AD: AE  X  AF. 

Scholie.  Donc  on  peut  prendre  pour  mesure  d'un 
rectangle  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  pourvu 
qu'on  entende  par  ce  produit  celui  de  deux  nombres, 
qui  sont  le  nombre  d  unités  linéaii^s  contenues  dans 
la  base ,  et  le  nombre  d  unités  linéfiires  contenues  dans 
la  hauteur. 

Cette  mesure,  d  ailleurs,  n'est  pas  absolue,  mais 
seulement  relative;  elle  suppose  qu'on  éralue  sem» 
blablement  un  autre  rectangle  en  mesurant  ses  côtés 
par  la  même  unité  linéaire  ;  on  obtient  ainsi  un  second 
produit ,  et  le  rapport  des  deux  produits  est  égal  à 
celui  des  recungles,  conformément  à  la  proposition 
qu'on  vient  de  démontrer. 

Par  exemple,  si  la  base  du  rectangle  A  est  de  trois 
unités  et  sa  hauteur  de  dix ,  le  rectangle  sera  représenté 
par  le  nombre  3  X  xo,  ou  So,  nombre  qui  ainsi  isolé 
ne  signifie  rien;  mais  si  on  a  un  second  rectangle  B 
dont  la  base  soit  de  douze  unités  et  la  hauteur  de  sept, 
le  second  rectangle  sera  représenté  par  le  nombre  7 
X  I a,  ou  84  :  de -là  on  conclura  que  les  deux  rec- 
tangles A  et  B  sont  entre  eux  comme  3o  est  à  84; 
donC;  si  on  convenait  de  prendre  le  rectangle  A  pour 
l'unité  de  mesure  dans  les  surfaces,  le  rectangle  B  au- 
rait alors  pour  mesure  absolue  '|,  c'est-à-dire  qu'il 
serait  égal  à  -J^  dVnités  superficielles. 

Il  est  plu^  ordinaire  et  plus  simple  de  prendre  le 
quarré  pour  lunité  de  surface,  et  on  choisit  le  quarré 
dont  le  côté  est  lunité  de  longueur;  alors  la  mesure 
que  nous  avons  regardée  simplement  comme  relative 
-  devient  absolue  :  par  exemple  le  nombre  3o,  par  Ie« 
quel  nous  avons  mesuré  le  rectangle  A,  représente  3o 
fif.  xofl.  unités  superficielles ,  ou  3o  de  ces  quarrés  dont  le  côté 
est  égal  à  lunité  :  c'est  ce  que  la  fig.  loa  rend  sensible» 
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On  confond  Assez  souvent  en  géoméurie  le  produit 
de  deux  lignes  avec  leur  rectangle^  et  cette  expres- 
sion a  même  passé  en  arithmétique  pour  désigner  le 
produit  de  deux  nombres  inégaux ,  comfpe  on  emploie 
celle  de  quarré^oxxx  exprimer  le  prod^ftd^un  npiribre 
multiplié  par  lui-même. 

Les  (juarrés  des  nombres  i ,  2  ,  3 ,  etc. ,  sont  1 9  4) 
9,  etc.  Aussi  voit- on  que  Je  quarré  fait  sur  ime  ligne 
double  est  quadruple;  sur  une  ligne  triple ,  il  est  neuf  fif«  i^\ 
fi>is  phii  grand,  et  ainsi  de  suite. 

PROPOSITION  V. 
thboeAxe. 

Vaire  d'un  parallélogramme  quelconque  est 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  le  parallélogramme  ABGD  est  équivalent  au  fig.  97. 
rectangle  AfiEF ,  qui  a  même  base  AB  et  même  hau- 
teur BE*;  or  celui-ci  a  pour  mesure  ABxBE**,  *i. **44 
donc  AfixBE  est  égal  à  l'aire  du  parallélogramme 
ABGD. 

Corollaire.  Les  parallélogrammes  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs ,  et  les  parallé- 
logrammes de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases;  car  A,  B,  G,  étant  trois  grandeurs  quel- 
conques, on  a  généralement  AxC:BxG::A:B. 

PROPOSITION  VL 

Vaire  dun  triangle  est  égale  au  produit  de 
sa  base  par  la  moitié  de  sa  fumeur. 

Car  le  triangla  ABG  esi  la  moitié  du  parallélo-  fi8«zo4« 
grammu  AfiGE»  qi4  a  même  basa  BC  et   mémç 
hauteur  AD^  ;  or ,  la  surface  du  parailélogrammo     *  '! 

5, 
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♦5.     r=  BC  X  AD*;  donc  celle  du  triangle=^BC  X  AD, 
ou  BC  X  vAD, 

Corollaire.  Deux  triangles  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases,  et  deux  triangles  de 
même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

PROPOSITION  VII. 

THBOaâMB. 

fSg.  io5.  Vaire  du  trapèze  ABCD  est  égale  à  sa  hau- 
teur £F,  multipliée  par  la  demi -somme  des 
bases  parallèles  y  AB,  CD. 

Par  le  point  I,  milieu  du  côté  CB,  menez  KL  pa- 
rallèle au  côté  opposé  AD,  et  prolongez  DC  jusqu'à 
la  rencontre  de  KL. 

Dans  les  triangles  IBL,  IGK,  on  a  le  côté  IB=IC 

par  construction ,    langle    LIB  =  CIK ,   et    Tangle 

*ft4.f.  IBL=ICK,  puisque  CK   et   BL  sont  parallèles^; 

*fj^ji,   donc    ces    triangles  sent  égaux*;  donc   le  trapèze 

ABCD  est  équivalent  au  parallélogramme  ADKL^  et 

il  a  pour  mesure  £F  x  AL. 

Mais  on  a  AL=i:DK,  et  puisque  le  triangle  IBL 
est  égal  au  triangle  KCI,  le  côté  BL  =  CK;  donc 
AB-f-CD=:AL  +  DK  =  2AL,  et  ainsi  AL  est  la 
demi -somme  des  bases  AB,  CD;  donc  enfin  Taiie 
du  trapèze  ABCD  est  égale  à  la  hauteur  £F  multi- 
pliée par  la  demi -somme  des  bases  AB,  CD,  ce  qui 

s'exprime  ainsi  :  ABCD=EF  x   (^^~^). 

Scholie.  Si  par  le  point  I,  milieu  de  BC,  on  mène 
IH,  parallèle  à  la  base  AB,  le  point  H  sera  aussi  le 
milieu  de  AD,  car  la  figure  AHIL  est  un  parallélo- 
gramme, ainsi  que  DHIK,  puisque  les  côtés  opposés 
sont  parallèles  :  on  a  donc  AH=:IL  et  DH=  IK;  or, 
IL==1K.,  puisque  les  triangles  BIL,  GlKi  «ont  égaux,* 
donc  AHc=:DH, 
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On    peut  remarquer   que  la   ligne    HIjcrAL=s 

;  donc  Taire  du  trapèze  peut  s  exprimer  aussi 

par  £F  X  HI  :  elle  est  donc  égale  à  la  hauteur  du 
trapèze  multipliée  par  la  ligne  qui  joint  les  milieux 
des  côtés  non  parallèles. 

PROPOSITION  Vin. 

TnBOAÂMS. 

Si  une  ligne  AC  est  divisée  en  deux  parties  AB,  fi«-  »«^ 
BC ,  le  quarréfait  sur  la  ligne  entière  AC  con^ 
tiendra  le  quarréfait  sur  une  partie  AB ,  plus  le    . 
quarré  fait  sur  Vautre  partie  BC ,  plus  deux 
fois  le  rectangle  compris  sous  les  deux  parties  AB, 

BC,  ce  qu^on  exprime  ainsi^  AC  o«.(AB+BC) 

r=ÂBV  BC  +  a  AB  X  BC. 

Construisez  le  quarré  AGDE,  prenez  AFrnAB, 
mené?  FG  parallèle  à  AC ,  et  BH  parallèle  à  AE. 

Le  quarré  ABCD  est  divisé  en  quatre  parties  :  la 
première  ABIF  est  le  quarré  fait  sur  AB,  puisqu'on 
a  pris  AF=AB:  la  seconde  IGDH  est  le  quarré  fait 
sur  BC;  car  puisqu'on  a  AC  =  AE,  et  AB=AF,  la 
différence  AC  —  AB  est  égale  à  la  différence  AE — 
AF,  ce  qui  donne  BC=zEF;  mais  à  cause  des*  parai* 
lèles  IG=:BC,  et  DG=EF,  donc  HIGD  est  égal  au 
quarré  fait  sur  BG.  Ces  deux  parties  étant  retran- 
chées du  quarré  total,  il  reste  les  deux  rectangles 
BCGI ,  EFIH ,  qui  ont  chacun  pour  mesure  AB  X  BG  ^ 
donc  le  quarré  fkit  sur  AG,  etc. 

Scholie.  Cette  proposition  revient  à  celle  quon 
démontre  en  algèbre  pour  la  formation  du  quarré 
dVn  binôme,  et  qui  est  ainsi  exprimée: 


PROPOSITION   IX. 

THÉOEBME. 

h-  xo7«  Si  la  ligne  AC  est  la  différence  des  deux  lignée 
AB ,  BC ,  le  quarré  fait  sut  AG  contiendra  le 
quart é  dekR^plus  le  quatre  de  BC ,  moins  deux 
fois  le  rectangle  fait  sur  AB  ^^  BC  ;  c'est-à-tUre 

qu'on  aura  ÂC*  ou  (AB  —  BC)  =  ÂB V  BC' — 
aABxBC. 

Construiftex  le  quarré  ABIF ,  prenea  AE=AC, 
lùenez  CG  parallèle  à  BI ,  HK  parallèle  à  AB,  et  ach^ 
ve£  le  quarré  O'LK. 

Les  deux  rectangles  CBIG,  GLKD ,  ont  chacun  pour 
mesure  AB  X  BC  :  si  on  les  retranche  de  la  fig^ure  en- 

tièreABILKEA,  qui  a  pour  valeur  AB  +  BC,  il  est 
clair  quil  restera  le  quarré  ACDE,  donc,  etc« 

Scholie,  Cette  proposition  reTÎéflt  à  la  formule  d  al- 
gèbre (a— A)'  =  a"-hft'— loi* 

PBOPOSITION    X. 

TttBOaÂflB. 

fig.  io8.  Le  rectangle  fait  sur  la  somme  et  la  différence 
de  deux  lignes  ^  est  égal  à  la  différence  des 
quarrés  de  ces  lignes:  ainsi  on  a  (AB+BC)  x 

(AB--BC)=AB— Bc'. 

Construisez  sur  AB  et  AG  les  .quArfiSs  ABIF, 
ACDE;  prolonges  AB  d'une  quantité  BK=s:fiG,  et 
achevez  le  rectangle  AKLE. 

La  base  AK  du  rectangle  est  la  Aotnme  Até  deak 
lignes  AB ,  BC ,  sa  hauteur  AE  est  la  dilléretice 
de  ces  mêmes  lignes  ;  donc  le  rectangle  AKLE=3 
(AB-f-BC)  X  (AB— BC).  Mais  ce  même  rectangle 
e^t  composé  des  deux  parties  ABH£  +  BHLK  ;  et 


la  partid  BHLR  est  égnie  au  rectangle  ED6F,  car 
BH=£sDE  et  BK=EFî  donc  AKLEtn^ABHE+EDGF. 
Or,  ces  deux  parties  forment  le  quarré  ABIF  moins 
le  quarré  DHIQ,  qui  est  le  quarré  fait  sur  BG;  donc 

enfin  (AB+BC)  X  (AB^BC)=AB— Bc' 

Schotie.  Cette  proposition  revient  à  la  formule 
dalgèbre  {a+b)  (a — b)z=ia* — i'. 

PROPOSITION    XI. 

THSOAâMB. 

Lé  quarré  fait  sur  Vhypoténuse  d*un  triangle 
rectangle  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  faits 
sur  les  deux  autres  côtés. 

•     Soit  ABC  un  triangle  rectangle  en  A  :  ayant  forme  H-  ^^ 
des  quarrés  sur  les  trois  côtés,  abaisseï  de  Tangle 
droit  sur  Thypoténuse  la  perpendiculaire  AD  que 
TOUS  prolongerez  jusqu'en  £  ;  tirez  ensuite  les  diago- 
nales AF,  GH. 

L*angle  ABF  est  composé  de  l'angle  ABC  plus  l'an- 
gle droit  CBF  :  l'angle  CBH  est  composé  du  même 
angle  ABC  plus  Fangle  droit  ABHf  donc  Tangle  ABF 
sHBC  Mais  AB=BH  comme  côtés  dun  même 
quarré,  et  BF=::BC  par  la  même  raison  ;  donc  les 
triangles  ABF ,  HBC,  ont  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  égaux  ;  donc  ils  soivt  égaux*.  *  ^,  u 

Le  triangle  ABF  est  la  moitié  du  rectangle  BD£F , 
(ou  pour  abréger  BE)  qui  a  même  base  BF  et  iiumuo 
hauteiu'  BD  *.  Le  triangle  HBC  est  pareillement  la  *  F-  «< 
moitié  du  quarré  AHj  car  Tangle  BAC  étant  droit 
ainsi  que  BAL ,  AC  et  AL  ne  font  qu'une  même 
ligne  droite  parallèle  à  HB;  donc  le  triangle  HBC  et 
le  quarré  AH,  qui  ont  la  base  commune  BK,  ont 
aiissî  la  hauteur  commune  AB  ;  donc  le  triangle  e^t 
la  moitié  du  quari-é. 
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On  a  déjà  prouvé  que  le  triangle  ABF  est  égal  aa 
triangle  HBC;  donc  le  rectangle  BDEF,  double  du 
tiîangle  ABF ,  est  équivalent  au  quarré  AH ,  double 
du  triangle  IIBC.  On  démontrera  de  même  que  le  reo 
tangle  CDËG  est  équivalent  au  quarré  AI  ;  mais  les 
deux  rectangles  BD£F,  G3EG,  pris  ensemble,  font  le 
quarré  BCGF;  donc  le  quarré  BGGF,  fait  sur  Thypo- 
ténuse ,  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  ABHL ,  AiCIK , 
faits  sur  les  deux  autres  côtés;  ou,  en  d'autres  termess 

BC=AB+AC" 

Corollaire  I.  Donc  le  quarré  dun  des  cAtés  de 
l'angle  droit  est  égal  au  quarré  de  l'hypoténuse  moins 
le  quarré  de  l'autre  côté,  ce  qu'on  exprime  ainsi: 

ÂB=BC— ÂC. 
**•"•'       Corollaire  H.  Soit  ABCD  un  quarré,  AC  sa  dia- 
gonale  ;  le  triangle  ABC  étant  rectangle  et  iaoscèle , 

on  auia  AC  =  AB+BC=2AB  ;  donc  le  quarré 
JaU  sur  la  diagonale  AC  est  double  du  quarré  faà 
sur  le  cote  AB. 

On  peut  rendre  sensible  cette  propriété  en  menant 
par  les  points  A  et  C  des  parallèles  à  BD,  et  par  les 
points  B  et  D  des  parallèles  à  AC  :  on  formera  ainsi 
un  nouveau  quarré  EFGH  qui  sera  le  quarré  de  AC. 
Or,  on  voit  que  FiFGH  contient  huit  triangles  égaux 
à  ABE,  et  que  ABCD  en  contient  quatre;  donc  le 
quarré  EFGH  est  double  de  ABCD. 

Puisque  AC  :  AB  :  :  2  :  i ,  on  a ,  en  extrayant  la  ra- 
cine quarrée ,  AC  :  AB  :  :  V^2  :  i  ;  donc  la  diagonale 
d*un  quarré  est  incommensurable  avec  son  côté. 

C'est  ce  qu'on  développera  davantage  dans  une  autre 

occasion. 

fig.  109.       Corollaire  III.  On  a  démontré  que  le  quarré  AH 

est  équivalent  au  rectangle  BDEF  ;  or ,  à  cause  de  la 

hauteur  commune  BF,  le  quarré  BCGF  est  au  reç» 
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(angle  BDEF  comme  la  base  BC  est  à  la  base  BD  ; 
donc , 

BC\- Xb':  :  BC  :  BD. 
Donc  le  quarré  de  rhjrpoténuse  est  au  quarré  d^un 
des  côtés  de  V angle  droit  comme  rhjpoténuse  est  au 
segment  adjacent  a  ce  coté.  On  appelle  ici  segment  la 
partie  de  l'hypoténuse  déterminée  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'angle  droit;  ainsi  BD  est  le  segment 
adjacent  au  côté  AB,  et  DG  est  le  segment  adjacent  au 
côté  ÂG.  On  aurait  semblablement, 

BC':  ÂC'::  BC  :  CD, 
Corollaire  IV.  Les  rectangles  BDEF,  DCGE,  ayant 
aussi  la  même  hauteur,  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  BD,  CD.  Or,  ces  rectangles  sont  équivalents  aux 

quarrés  AB ,  ÂG  ;  donc , 

Âb';  AC'::  BD  :  DC. 
Donc  les  quarrés  des  deux  cotés  de  Vangle  droit  ^ont 
entre  eux  comme  les  segments  de  Phjrpoténuse  adja^ 
cents  a  ces  côtés. 

PROPOSITION    XIL 

TH^OHÂMB. 

Dcms  un  triangle  ABC,  si  Vangle  G  est  aigu  y  ^„^  ^^y, 
le  quarré  du  côté  opposé  sera  plus  petit  que  la 
somme  des  quarrés  des  côtés  qui  comprennent 
Vangle  G  ;  et  si  Von  abaisse  AD  perpendiculaire 
sur  BC ,  la  différence  sera  égale  au  double  du 
rectartgk  BC  x  CD  ;  de  sorte  qu'on  aura , 

AB=ÂG+ BC— a  BC  x  CD. 
Il  y  a  deux  cas.  i®  Si  la  perpendiculaire  tombe  au- 
dedans  du  triangle  ABC  ,  on  aura  BD=BC — CD, 

^t   par  conséquent  *  BD'=  BG  +  CD  —  51  BC  X  CD.  ♦  9. 


^4  CiôM^fAtS. 

Ajoutant  de  part  et  d'autre  AD,  et  observant  que 

les  trîangles  rectangles  ABD,  ADC,  donnent  AD-f- 

JBD=AB  et  ÂD+DC=ÂG,  on  aura  ÂB=BgV 

AC  — aBCxCD. 

a^  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors  du  triangle 
*9-    ABC ,  on  aura  BDiiiCD— BC,  et  par  conséquent* 

BdWoD  +  BC'— aCDxBC.  Ajoutant  de  part  et 

d'autre  AD,  on  en  conclura  de  méraei 

AB*=£  BC +ÂG — a  BC  X  Ca). 

PEOPOSITION    XIIL 

THBORBIIB. 

«S.  m.  Bans  un  triangle  ABC,  si  V angle  C  est  obtus ^ 
le  quatre  du  côté  opposé  AB  sera  plus  grand 
que  la  somme  des  quarrés  des  côtés  qui  com- 
prennent V angle  C ,  et  si  on  abaisse  AD  perpen- 
diculaire sur  BC,  la  différence  sera  égale  au 
double  du  rêCtàngleBC  x  CD,  de  sorte  qu^onaura, 

ÂB=ÂcVbG V  aBC  X  CD. 

La  perpendiculaire  ne  peut  pas  tomber  au-dedans 

du  triangle;  car  si  elle  tombait,  par  exemple,  en  E, 

le  triangle  ACE  aurait  à  la  fois  langle  droit  E  et 

*29.t.  Tangle  obtus  C,  ce  qui  est  impossible*;  donc  elle 

tombe  au  dehors,  et   on  a  BD=BC+CD.  De  là 

*  «•  résulte  *  BD  =  BC +  CdV  a  BCxCD,  Ajoutant  de 

part  et  d'autre  AD  et  faisant  les  réductions  comme 

dans  le  théorème   précédent ,  on   en  conclura  AB 

=  BG  +  AC  +  aBCxCD. 

SchoUe,  Le  triangle  rectangle  est  le  seul  dans  le- 
quel la  somme  des  quarrés  de  deux  côtés  soit  égaie 
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au  quatre  du  troisième  j  car  si  Tangle  compris  par  ces 
côtés  est  aigu  y  la  somme  de  leurs  quarrës  sera  plus 
grande  que  le  quarré  du  oàtë  opposé;  s  il  est  obtus, 
elle  sera  moindre. 

PROPOSITION    XIV, 

THEOREME. 

JJans  un  tritmgle  quelconque  ABC,  si  on  mène  fig*»»»- 
€lu  sommet  eu  milied  de  ta  base  la  ligne  AEjje 

dis  qu'on  aura  AB-f-AC=2  AE  +  aBE. 

Abaissez  la  perpendiculaire  AD  sur  la  base  BC,  le 
triangle  AEC  donnera  par  le  théorème  xii, 

ÂC =ÂÊVÊC— 2  EC  X  ED. 
Le  triangle  ABE  dontjera  par  le  théorème  xui , 

ÂB= AÊ + ÊB  V  a  EB  X  ED. 
Donc,  en  ajoutant  et  observant  que  EBrrrEC,  on  aufa, 

AB VÂC = a  ÂE -h  a  EB.' 

Corollaire,  Donc ,  dans  tout  parallélogramme^  la 
somme  des  quarres  des  côtés  est  égale  h  la  somme  des 
quarrés  des  diagonales. 

Car  les  diagonales  AC,  BD,  se  coupent  mutuelle-  fig.nS. 
ment  en  deux  parties  égales  au  point  E^;  ainsi  le  *3x»n 
triangle  ABC  donne , 

ÂB  V  BC'=  a  AÊ  +  a  BÊ.' 
Le  triangle  ADC  donne  pareillement, 

AD + DC = 2  AÊ V  2  de! 
Ajoutant  membre  à  membre,  en  observant  que  BE= 
DE,  on  aura, 

ABVÂbVDcVBG=4ÂÊV4DË! 

Mais  4  AK  est  le  quarré  de  a  AE  ou  de  AC;  4  DE 
est  le  quarré  de  BD;. donc  la  somme  des  quarrés  des 
côtés  est  égale  à  la  somme  des  quarrés  des  diagonales. 
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ROPOSITION   XV. 

THBOaÂME. 

iig.  X14.  ^ût  ligne  DE,  menée  parallèlement  à  la  base 
(Tun  triangle  ABC  ,  divise  les  côtés  AB ,  AC, 
proportionnellement;  de  sorte  qu'on  a  AD  :  DB 
:  :  AE  :  EC. 

Joignez  BE  et  DG;  les  deux  triangles  BDE,  DEC, 
ont  même  base  DE  ;  ils  ont  aussi  même  hauteur, 
puisque  les  sommets  B  et  C  sont  situés  sur  une  parai- 
*  2       lèle  à  la  base;  donc  ces  triangles  sont  équivalents*. 

Les  triangles  ADE,  BDE,  dont  le  sommet  commun 
est  E ,  ont  même  hauteur  et  sont  entre  eux  comme 
*6,     leurs  bases  AD,  DB*;  ainsi  on  a, 

ADE  :  BDE  :  :  AD  :  DB. 

liCs  triangles  ADE,  DEC,  dont  le  sonunet  commun 
est  D,  ont  aussi  même  hauteur,  et  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  AE,  EG;  donc, 

ADE  :  DEC  :  :  AE  :  EC. 

Mais  le  triangle  BDE = DEC;  donc,  à  cause  du 
rapport  commun  dans  ces  deux  proportions,  on  en 
conclura  AD  :  DB  :  :  AE  :  EC. 

Corollaire  I.  De  là  résulte  componendo  AD  +  DB: 
AD  :  :  AK+EG  :  AE,  ou  AB  :  AD  :  :  AC  :  AE,  et  aussi 
AB  :  BD  :  :  AC  :  CE. 
Ég.  ii5.  Corollaire  IL  Si  entre  deux  droites  AB,  CD,  on 
mène  tant  de  parallèles  qu^on  voudra  AC,  EF,  GH, 
BD,  etc.,  ces  droites  seront  coupées  proportionnelle» 
ment^  et  on  aura  AE  :  CF  :  :  EG  :  FH  ::  GB  :  HD. 

Car  soit  O  le  point  de  concours  des  droites  AB, 
CD;  dans  le  triangle  OEF,  où  la  ligne  AC  est  menée 
parallèlement  à  la  base  EF,  on  aura  OE  :  AE  :  :  OF  : 
CF ,  ou  OE  :  OF  :  :  AE  :  CF.  Dans  le  triangle  OGH,  on 
aura  semblablement  OE  :  EG  :  :  OF  :  FH,  ou  Olv:  OF 
•  ;  ;  EG  ;  F II }  donc,  à  cause  du  rapport  commun  ; 
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0E:OF,  ces  deux  proportions  donnent  AE:CF:: 
EG  :FH,  On  démontrera  de  la  même  manière  que  EG  : 
FH  ::GB:HD,  et  ainsi  de  suite;  donc  les  lignes  AB^ 
CD^  sont  coupées  proportionnellement  par  les  paral- 
lèles EF,  GH,  etc. 

PROPOSITION  XVI. 

THBOEBXB. 

Réciproquement  si  les  côtés  AB ,  AC ,  sont  cou*  fig.  nô. 
pés  proportionnellement  par  la  ligne  DE,' en 
sorte  quon  ait  AD  :  DB  :  :  AE  :  EG ,  Je  dis  que  la 
ligne  DE  seraparailèle  à  la  base  BC. 

Car  si  DE  n  est  pas  parallèle  à  BC,  supposons  que 
DO  en  0oit  une;alors^  suivant  le  théorème  précé- 
dent, on  aura  AD:BD::AO:OC.  Mais,  par  hypo- 
thèse, AD:DB::AE:EC;  donc  on  aurait  AO:OC:: 
AE:EC;  proportion  impossible,  puisque  dune  part 
lantécédent  AE  est  plus  grand  que  AO ,  et  que  de 
Tautre  le  conséquent  EC  est  plus  petit  que  OC  ;  donc 
la  parallèle  à  BC  menée  par  le  point  D  ne  peut  diffé- 
rer de  DE  ;  donc  DE  est  cette  parallèle. 

Schoiie.  La  même  conclusion  aurait  lieu  si  on  sup- 
posait la  proportion  AB:AD::AC:AE.  Car  cette  pro- 
portion donnerait  AB — AD:AD::AC — ^AË:AE,  ou 
BD:AD::CE:AE. 

PROPOSITION  XVII. 

^  TBiOBÂlIB. 

La  ligne  AD ,  qui  divise  en  deux  parties  égales  Sg.  117. 
Vangle  BAC  d*un  triangle^  divisera  la  base  BC        , 
en  deux  segments  BD  ,  DC,  proportionnels  aux 
côtés  adjacents  AB,  AC;  de  sorte  qu'on  aura 
BD:DC::AB:AC. 


^8  GISOMBTaie. 

Par  le  point  C  menei  CE  parallèle  à  AD  jusqu'à  It 
rencontre  de  BA  prolongé. 

Dans  le  triangle  BCE,  la  ligne  AD  est  parallèle  à  la 
*i^*    base  CE;  ainsi  ou  a  {a  proportion  *, 
BD:DC::AB:AE. 
Mais  le  triangle  ACE  est  isoscète;  car.  à  cause   des 
parallèles  AD,  CE,  l'angle  ACE=DAC,  et   Tangle 
^24,1.  AEÇ=B4D  *  :   or,   par    hypothèse,   DAC=BAD; 
j3, ,.  donc  langle   ACE=:AEC,  et  par  suite  AE=AC*; 
substituant  donc  AC  à  la  pl^ce  de  A]S  daifs  la  propor- 
tion précédente,  on  Aura^ 

BD:DG::AB:AC. 

PROPOSITION  XVIII. 

v'hiIoeAkp* 

Deux  triangles  équiangles  ont  les  côtés  homo- 
logues proportionnels  et  sont  semblables. 
0g.  XI9»  Soient  ABC^  CDE,  deux  triangles  cpii  ont  les  an« 
gles  égaux  chacun  à  chacun,  savoir  BAC=CDE, 
ABC=:DCE,  et  ACB=DEC;je  dis  cjue  les  côtés 
homologues  ou  adjacents  aux  angles  égaux,  seront 
proportionnels,  de  sorte  qu'on  aura  BG:CE::AB: 
CD::AG:DE. 

Placez  les  côtés  homologues  BC,  CE,  dans  la  même 
direction,  et  prolongez  les  côtés  BA,  ED ,  jusqu'à  ce 
qu'ils  se  rencontrent  en  F. 

Puisque  BGE  est  une  ligne  droite,  et  que  Tangle 
f»4,x.  BCA=CED,  il  s'ensidt  que  AG  est  parallèle  à  DE  \ 
Pareillement,  puisque  l'angle  ABC=DC£,  la  ligne 
AB  est  parallèle  à  DC  \  dono  la  figure  ACDF  est  un 
parallélogramme. 
^5.  Dans  le  triangle  BFE  la  ligne  AC  est  parallèle  à  la 

base  FE,  ainsi  on  a  BC:CE;:BA:AF*.  A  la  place  de 
AF  mettant  son  égale  CD,  on  aura, 
BG;GE::BA;GD, 
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Dans  le  même  triangle  BFE,  si  on  regarde  BF 
comme  la  base,  CD  est  une  parallèle  à  cette  base,  et 
on  a  la  proportion  BG:CË;:FD:D£,  A  la  place  de 
FD  mettant  son  égale  AG,  on  aura, 
BC:CE::AC;DE. 

Enfin  de  ces  deux  proportions  qui  contijenneni  le 
méma  rapport,  BG:GE,  on  peut  conclure  aussi, 
AC:DE;:BA:CD- 

Done  les  triangles  ëquiangles  BAC ,  GD£ ,  ont  les 
côtés  homologues  proportionnels  :  mais,  suÎFant  la 
définition  II,  deux  figures  sont  semblables,  loisque 
elles  ont  i  la  fois  les  angles  égaux  chacun  à  chacun» 
et  les  côtés  homologues  proportionnels;  donc  les 
triangles  ëquiaagles  BAC,  GDE,  sont  deux  figures 
Mmblables. 

Corollaire.  Pour  que  deux  triangles  soient  sembla- 
bles, il  suffit  quib  aient  deuit  angles  égaux  chacun  k 
chacun^  car  alors  le  troisième  sera  égal  de  part  et 
d'autre,  et  les  deux  triangles  seront  équiangles. 

Sekolie,  Remarquez  que,  dans  les  triangles  sem.  . 
blables,  les  côtés  honu>logues  sont  opposés  à  des 
angles  égaux;  ainsi  langle  AGB  étant  égal  à  DEG  ,  le 
côté  AB  est  homologue.à  DG  ;  de  même  AG  et  DE  sont 
homologues  comme  étant  opposés  aux  angles  égaux 
ABC,  DGË  :  les  côtés  homologues  étant  reconnus,  on 
forme  aussitôt  les  proportions  : 

AB:DG::AG:D£::BG:GE. 

PROPOSITION  XIX. 

THBOaâME* 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 
proportionnels  y  sont  équiangles  et  semblables. 

Supposons   quon  ait  BG:ËF:  :  AB:DE::AG:DF,   fif.issi 
je  dis  que  les  triangles  ABC,  DEF,  auront  les  angles 
égaux,  faroir,  A=0,  B=E,  G=^F. 
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Faites  au  point  E  Tangle  FE6=rB  et  au  point  F 
langle  EFG=C,  le  troisième  G  sera  égal  au  troi- 
sième A ,  et  les  deux  triangles  ABC ,  EFG ,  seront 
ëquiangles  ;  donc  on  aura  par  le  théorème  précédent 
BC:EF::AB:EG  :  mais,  par  hypothèse,  BC:EF:: 
AB:DE$  donc  £6= DE.  On  aura  encore,  par  le 
même  théorème,  BG:EF::AC:FG;  or  on  a,  par  hy- 
potlièse,  BG  :EF::AC  :  DF,  donc  FG=DF{  donc 
les  triangles  EGF,  DEF,  ont  les  trois  côtés  égaux 
*ii,  1-  chacun  à  chacun;  donc  ils  sont  égaux \  Mais,  par 
construction ,  le  triangle  EGF  est  équiangle  au  trian- 
gle ABC  ;  donc  aussi  les  triangles  DEF ,  ABC ,  sont 
équiangles  et  semblables* 

Scholie  I.  On  Yoit  par  ces  deux  dénieras  proposi- 
tions, que  dans  les  triangles,  légalité  des  angles  est 
une  suite  de  la  proportionnalité  des  côtés,  et  ré- 
ciproquement, de  sorte  qu'une  de  ces  conditions 
suffit  pour  assurer  la  similitude  des  triantes.  Il  n*en 
est  pas  de  même  dans  les  figures  de  plus  de  trois 
côtés;  car,  dès  qu'il  s'agit  seulement  des  quadrila- 
tères, on  peut,  sans  changer  les'  angles,  altérer  la 
proportion  des  côtés,  ou,  sans  altérer  les  côtés, 
changer  les  angles;  ainsi  la  proportionnalité  des 
côtés  ne  peut  être  une  suite  de  légalité  des  angles,  ni 
fig.  Ht.  ^ice  'versd.  On  voit,  par  exemple,  qu'en  menant  EF 
parallèle  à  BC,  les  angles  du  quadrilatère  AEFD 
sont  égaux  à  ceux  du  quadrilatère  ABCD  ;  mais  la 
proportion  des  côtés  est  différente  :  de  même ,  sans 
changer  les  quatre  côtés  AB,  BC,  CD,  AD,  on  peut 
rapprocher  ou  éloignçr  le  point  B  du  point  D  ^  ce  qui 
altérera  les  angles. 

Scholie  II.  lies  deux  propositions  précédentes  qui 
n'en  font  proprement  qu'une,  jointes  à  celle  du 
quarré  de  Thypoténuse,  sont  les  propositions  les  plus 
importantes  et  les  plus  fécondes  de  la  géométrie; 
elles  suffisent  pr^ue  seules  à  toutes  les  applications 
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et  à  la  résolution  de  tous  les  problèmes  :  la  raison  en 
est  que  toutes  les  fig^ures  peuvent  se  partager  en 
triangles,  et  un  triangle  quelconque  en  deux  trian- 
gles rectangles.  Ainsi  les  propriétés  générales  des 
triangles  renferment  implicitement  celles  de  toutes  les 
figures. 

PROPOSITION  XX. 

THÉORBMS. 

Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  proportionnels ,  sont  semblables. 

Soit  l'angle  A  =:  D,  et  supposons  qu'on  a  AB:   Cg.  u,. 
DE  :  :  AG  :  DF  ;  je  dis  que  le  triangle  ABC  est  sem* 
blable  à  DEF. 

Prenez  AG  =  DE  et  menez  GH  parallèle  à  BG 
ïangle  AGH  sera  égal  à  Tangle  ABG^;  et  le  triangle  •%^.i, 
AGU  sera  équiangle  au  triangle  ABG  ;  on  aura  donc 
AB:AG::  AG:AH:  mais,  par  hypothèse ,  AB:DE:: 
AG  :  DF ,  et  par  construction  AG  =^  DE  ;  donc  AH  = 
DF,  Les  deux  triangles  AGH  ,  DEF ,  ont  donc  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  sont 
égaux.  Or  le  triangle  AGH  est  semblable  à  ABG  ;  donc 
DEF  est  aussi  semblable  à  ABG. 

PROPOSITION  XXI. 

p 

THBORâME* 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 
parallèles  y  ou  qui  les  ont  perpendiculaires  cha- 
cun à  chacun  y  sont  semblables. 

Gar,  i""  si  le  côté  AB  est  parallèle  à  DE ,  et  BG  à  t^^,  ii3. 
EF ,  Ïangle  ABG  sera  égal  à  DEF*  ;  si  de  plus  AG  est  ••7,1. 
parallèle  à  DF ,  Tangle  AGB  sera  égal  à  DFE  ,  et  aussi 
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BAC  à  EDF  :  donc  ie$  triangles  ABC,  D£F,  foni 

éqiiiangl«fl  ;  donc  ils  sont  semblables. 

fig.a4.  ^'*  Soit  le  G6té  DE  perpendiculaire  à  AB>  el  le 
côté  DF  à  AG  ;  dans  le  quadrilatère  AIDH  les  de«x 
angles  l  et  H  seront  droiu  ;  les  quatre  angles  valeal 

*ao,  I.  ensemlile  quatre  angles  droits  *;  donc  les  deux  res- 
tants lAU,  IDH,  valent  deux  augles  droits.  Alab  les 
deux  angles  EDF,  IDH,  valent  aussi  deux  angles 
droits  ;  donc  l'angle  EDF  est  égal  à  lAH  ou  BAC: 
pareillement  si  le  troisième  coté  EF  est  perpendi- 
culaire au  troisième  BC,  on  démontrera  que  I^angle 
DFE=C,  et  DEF=B  ;  donc  les  deux  triangles  ABC, 
DEF,  qui  ont  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à 
chacun ,  sont  équiangles  et  semblables. 

Scliolie.  Dans  le  cas  des  côtés  parallèles ,  les  côtés 
homologues  sont  les  côtés  parallèles,  et,  dans  celui 
des  côtés  perpendiculaires ,  ce  sont  les  côtés  perpen- 
diculaires. Ainsi,  dans  ce  dernier  cas,  DE  est  homo- 
logue à  AB,  DF  à  AC,  et  EF  à  BC. 

IjC  cas  des  côtés  perpendiculaires  pourrait  offrir 
une  situation  relative  des  deux  triangles ,  difTérente 
de  celle  qui  est  supposée  dans  la  fig.  ia4;  mais  Téga* 
lité  des  angles  respectifs  se  démontrerait  toujours , 
soit  par  des  quadrilatères  tels  que  AIDH,  dont  deux 
angles  sont  droits,  soit  par  la  comparaison  de  deux 
triangles  qui,  avec  des  angles  opposés  au  sommet, 
auraient  chacun  un  angle  droit:  dailleurs,on  pour- 
rait toujours  supposer  quon  a  construit  au-dedalls 
du  triangle  ABC  un  triangle  DEF,  dont  les  côtés 
seraient  parallèles  à  ceux  du  triangle  comparé  à  ABC, 
et  alors  la  démonstration  rentrerait  dans  le  caa  de  la 
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Les  lignes  AF,  AG,  etc.^  menées  comme  on  vou^  «g.  las. 
dra  par  le  sommet  iT un  triangle^  divisent  propor- 
tùmnellement  la  hase  BC  et  sa  parallèle  DE»  de 
mrte  qu'on  a  Dit  BF:  tIK.:FG:  :KL:GU  ,  eUt. 

Car,  puisse  DI  «st  parallèle  à  BF,  le  triangle 
ADi  est  «quiangle  <l  ABF^  et  on  a  la  proportioa 
DI:BF::  A1:AF;  de  m^e  IIC  ëuiit  parallèle  à  F6^ 
on  a  AI:AF::IK:FG;  donc  >  à  cause  cUi  rapport 
C0MIIIIUII  AI:AF)  ùtk  aa^a  D(iBP::IK:ra.  On  tfoui* 
tera  semblablemeot  IK;*FG:;KL:6H)  etc<ç  donc  ta 
Kgtie  DE  eat  émêée  aux  potatt  I»  K,  L,  ooaame  1» 
base  BG  l'est  aux  points  F,  G,  H. 

CQrollé$ir0.  Donc,  si  pC  était  divisée  en  parties 
égales  aux  points  F,  G»  H,  la  p^^llèle  DE  serait  di- 
méa  de  iii^uie  en  parties  égales  au:^  poiots  I,  K|  {#. 

PROPOSITION   XXIII. 
théoeâmb. 

iide  ra^lc  droit  A.  d'un  triangle  rectangle  on  sg.  lae. 
abaisse  la  perpendiculaire  AD  sur  r  hypoténuse; 

|0  Les  deux  triangles  partiels  ABD,  ADC, 
seront  semblables  entre  eux  et  au  triangle  tùtnl 
ABC; 

1^  Chaque  côté  AB  oa  AQ  sera  moyen  pro- 
portionnel entre  V  hypoténuse  BC  et  le  segment 
adjacent  BO  ou  DC  ; 

3«  La  perpendieulaire  kH  sera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  tleusc  segments  fiD ,  DC. 

Car,  I*  le  triangle  BAD  et  le  triangle  BAC  ont 
(^angle  oommun  B  ;  de  plus  Tangle  droit  BDA  en 
égal  à  Tangle  droit  BAC  ;  donc  le  troisième  angle 
BAD  de  lun  est  égal  au  troiatème  C  de  Tauire  \  donc 

6. 
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ces  deux  triangles  sont  équiangles  et  semblables.  Ou 
démontrera  de  même  que  le  triangle  DÂC  est  sem- 
blable  au  triangle  BAC  ;  donc  les  trois  triangles  sont 
équiangles  et  semblables  entre  eux. 

Q?  Puisque  le  triangle  BÂD  est  semblable  au  trian- 
gle BAC,  leurs  côtés  homologues  sont  proportionnels. 
Or,  le  côté  BD  dans  le  petit  triangle  est  homologue 
à  BA  dans  le  grand ,  parce  qu'ils  sont  opposés  à  des 
angles  égaux,  BAD,  BCA;  Thypoténuse  BA  du  petit 
est  homologue  à  Thypoténuse  BG  du  grand  ;  donc  on 
peut  former  la  proportion  BD  :  BA  ::  BA  :  BG.  On 
aurait  de  la  même  manière  DC:AC::  AC:BC;  donc, 
â^  chacun  des  côtés  AB,  AG,  est  moyen  propoi^ 
tionnel  entre  Thypoténuse  et  le  segment  adjacent  i 
ce  côté. 

3^  Enfin,  la  similitude  des  triangles  ABD,  ADC, 
donne ,  en  comparant  les  côtés  homologues  ,  BD: 
AD::AD:DG;  donc,  3i^  la  perpendiculaire  AD  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  BD,  DG 
de  rhypoténuse. 

Scholie.  La  proportion  BD:AB::AB:BG  donne, 
en  égalant  le  produit  des  extrêmes  à  celui  des  moyens, 

ÂB  =  BDxBG.  On  a   de   même  Âc'==DGxBG, 

donc  AbVaC=BDxBG  +  DGxBG;  le  second 
membre  est  la  même  chose  que  (BD+DG)  x  BG, 

et  il  se  réduit  à  BG  X  BG  ou  BG  ;  donc  on  a  AB 

-4-AG  =  BG;  donc  le  quarré  fait  sur  l'hypoténuse 
BG  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  faits  sur  les  deux 
autres  côtés  AB,  AG.  Nous  retombons  ainsi  sur  la 
proposition  du  quarré  de  Ihypoténu^e  par  une  Toie 
très-différente  de  celle  que  nous  avions  suivie  ;  d*où 
Ion  voit  qu'à  proprement  parler ,  la  proposition  du 
quari'é  de  Fhypoténuse  est  une  suite  de .  la  propor-^ 
tioniiuHté  des  côtés  dans  les    triangles   équiangles. 
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Ainsi  les»  propositions  fondamentales  de  la  géométrie 
se  réduisent,  pour  ainsi  dire,  à  celle* ci  seule,  que 
les  triangles  équiangles  ont  leurs  côtés  homolo^ies 
proportionnels. 

Il  arrive  souvent,  conune  on  vient  d^en  voir  un 
•xemple ,  qu'en  tirant  des  conséquences  d'une  ou  de 
plusieurs  propositions  ,^  on  retombe  sur  des  proposi- 
tions déjà  démontrées.  En  général,  ce  qui  caractérise 
particulièrement  les  théorèmes  de  géométrie,  et  ce 
qui  est  une  preuve  invincible  de  leur  certitude,  cest 
qu'en   les  combinant  ensemble  d'une  manière  quel- 
conque ,    pourvu   qu'on   raisonne  juste ,    on  tombe 
toujours  sur  des  résultats  exacts.  Il  n'en  serait  pas  de 
même  si  quelque  proposition  était  iausse ,  ou  n  était 
vraie  qu*à-peu-près  ;  il  arriverait  souvent  que ,  par 
la  combinaison  des  propositions  enti'e  elles,   Terreur 
s'accroîtrait  et  deviendrait  sensible.  C'est  ce  dont  on 
voit  des  exemples  dans  toutes  les  démonstrations  où   ' 
*nous   nous  servons  de  la  réduction  a  Paùsurcle,   Ces 
démonstrations ,  où  l'on  a  pour  but  de  prouver  que 
deux  quantités  sont  égales,  consistent  à  faire  voir  que^ 
s'il  y  avait  entre  elles  la  moindre  inégalité ,   on  serait 
conduit  par  la  suite  des  raisonnements  à  une  absur- 
dité manifeste  et  palpable  ;  d'où  l'on  est  obligé  de 
conclure  que  ces  deux  quantités  sont  égales. 

Corollaire.  Si  d'un  point  A  de  la  circonférence  on  fig.ia?. 
mène  les  deux  cordes  AB ,  AC ,   aux  extrémités  du 
diamètre  BC  ,  le  triangle  BAC  sera  rectangle  en  A  ^  9  *  i^t  2. 
donc  ^  i^  la  perpeiuliculaire  AD  est  moyenne  propor* 
tionnelle  entre  les  deux  segments  BD,   DC,    du  dia^ 

mètre f  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  quarré  AD 
est  égal  au  rectangle  BD  x  DC. 

a**  La  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre 
le  diamètre  BC  et  le  segment  adjacent  BD  >  ou ,  ce 

qui  revient   au  même  |  AB=BD  x  BC.    On  a  sem- 
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bablenieiît   AC'— CDxBC;  donc  JB:ÂC::  BD:DC; 

et  si  un  conipar«  ÂB  à  I)C,  on  aura  AB:  BC  *:  BD:BG; 

on  aurait  de  même  AC:BG::  DC:BC.  Ces  rappofti 
des  qtiurrës  deft  edtës ,  9oit  entre  eux ,  soit  aireo  k 
quarré  de  l*hypotënme,  ont  ëtë  déjà  donnés  éajM  kt 
eorol.  ni  et  rr  de  la  prop.  xx, 

PROPOSITION    XXIV. 

THBORSIIB. 

Deur  triangles  qui  ont  un  angh  égai  $onê 

entre  eux  comme  les  rectangles  des  eâtés  qui 

fig.  w«.  comprennent  fangleégal.  Jinsi  le  triangle  ABC 

est  au  triangle  ADE  comme  le  rectangle  AB  x  AC 

est  au  rectangle  ADxAE. 

Tirez  BE  ;  le»  deux  triangles  ABE,  ADE,  dont  îe 
sommet  commun  est  E,   ont  même  hauteur^  et  sont 
♦6.    entre  eux  comme  leurs  ba^es  AB,  AD* 5  donc, 
ABE:ADE::AB:AD. 
On  a  de  même, 

ABC:ABE::AC:AE. 
Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  omet- 
tant le  commun  terme  ABE,  on  aura, 

ABC:ADE::ABxAC:ADxAE. 
Corollaire,  Donc  les  deux  triangles  seraient  c«mi- 
valents  ,  si  le  rectangle  ABx  AC  était  égal  au  rectan- 
gle ADxAE,   ou  si  on  avait  AB:  AD::  AE:AC,  ce 
qui  aurait  \^en  si  la  ligne  DC  était  parallèle  à  BE. 

PROPOSITION   XXV. 

TB^OBBMS. 

Deux    triangles   semblables  sont  entre    eux 
comme,  les  quarrès  des  côtés  homologues,        • 
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Soît  langle  Ar=:D  et  Tangle  B=:=:E  ;  d abord  a  cause  %  laa. 
des  enfles  égaux  A  et  U,  on  aura ,  par  la  proposi- 
non  prëoëdente, 

ABC:DEF::ABxAC:DExDF. 
On  a  d'ttUeurs,  à  cause  de  la  similitude  dios  trianglesi 

AB:DE::AC:DF. 
Et  si  00  multiplie  cette  proportioii  xenw  à  terme  par 
k  proportion  identique, 

AC:DF;:AC:DF, 
il  en  véiuliera^ 

ABxAC.DE>tDFî:ÂC:DF. 
Donc, 

ABC:DEF.:Ac!df' 
Donc  deux  triangles  semblables  ABC ,  DEF,  sont 
entre  ?u^  comme  les  quarrés  des  côtés  homologues 
AC)  DF,  ou  comme  les  quarrés  de  deux  autres  côtés 
homologtM»  quelconques. 

PROPOSITION  XXVL 

tnionâMB. 

i}eiia:  polygones  semblables  sont  composés 
d'un  même  nombre  de  triangles  semblables  cha^ 
cun  à  chacun  et  semblablement  disposés. 

Dans  le  polygone  ABCDE,  menez  d'un  même  angle  ^s-  »«9- 
A  les  diagoDates  AC,  AD  aux  autres  angles.    Dans 
Tautre  polygone  FGHIK,  menez  semblablement  de 
Tangle  F  homologue  à  A,  les  diagonales  FH,  FI  aux 
autres  angles. 

Puisque  les  polygones  sont  semblables,  Tangle  ABC 
est  égal  à  son  homologue  FOH  *,  et  de  plus  les  rôtés  *^^^'  «• 
AB,  BC ,  sont  proportionnels  sux  côté»  FG,  GH  ;  de 
sorte  quon  a  AB:FG::  BC:GH.  Il  suit  de  là  que  les 
Oiangies  ABO ,  FGH ,  ont  un  angle  égal  compris 
enire  oôtis    proportionneli;   donc  Us  sont  iembla- 


88  GBOMBTaiS. 

î»<>.  bles  *  ;  donc  Tangle  BCA  est  égal  à  GHF.  Ces  angles 
égaux  étant  retranchés  des  angles  égaux  BCD,  GHI^ 
les  restes  ACD,  FHI  seront  égaux  :  mais  puisque  les 
triangles  ABC,  FGH  sont  semblables,  on  a  AC: 
FH::BC:GH;  d'ailleurs,  à  cause  delà  similitude  des 
•déf.  X  polygones  * ,  BC  :  GH  ::  CD  :  HI  ;  donc  AC  :  FH  :  : 
CD:HI  :  mais  on  a  déjà  vu  que  l'angle  ACD=FHI; 
donc  les  triangles  ACD,  FHI,  ont  un  angle  ^1  com- 
pris entre  côtés  proportionnels,  donc  ils  sont  sem- 
blables. On  continuei-ait  de  même  à  démontrer  la 
similitude  des  triangles  suivants ,  quel  que  fût  le  nom- 
bre des  côtés  des  polygones  proposés  ;  donc  deux 
polygones  semblables  sont  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement 
disposés. 

Scholie,  La  proposition  inverse  est  également  vraie  : 
Si  deux  polygones  sont  composés  d^un  même  nombre 
de  triangles  semblables  et  semblablement  disposés  ^  ces 
deux  polygones  seront  semblables. 

Car  la  similitude  des  triangles  respectifs  donnera 
l'angle  ABC=FGH,  BCA=GHF,  ACD=FHI  ;  donc 
BCD=GHI,  de  même  CDE=HIK,  etc.  De  plus,  on 
aura  AB:FG  ::  BC:GH  ::  AC:FH  ::  CD:HI, etc.  ;  donc 
les  deux  polygones  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés 
proportionnels;  donc  ils  sont  semblables. 

PROPOSITION   XXVII. 

TH^ORBMB. 

Les  contours  ou  périmètres  des  polygones  sem- 
blahlessont  comme  les  côtés  homologues^  et  leurs 
surfaces  sont  comme  les  quarrés  de  ces  mentes 
côtés. 
if.  129.  Car ,  i^  puisqu'on  a  ,  par  la  nature  des  figures 
semblables,  AB: FG  ::  BC: GH  ::  CD: HI,  etc. ,  on 
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peut  conclure  de  celle  suite  de  rapports  égaux  :  La 
somme  des  antécédents  AB-4-BC-I-CD,  etc.,  péri- 
mètre de  la  première  figure,  est  à  la  somme  des  consé- 
quents F6+GH*f-UI,  etc.^  périmètre  de  la  seconde 
figure ,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent  ^ 
ou  comme  le  côté  ÂB  est  à  son  homologue  FG. 
â°  Puisque  les  triangles  ABC,  FGH  sont  sembla- 

blés  ,  on  a  *  ABC  :  FGH  ::  ÂC  :  FÏl';  de  même  les 
triangles  semblables  ACD,  FHI ,  donnent  AGD  :  FHI 

::  AC  :  FH  ;   donc ,  à  cause  du  rapport  commun 

ÂC  :Th,  on  a, 

ABC:  FGH  ::  ACDiFHI. 
Par  un  raisonnement  semblable  on  trouverait, 

ACD:FHI  ::  ADEiFlK; 
et  ainsi  de  suite ,  s^il  y  avait  un  plus  grand  nombre 
de  triangles.  De  cette  suite  de  rapports  égaux  on  con- 
clura :  La  somme  des  antécédents  ABC+ACD+ADE, 
ou  le  polygone  ABCDE  ,  est  à  la  somme  des  consé- 
quents FGH-f-FHI^-FlK,  ou  au  polygone  FGHIK, 
comme  im  antécédent  ABC  est  à  son  conséquent 
FGH  y  ou  comme  AB  est  à  FG  ;  donc  les  surfaces  des 
polygones  semblables  sont  enixe  elles  comme  les  quar- 
rés  des  côtés  homologues. 

Corollaire.  Si  on  construit  trois  figui*es  semblables 
dont  les  côtés  homologues  soient  égaux  aux  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle ,  la  figure  faite  sur  le 
grand  côté  sera  égale  à  la  somme  des  deux  autres  : 
car  ces  trois  figures  sont  proportionnelles  aux  quarré> 
de  leurs  côtés  homologues  ;  or,  le  quarré  de  Thypo- 
ténuse  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  des  deux  autres 
côtés;  donc,  etc. 


90  oieMBrRiE. 

PROPOSITION    XXVIÏI. 

TSSoaâMB. 

ûg.  i3o.  tes  parties  de  deux  cordes  AB ,  CD ,  fui  se 
coupent  dans  un  cercle  y  sont  rétipf*oquement 
proportionnelles  y  c^est-à-dire  au^on  a  AO  î  DO 
:  :  CO  :  OB. 

Joigne!  AÇ  «t  BD  :  daDs  le«  tr^p^Ief  ACO,  BOD, 
les  angles  en  O  sont  égaux  comme  opposés  au  som- 
met ;  1  angle  A  est  égal  à  Tangle  D,  parce  qulls  sont 

*  i8*  ••  inscrits  dans  le  même  segment  *  \  par  la  nidm6  raison 

langle  C=B  ;  donc  ces  triafigles  sont  semblables,  et 
les  côtés  homologues  donnent  k  propottion  AO:DO 
::CO:OB. 

Corollaire.  On  tire  de  là  AO  X  OBiâ:DO  x  GO  x  doM 
le  rectangle  des  deux  parties  de  Tutie  des  corde»  Mt 
égal  au  rectangle  des  deux  partiel  de  l^autre. 

PROPOSITIOM   XXIX- 

thborAmv. 

fig.  i3i.  Si  d'un  même  point  O,  pri^  hor$  du  cercle^  on 
mène  les  sécantes  OB,  OG,  termi^é^  à  Vçrc  con- 
eéfve  BC,  kt  sécanêes  entières  semmt  réciproque- 
ment proportionnelles  à  kutê  parties  eartéiieut^ 
e^est-à-^dire  qu'on  aura  (»  :  OC  :  :  CD  a  QA* 
Car,  en  Joignant  AG,  Bb,  les  triangles  OAC,  OBO, 

*  !«•  ••  ont  rangle  O  commun;  de  pltià  Tftngle  B±£sC*f  donc 

ces  triangles  sont  semblables  ;  et  les  eAtés  komelogtiee 
donnent  la  proportion , 

OB.OG::OD:OA. 

Corollaire.  Donc  le  rectangle  OAxOB,  est  égal  au 
rectangle  OCxOD. 

Scholie.  On  peut  remarquer  que  cette  proposition 
a  beaucoup  d'analogie  avec  la  précédente  \  et  qu  elle 
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D*«n  diffère  queo  et  que  leê  deux  cordes  AB,  CD, 
au  lieu  d«  êe  couper  dans  le  cercle,  se  coupent 
au  dehors.  La  proposition  suivante  peut  encore  être 
regardée  comme  un  cas  particulier  de  celle-ci. 

PROPOSITION   XXX. 
thborâmb. 

Si  d'un  même  point  O  pris  hors  du  cercle  on  ^*  »^- 
mhne  une  tangente  OA  et  une  sécante  OC,  la 
tangente  sera  moyenne  proportionnelle  entre  Ut 
sécante  et  sa  partie  extérieure;  de  sorte  quon 
aura  OC  ;  OA  :  :  OA  :OD  ;  ou,  ce  qui  refilent  <ui 
même  y  5Â'=OCxOD. 

Car,  en  joignant  AD  et  AC,  les  triangfles  OAt), 
OAC,  ont  Tangle  O  commun  ;  de  plus  Tangle  OAD, 
form^  pa>r  une  tangente  et  une  corde  %  a  pour  mesure  *  '^^' 
la  moitié  de  Tare  AD,  et  Tangle  Ci  a  I4  même  luf^ur^;    . 
doi|€  Tanglo  OAD=cC  ;  donc  les  deux  iriaDgkNi  SPitt 
semblaldes,  et  on  a  la  proportion, 
OC:OA::OA:OD; 

<iuî  donne  0A=OCxOD. 

PROPOSITION    XXX. 

T0io&Blf«. 

Dans  un  triangle  ABC,  si  on  dtpiSê  f^ûngie  A  en  ffeitjt  *••  *^' 
parties  égales  par  lu  ligne  AD,  /^  rectangle  des  câtf*s  AB, 
AC ,  sera  égal  aa  rectangle  des  segments  BD,  DC,  pêas  au 
t^uànié  de  la  sécante  AD. 

FàltM  passer  nné  circonférence  par  les  trois  points  A,  B^ 
fc,  prolonge*  AD  jii«qti*è  la  circonférence,  et  joignez  CE. 

Le  trlsnj^le  BAD  est  semblable  an  triangle  EAC;  ear,  par 
hypothèse,  Fangle  BAD  =  EAC  ;  de  plus  Tangle  BiâsR 
puisqu'ils  ont  tons  deux  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  AC; 
doue  ces  triangles  sont  semblables ,  et  les  côlés  homologues 
donnent  la  proportion  BA  :  A£  ;;  AP  :  AC  :  de  là  résulte 
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BAxAC:i::AKxAD;  mais  A£=AJ)+D£,  et  en  multi- 
pliant de  part  et  d*aatre  par  AD,  on  a  AEx  AD=rAD+ 
•  a8.  AD  X  DE  ;  dailleurs  AD  X  DE=BD  X  DC  *  ;  donc  enfin 

BA  X  AC=Id+BD  X  DC. 
PROPOSITION    XXXII. 

THBORBMB. 

fig.  i54.  Bans  tout  triangle  ABC,  le  rectangle  des  deux  c&tér  AB^ 
AC,  est  égal  an  rectangle  compris  par  le  diamètre  CE  dm 
cercle  circonscrit  et  la  perpendiculaire  AD  abausee  sur  le 
troisième  côté  BC. 

Car,  en  joignant  AE,  les  triangles  ABD,  AEC,  sont  rec- 
tangles, l'un  en  D,  Tantre  en  A;  de  plus  l'angle  B=E;  donc 
ces  triangles  sont  semblables ,  et  ils  donnent  la  proportion 
AB:CE::AD:ACî  d'où  résulte  ABxAC=  CE X AD. 

Corollaire.  Si  on  mnltiplie  ces  quantités  égales  par  la 

même  quantité  BC,  on  aura  AB  X  AC  X  BC = CE  X  AD  X  BC 

*  6.  Or,  AD  X  BC  est  le  donble  de  la  snrÛLce  du  triangle  *  ;  donc 

le  produit  des  trois  c6tés  d^un  triangle  est  égal  à  sa  surface 

multipliée  par  le  double  du  diamètre  du  cercle  drcomscriL 

Le  produit  de  trois  lignes  s^appelle  quelquefois  un  solide, 
par  une  raison  qu'on  verra  ci-^prcs.  Sa  valeur  se  conçoit 
aisément,  en  imaginant  que  les  lignes  sont  réduites  en  nom- 
bres, et  multipliant  les  nombres  dont  il  s'agit. 

Scholie.  On  peut  démontrer  aussi  que  la  su/face  d^un 
triangle  est  égale  à  son  périmètre  multiplié  par  la  moàié  dm 
rayon  du  cercle  inscrit» 
fig.  87.  Car  les  triangles  AOB,  BOC,  AOC,  qui  ont  leur  sommet 
commun  en  O ,  ont  pour  bautenr  commune  le  rayon  du 
cercle  inscrit  ;  donc  la  somme  de  ces  triangles  sera  égale  a 
la  somme  des  bases  Afe,  BC,  AC,  multipliée  par  la  moitié 
dn  rayon  OD  ;  donc  la  surface  du  triangle  ABC  est  égale 
a  son  périmètre  mnltiplie  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 
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PROPOSITION   XXXIIl. 
thbo&Ams. 

Dam  tout  quadrilatère  insent  AfiCD  9  le  rectangle  des 
deux  diagonales  AC,  BD,  est  égal  à  la  somme  des  rectan* 
gfes  des  côiés  opposes,  de  sorte  qu'on  a 

ACXBD=ABXCD+ADXB€. 

Prenes  l'arc  CO=AD ,  et  tirez  BO  qui  rencontre  la  dia- 
gonale AC  en  I. 

L'angle  ABIhzzCBI,  puisque  l'un  a  pour  mesure  la  moitié 
de  AD,  et  l'autre  la  moitié  de  CO  égal  a  AD.  L'angle  ADB= 
BCI,  parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  m^me  segment  AOB; 
donc  le  triangle  ABD  est  semblable  au  triangle  IBC,  et  on  a 
la  proportion  AD:CI::BD:BC  ;  d'où  résulte  ADxBC= 
Qx  BD.  Je  dis  maintenant  que  le  triangle  ABI  est  semblable 
au  triangle  BDC  ;  car  l'arc  AD  étant  égal  à  CO,  si  on  ajoute 
de  part  et  d'autre  CD,  on  aura  l'arc  AO=DC;  doncl'angle 
ABI=DBC;  de  plus  l'angle  BAI=:BDC,  parce  quils  sont 
inscrits  dans  le  même  segment;  doue  les  triangles  AB[,DBG, 
sont  semblables,  et  les  côtés  bomologues  donnent  la  propor- 
tion AB:BD::AI:CD;  d'oùrésulte  ABxCD=AIxBD. 

Ajoutant  les  deux  résultats  troayés,  et  observant  que 
AIXBD-|-CIXBD=(AI+CI)XBD=ACXBD,  on  aura 
ADXBC+ABXCD=ACXBD. 

SchoUe.  On  peut  démontrer  de  la  même  manière  un  au- 
tre théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit. 

Le  triangle  ABD  semblable  à  BIC ,  donne  la  proportion 
BD:BC::AB:BI,  d'où  résulte  BIxBD=BCxAB^Si  on 
joint  CO,  le  triangle  ICO,  semblable  à  ABI,  sera  semblable 
à  BDC,  et  donnera  la  proportion  BD:CO:: DC. 01;  d'on 
résulte  OIxBD=COxDC,  on,  à  cause  de  CO=AD, 
OIXBD=:ADxDC.  Ajoutant  les  deux  résultats,  et  obser- 
vant que  BIxBIH-OlxBD  se  réduit  à  BOxBD,  on  aura, 
BO  X  BD=AB  X  BC-f-AD  X  DC. 

Si  on  eut  pris  BP=AD,  et  qu'on  eût  tiré  CKP,  on  au- 
rait trouvé  par  des  raisonnements  semblables, 
CP  X  C  A=AB  X  AD-f-BC  X  CD. 
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Mais  Tare  BP  ëunC  égal  à  CO,  si  on  ajoute  de  part  et 
d'aatre  BC,  ou  aura  Tare  ClP=sl€0 ,'  itnc  la  corde  CP 
est  égale  à  la  corde  BO,  et  par  conséquent  les  rectangles 
BOxBD  et  CPxCA  soat  entre  eux  comme  BD  est  à  CA  ; 
donc, 

BD:GA;:ABXBC-M^DXDC;ADXAS+BCXCD. 

Donc  lêM  deujr  dingonvUe^i  d'un  quadriiaière  ùtscnt  S09i 
entre  elles  comme  le$  sommes  des  redangies  def  cMf  fW 
aboutissent  à  leufts  emtrvipiiés. 

Ces  deuil  tb«otémes  peuvent  serrir  à  trouver  l#i  di^f  o- 
nales  quand  on  connaît  les  côtés. 

PROPOSITION   XXXIV. 

THÉO  AÂMB. 

fig-  »5d.  $qIi  p  lin  point  donné  au  dedans  du  cercle  sur  &  rayon 
AC,  et  soit  pris  un  point  Q  au  dehors  sur  le  prolongement 
du  même  rayon  ,  de  sorte  qu'on  ait  CP:CA  ::  CA:CQ  ;  si 
ttun  point  quèleonque  M  de  la  circonférence  on  mène  aux 
deur  points  ^  etQ  les  droites  MP,  MQ,  fe  dis  que  ces  droi- 
tes seront  partout  dans  un  même  rapport,  et  qa*vn  attm 

MP:MQ::AP:AQ. 

Car  on  a,  par  hypothèse,  CP:CA::CA:CQ  ;  mettant 
CM  a  la  place  de  CA,  on  aura  CP:CM::CMrCQ;  donc  les 
triangles  CPM  ,  CQM ,  ont  un  angle  égal  C  compris  entre 
•  ao,  3,.  côtés  proportionnels;  donc  ils  sont  semblables*;  donc  le 
troisième  côté  MP  est  an  troisième  MQ  comme  CP  est  i  CM 
ou  CA.  Mais  la  proportion  CP:CA::CA:CQ  donne,  diw- 
£fc/i€/otCP:CA;:CA— CP:CQ— CA,  ou  CP:CA::AP:AQ, 
doncMP:MQ::AP:AQ. 


Prohlime^  retattft  au  Lif^re  IIÎ. 

utiliser  une  ligne  droite  donnée  en  tant  de 
parties  égales  qu'on  voudra  j  qu  en  parties pro^ 
portionnelles  à  des  lignes  données. 

t"  Soit  proposé  d^  ilivîs^r  la  Ugn#  AB  en  cinq  ^-i^?- 
parties  ëgakft  ;  par  rextrëmité  A  on  inèneia  la  droite 
îndéBnie  A6»  et  prenant  AC  dune  grandeur  quel- 
eonque ,  on  portera  AC  cinq  fois  sur  AG.  On  joindre 
le  deraier  point  de  division  G  et  TexUéniitë  B  par  le 
li^e  6B,  puis  on  mènera  CI  parallèle  à  GB  ;  je  dû 
que  AI  sera  la  cinquième  partie  de  la  ligne  AB,  et 
qu  ainsi  en  portant  AI  cinq  fbi«  sur  AB,  la  ligne  AB 
sera  divisée  en  cinq  parties  égales. 

Car,  puisque  CI  est  parallèle  à  GB,  les  côtes  AG, 
AB,  sont  coupés  proportionnellement  en  C  et  I  ^.  Biais      *  '^' 
AC  est  la  cinquième  partie  de  AG  ;  donc  AI  est  la  cin« 
quième  partie  de  AB. 

a*  Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  parties  ig-  iSt. 
proportionnelles  aux  lignes  données  P,  Q,  R.  Par 
Textrémilé  A  on  tirera  Tindéfinie  AG,  on  prendra 
ACznP,  CD=Q,  DE=R,  on  joindra  les  extrémités 
E  et  B,  et  par  les  points  C,  D,  on  mènera  CI,  DK, 
parallèles  à  EB  ;  je  dis  que  la  ligne  AB  sei*a  divisée 
en  parties  AI ,  IK,  RB,  proportionnelles  aux  lignes 
données  P,  Q,  R. 

Car,  à  cause  des  parallèles  CI,  DK,  EB,  les  parties 
AI,  IK,  KB,  sont  proportionnelles  aux  parties  AC, 
CD,  DE  *}  et  par  construotion  celles-ci  sont  ^[ales     *  ^* 
«a  lignes  données  Pf  Q,  ft. 

FmOBI.âKB    II. 

Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois 
lignes  données  A,  B,  C. 
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^'  i^  Tirez  les  deux  lignes  indéfinies  DE,  DF,  sous  un 
angle  quelconque.  Sur  DE  prenez  DA=Â  et  DB=B, 
sur  DF  prenez  DG=C,  joignez  AG,  et  par  le  point 
B  menez  BX  parallèle  à  AC  ;  je  dis  que  DX  sera  la 
quatrième  proportionnelle  demandée  :  car,  puisque 
BX  est  parallèle  à  AG,  on  a  la  proportion  DA:DB  :: 
DG:DX;  or,  les  trois  premiers  termes  de  cette  propor- 
tion sont  égaux  aux  trois  lignes  données  ;  donc  DX 
est  la  quatrième  proportionnelle  demandée. 

Corollaire.  On  trouvera  de  même  une  troisième 
proportionnelle  aux  deux  lignes  données  A,  B,  car 
elle  sera  la  même  que  la  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  lignes  A,  B^  B. 

PEOBLBIIB    III. 

Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  A  e^  B. 
fig.iio.  Sur  la  ligne  indéfinie  DF  prenez  DE=A,  et  EF=zB; 
sur  la  ligne  totale  DF  comme  diamètre,  décrivez  la 
demi  -  circonférence  DGF  j  au  point  E  élevez  sur  le 
diamètre  la  perpendiculaire  EG,  qui  rencontre  la  cir- 
conférence en  G;  je  dis  que  EG  sera  la  moyenne 
proportionnelle  cherchée. 

Car  la  perpendiculaire  G£,  abaissée  dun  point  de 
la  circonférence  sur  le  diamètre ,' est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  du  diamètre  DE, 
*  «3.  EF  *  :  or,  ces  segments  sont  égaux  aux  lignes  données 
A  etB. 

PROBLÂHB    IV. 

fif .  i4«.  Diviser  la  ligne  donnée  AB  en  deux  ptxrtiesy 
de  manière  que  la  plus  grande  soit  moyenne 
proportionnelle  entre  la  ligne  entière  et  Vautre 
partie. 

A  l'extrémité  B  de  la  ligne  AB  élevez  la  perpen- 
diculaire BG  égale   à   la  moitié  de  AB  ;  du  point  G 
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«omine  centre ,  et  dn  rayon  CD  décrivez  une  circon- 
férence, tirez  AC,  qui  coupera  la  circonférence  en  D, 
et  prenez  AF=AD;  je  dU  que  la  ligne  AB  sera  divisée 
ou  point  F  de  la  manière  demandée,  c'est-à-dire  qu'on 
aura  AB:AF::  AF:FB. 

Car  AB  étant  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
CB,  est  une  tangente;  et  si  on  prolonge  AC  jusqu'à  ce 
quelle  rencontre  de  nouveau  la  circonférence  en  E, 
on  aura  *  AE:AB::  AB:AD;  donc,  dwidendo^  AE  *  5j. 
— AB:AB::AB — AD: AD.  Mais,  puisque  le  rayon 
BC  est  la  moitié  de  AB ,  le  diamètre  DE  est  égal  à 
AB,  et  par  conséquent  AE — AB=AD=rAF  ;  on  a 
aussi,  à  cause  de  AF=AD,  AB — AD==FB;  donc 
AF:AB::FB:AD  ou  AF;  donc,  invertendo,  AB.AF 
::AF:FB. 

SchoHe.  Cette  sorte  de  division  de  la  ligne  AB 
s'appelle  division  en  moyenne  et  extrême  raison  :  on 
en  verra  des  usages.  On  peut  remarquer  que  la  sé- 
cante AE  est  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison 
au  point  D  \  car^  puisque  AB=D£,  on  a  AE:D£:: 
DE:  AD. 

PROBLâMS     V. 

Par  un  point  donné  A  dans  V angle  donné  Cg.  u». 
BCD,  tirer  la  ligne  BD  de  manière  que  les  parties 
AB,  AD,  comprises  entrée  le  point  A  et  les  deux 
côtés  de  r angle  ^  soient  égales. 

Par  le  point  A  menez  AE  parallèle  à  CD,  prenez 
B£=:CE,  et  par  les  points  B  et  A  tirez  BAD,  qui 
sera  la  ligne  demandée. 

Car,  AE  étant  parallèle  à  CD ,  on  a  B£:EC  ::  BA: 
AD  ;  or  BE=EC  ;  donc  BA= AD. 

PAÛBLEME    VI. 

Faire  un  quarré  équis^alent  à  un  parallélo* 
gramme  ou  à  un  triangle  donné. 
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ûg.  i43.       1^  Soit  ABCD  le  parallélogramme  donne,  AB  sa 
base,  DE  sa  hauteur  :  eiitre  Afi  et  DE  chercliea  une 
*pr.  3.  moyenne  proportionnelle  XY*;  je  dis  que  le  quarré 
fait  sur  KY  sera  équivalent  au  parallélogramme  ABCD: 
Car  on  a,  par  construction ,  AB:XY:;XY:DE;  donc 

XYriABxDE  :  or  ABxDE  est  la  mesure  du  pa- 
rallélogramme, et  X¥  celle  du  quarré,  donc  ils  sont 
équivalents. 
fi«.i44.  a'*  Soit  ABC  le  triangle  donné,  BC  sa  base,  AD  sa 
hauteur  :  prenez  une  moyenne  proportionnelle  entre 
BC  et  la  moitié  de  AD ,  et  soit  XY  cette  moyenne  ; 
je  dis  que  le  quarré  fait  sur  XY  sera^  équivalent  au 
triangle  ABC. 

Car,  puisqu'on  a  BC:XY.:  XY  :  ^  AD,  il  en  ré- 
sulte XY=BC  K  7AD ,  donc  le  quarré  fait  sur  XY  est 
équivalent  au  triangle  ABC. 

PAOBLÂMB    VXI.  n 

fig.  145.  Faire  sur  la  ligne  donnée  AD  un  rectangle 
ADEX  équivalent  au  rectangle  donné  ABFC. 

Cherchez  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  AD,  AB,  AG,  et  soit  AX  cette  quatrième  pro- 
portionnelle, je  dis  que  le  rectangle  fait  aur  AD  et  AX 
^era  équivalent  au  rectangle  ABFC. 

Car,  puisqu'on  a  AD:AB::  AC: AX,  il  en  résulte 
ADxAX=ABxAC;  donc  le  recUngle  ADEX  est 
équivalent  au  rectangle  ABFC. 

PROBLEME    TIII. 

fit-  ï4«.  Trouver  en  lignes  le  rapport  du  rectangle  des 
deux  lignes  données  ketBau  rectangle  des  deux 
lignes  données  C  e^  D. 

Soit  X  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  B,  C,  D;  je  dis  que  le  rapport  des  detix  lignes 
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A  et  X  serm  égal  ii  celui  des  deux  rectangles  A  x  B , 

Cxn. 

Car,  puisquon  a  BîC::D:X,  îl  en  résulte  CxD 
satBxX;dônc  Ax  B:Cx  D;:  Ax  B:BxX  r:  A:X. 

Corollaire.  Donc,  pour  avoir  le  rapport  des  qnar- 
rés  faiu  sur  les  lignes  données  A  et  C^  cherchez  une 
ti'oisiènie  proportionnelle  X  aux  lignes  A  et  C ,  en 
sorte  quon  ait  A:G::C:Xy  et  vous  aurea  A,*:C*  :: 
A.:X. 

PROBLÂMB    IX. 

Trouver  en  lignes  le  rapport  du  produit  des  fig.  1491 
trois  lignes  données  k y  B,  C,  au  produit  des 
trois  lignes  données  P,  Q,  R. 

Aux  trois  lignes  données  Pf  A,  B,  cherchez  une 
quatrième  proportionnelle  X  :  aux  trois  lignes  don- 
nées C,  Qt  &9  cherches  une  quatrième  proportion- 
nelle Y.  Les  deux  lignes  X,  Y,  seront  entre  elles 
comme  les  produits  AxBxC,PxQxll. 

Car,  puisque  P:A::B:X,  on  a  AxBs^rPxXj 
et,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  C,.AxB 
xC=CxPxX.  De  nîém.e,  puisque  C:Q:;R:Y, 
il  en  résulte  Qx  R=Cx  Y;  et,  multipliant  de  part  et 
d'autre  par  P ,  on  a  P  X  Q  X  1\=P  X  C  X  Y  ,  donc  le 
produit  AxBxC  est  au  produit  PxQxR  comme 
GxPxX«stàPxCxY,ou  commeXest  à  Y. 

PXOBLâMS    X. 

Faire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone 
donné. 

Soit  ABGDE  le  polygone  donné,  Tirex  d^abord  Sg.  146. 
la  diagonale  CE,  qui  retranche  le  triangle  CDE;  par 
le  point  D  menez  DF  parallèle  à  CE  jusqu'à  la  ren- 
contre de  AE  prolongé  ;  joignez  CF ,  et  le  polygone 
ABCDË  sera  équivalent  au  poly^fone  AJBCF  qid  a  un 
oAaé  de  moios. 
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Car  les  triangles  CDE,  GF£^  ont  la  base  commune 
CE  ;  ils  ont  aussi  même  hauteur ,  puisque  leai:s  som* 
mets  D ,  F ,  sont  situés  sur  une  li^e  DF  parallèle  à  la 
base;  donc  ces  triangles  sont  équivalents.  Ajoutant 
de  part  et  d  autre  la  figure  ABCE ,  on  aura  d'un  c6lé 
le  polygone  ADCDE,  et  de  l'autre  le  polygcme  ABGF, 
qui  seront  équivalents. 

On  peut  pareillement  retrancher  1  angle  B  en  substi- 
tuant au  triangle  ABC  le  triangle  équivalent  AGC^  et 
ainsi  le  pentagone  ABDE  sera  changé  en  un  triangle 
équivalent  GCF. 

Le  même  procédé  s'appliquera  à  toute  autre  figure; 
car  en  diminuant  d'un  à  chaque  fois  le  nombre  des 
côtés ,  on  finira  par  tomber  sur  le  triangle  équivalent. 

Scholie.  On  a  déjà  vu  que  tout  triangle  peut  être 
*pr.  6.  changé  en  un  quarré  équivalent  *,  ainsi  on  trouvera 
toujours  un  quarré  équivalent  à  une  figure  rectiligne 
donnée;  c'est  ce  qu^on  appelle  quarrer  la  figure  recti- 
ligne^ ou  en  trouver  la  quadrature. 

Le  problême  de  la  quadrature  du  cercle  consiste  à 
trouver  un  quarré  équivalent  à  un  cercle  dont  le  dia* 
mètre  est  donné. 

PROBlAiIB    XI. 

faire  un  quarré  qui  soit  égal  à  la  somme  ou 
à  la  dijférence  de  deux  quarrés  donnés. 

Soient  A  et  B  les  côtés  des  quarrés  donnés  : 
fif.  147.       I®  SU  faut  trouver  un  quarré  égal  à  la  somme  de 
ces  quarrés,  tirez  les  deux  lignes  indéfinies  ED ,  £F  i 
angle  droit;  prenez  ED=A  et  EG=By  joignez  DG, 
et  D6  sera  le  côté  du  quarré  cherché. 

Car  le  triangle  DEC  étant  rectangle,  le  quarré  fait 
sur  DG  est  égal  à  la  somme  des  qiuirrés  bits  sur  £D 
et  £0. 

â^  S'il  faut  trouver  un  quarré  égal  à  la  différence 
des  quarrés  donnés ,  formez  de  même  l'angle  droit 
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FEH ,  prenez  GE  égal  au  plus  petit  de  côtés  A  et  B  ; 
du  point  G,  comme  centre ,  et  d'un  rayon  GH  égal  à 
Tautre  côté,  décrivez  un  arc  qui  coupe  EH  en  H;  je 
dis  que  le  quarré  fait  sur  EH  sera  égal  à  la  différence 
des  quarrés  faits  sur  les  lignes  A  et  fi. 

Car  le  triangle  GEH  est  rectangle ,  l'hypoténuse 
GH=A,  et  le  côté  GE=B^  donc  le  quarré  fait  sur 
EH,  etc. 

Scholie.  On  peut  trouver  ainsi  un  quarré  égal  à  la 
somme  de  tant  de  quarrés  qu*on  voudra;  car  la  con- 
straction  qui  en  réduit  deux  à  un  seul ,  en  réduira 
trois  à  deux,  et  ces  deux-ci  à  un ,  ainsi  des  autres.  Il 
en  serait  de  même  si  quelques-uns  des  quarrés  devaient 
être  soustraits  de  la  somme  des  autres. 


paoBiiâiiB  XII. 

Construire  un  quarré  qui  soit  au  quarré  donné  iig.  iSo. 
ABCD,   comme  la  ligne  lA  est  à  la  ligne  N. 

Sur  la  ligne  indéfinie  EG ,  prenez  EF=:M ,  et  FG 
=  N  ;  sur  EG ,  comme  diamètre ,  décrivez  une  demi- 
circonférence  ,  et  au  point  F  élevez  sur  le  diamètre  la 
perpendiculaire  FH.  Du  point  H  menez  les  cordes 
HG,  HE ,  que  vous  prolongerez  indéfiniment  :  sur  la 
première  prenez  HK  égale  au  côté  AB  du  quarré 
donné ,  et  par  le  point  K  menez  Kl  parallèle  à  EG  ; 
je  dis  que  HI  sera  le  côté  du  quarré  cherché. 

Car,  à  cause  des  parallèles  Kl,  GE,  on  a  HI:HK:: 

HE:H6;  donc  HÎ*:HK::  HE.ÎÏG  :  mais  dans  le 
triangle  rectangle  EHG  ^,  le  quarré  de  HE  est  au  *ftS. 
quarré  de  HG  comme  le  segment  EF  est  au  segment 

.—a  — — ■ 

FG  ,  ou  comme  M  est  à  N,  donc  HI:HK::M:N. 
Mais  HK=AB;  donc  le  quarré  fait  sur  HI  est  au 
quarré  fait  sur  AD  comme  M  est  à  N. 


fiff.  »9.  Sur  le  côté  FG,  homologue  à  AB,  décrire  un 
polygone  semblable  au  polygone  cib/i/kJ  ABCDE. 

Dans  le  polygone  donne  ûveL  les  diagonales  AC, 
AD  :  au  poini  F  faites  langle  GFH=:BAC,  et  ta 
point  G  Tangle  FGH=ABG;  les  lignes  FH,  GH,  se 
couperont  en  H ,  et  FGH  sera  un  triangle  semblable 
à  ABC  :  de  même  sur  FH ,  homologue  à  AC ,  construi- 
se! le  triangle  FIH  semblable  à  ADG,  et  sur  FI,  homo- 
logue à  AD,  construisez  le  triangle  FIK,  semblable  à 
ADE.  Le  polygone  FGUIKsera  le  polygone  demande, 
semblable  à  ABCDE. 

Car  ces  deux  polygones  sont  composés  d  un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement 
*  aSy    placés  *. 

FaOBLiMB     XIT. 

Deux  figures  semblables  étani  données  ^  con- 
struire une  figure  semblable  qui  soit  égale  â  leur 
somme  ou  à  leur  tlifférence. 

Soient  A  et  B  deux  côtés  homologues  des  figurer 
données ,  clierc  hez  un  quarré  égal  à  la  somme  ou  â  la 
différence  dcâ  quarrés  faits  sur  A  et  B  ;  soit  X  le  cdté 
de  ce  quarré  y  X  sera  dans  la  figure  cherchée  le  côté 
homologue  à  A  et  B  dans  les  figures  données.  On 
construira  ensuite  la  figure  elle-même  par  le  problème 
précédent. 

Car  les  figures  semblables  sont  comme  les  quarrés 
des  curés  homologues;  or  le  quairé  du  c6té  X  est  égal 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  quarrés  faits  sur  les 
cotés  homologues  A  et  n  ;  donc  la  figure  faite  sur  le 
côté  X  est  égale  a  la  somme  ou  à  la  difTérence  des 
figures  semblables  faites  sur  les  cotés  A  et  B. 
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PHOBlAmB     XV. 

Construire  une  figure  semblable  à  une  figure 
donnée,  et  qui  soit  à  cette  figure  dam  le  rapport 
donné  de  ÎA  à  IX. 

Soit  A  un  côté  de  la  figure  donnée,  X  le  côté  homck 
iogue  dans  la  figure  cherchëe;  il  faudra  que  le  quant» 
de  X  Aoit  au  quarrë  de  A  comme  M  est  à  ïl  ^  On  trou-     *  a? 
vera  donc  X  par  le  problème  xii;  connaissant  X ,  le 
reste  s^acbèveia  par  le  problème  xiii. 

FAOBLÉMB     XVI. 

Construire  une  figure  semblable  à  la  figure  P  fi|.  tSi. 
et  équivalent  à  la  figure  Q. 

Clierchez  le  côté  M  du  quarré  équivalent  à  la  figure 
P  9  et  le  €Ôtë  N  du  quarré  équivalent  à  la  figure  Q.  Soi- 
ensuite  X  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  données  M ,  N,  AB  ;  sur  le  côté  X ,  homologue 
à  AB,  démvez  une  figure  semblable  k  la  figure  P  ;  je 
dis  qu'elle  sera  de  plus  équivalente  à  la  figure  Q. 

Car  en  appelant  Y  la  figure  faite  sur  le  côté  X ,  on 

aura  P:Y::  AB:X;  mais,  par  eoAstruction ,  AB:X:: 

M:N,  ou  AB:X*::M':N';  donc  P:Y::M:N.  Maïs  on 
a  aussi,  par  construction,  li*  =  P  et  N*:cQ;  don» 
P:Y::P:Q;  donc  Y=Q;  donc  la  figure  Y  est  sen* 
blable  i  la  figure  P,  et  équivalente  à  la  figure  Q. 

rmoBLâiiB  XVII. 

Construire    un     rectangle  équwalent  à    un  fig.  iSa. 
quarré  donné  C ,  et  dont  les  côtés  adjacents 
fassent  une  somme  donnée  AB. 
'     Sur  AB,  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-cirt 
conférence,  menez  parallèlement  an  diamètre  la  ligne 
ED  à  une  distance  AD  égale  au  côté  du  quarré  donnéC 
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Du  point  E,  où  la  parallèle  coupe  la  circonférence, 
abaissez  sur  le  diamètre  la  perpendiculaire  EF;  je  dis 
que  AF  et  FB  seront  les  côtés  du  rectatigle  cherché. 

Car  leur  somme  est  égale  à  AB  ;  et  leur  recungle 
*  a3.  AF  X  FB  est  égal  au  quarré  de  EF  * ,  ou  au  quarré 
de  AD  ;  donc  ce  rectangle  est  équivalent  au  quarré 
donné  C. 

Scholie.  Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible , 
que  la  distance  AD  n  excède  pas  le  rayon ,  c'est-à-dire 
que  le  côté  du  quarré  G  n^excède  pas  la  moitié  de  la 
ligne  AB. 

PROBLEME      XTIII. 

fig.  i53.  Construire  un  rectangle  équivalente  un  quarré 
C ,  et  dont  les  côtés  adjacents  aient  entre  eux  Ul 
différence  donnée  AB. 

Sur  la  ligne  donnée  AB,  comme  diamètre,  décrri* 
vez  une  circonférence;  à  l'extrémité  du  diamètre , 
menez  la  tangente  AD  égale  au  côté  du  quarré  C  :  par 
le  point  D  et  le  centre  O  tirez  la  sécante  DE  ;  je  dis 
que  DE  et  DF  seront  les  c6tés  adjacents  du  rectangle 
demandé. 

Car  i^  la  différence  de  ces  càtés  est  égale  au  dia* 
mètre  EF  ou  AB;  a^  le  rectangle  DExDF  est  égal 

«  3^      à  AD  ^  f  donc  ce  rectangle  sera  équivalent  au  quarré 
donné  C. 

PROBLâMB     XIX. 

Trousser  la  commune  mesure  j  sHlyen  a  unsp 
entre  la  diagonale  et  le  côté  du  quarré. 
ftg.i54.       Soit  ABCG  un  quarré  quelconque,  AC  sa  diagonale. 

Il  faut  d'abord  porter  CB  sur  CA  autant  de  fois 

prob.17.  q^i'il  peut  y  être  contenu  *,  et  pour  cela  soit  décrit 

a.  lir.  du  centre  C  et  du  rayon  CB  le  demi-cercle  DBE  :  on 

Toit  que  CB  est  contenu  une  fois  dans  AC  avec  le 

reste  AD,  le  résultat  de  la  première  opération  est  donc 
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le  qaotle^t  i  avec  le  reste  AD,  qu'il  faut  comparer 
avec  BC  ou  son  égale  AB. 

On  peut  prendre  AF=AD,  et  porter  réellement 
AF  sur  AB;  on  trouverait  qu'il  y  est  contenu  deux 
fois  avec  un  reste  :  mais  comme  ce  reste  et  les  suivants 
vont  en  diminuant ,  et  que  bientôt  ils  échapperaient 
par  leur  petitesse,  ce  ne  serait  là  qu'un  moyen  méca- 
nique imparfait,  doù  Ton  ne  pourrait  rien  conclure 
pour  décider  si  les  lignes  AC ,  CB,  ont  entre  elles  ou 
n'ont  pas  une  commune  mesure  :  or  il  est  un  moyen 
très -simple  d'éviter  les  lignes  décroissantes ,  et  de 
n'avoir  à  opérer  que  sur  des  lignes  qui  restent  toujours 
de  la  même  grandeur. 

En  eflet ,  l'angle  ABC  étant  droit ,  AB  est  une  tan- 
gente, et  AE  une  sécante  menée  du  même  point,  de 
sorte  qu'on  a  ^  AD:  AB::  AB:AE.  Ainsi  dans  la  se.  *  io, 
Gonde  opération ,  où  il  s'agit  de  comparer  AD  avec  AB , 
on  peut,  au  lieu  du  rapport  de  AD  à  AB,  prendre 
celui  de  AB  à  AE  :  or  AB  ou  9on  égale  CD  est  conte- 
nue deux  fois  dans  AE  avec  le  reste  AD;  donc  le  ré- 
sultat de  la  seconde  opération  est  le  quotient  a  avec 
le  reste  AD  qu  il  faut  comparer  à  AB. 

La  troisième  opération ,  qui  consiste  à  comparer  AD 
avec  AB ,  se  réduira  de  même  à  comparer  AB  ou  son 
égale  CD  avec  AE ,  et  on  aura  encore  a  pour  quotient 
et  AD  pour  reste. 

Delà  on  voit  que  l'opération  ne  sera  jamais  termi- 
née ,  et  qu'ainsi  il  n'y  a  pas  de  commune  mesure  entre 
la  diagonale  et  le  c^té  du  quarré  :  vérité  qui  était  déjà 
connue  par  l'arithmétique  (  puisque  ces  deux  lignes 
sont  entre  elles  ::  »/  a  :  i)*,  maw  qui  acquiert  un  *  ". 
plus  grand  degré  de  clarté  par  la  résolution  géo* 
métrique. 

Scholie.  Il  n'est  donc  pas  possible  non  plus  de 
trouver  en  nombres  le  rapport  exact  de  la  diagonale 
au  coté  du  quarrë  ;  mais  on  peut  en  approcher  tant 
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qu*ou  voudra  au  moyen  de  la  finactioii  oontînoo  qui 
ebt  ëgale  à  ce  rapport.  La  preouèra  opératioii  m, 
donné  pour  quotient  i  j  la  seconde  et  toutes  les  antres 
à  riiifini  donnent  a  :  aiosi  la  fractioa  dont  il  s*agic 

•  •"+-7+etaàrinfini. 
Par  exeraple  ,  si  on  calcule  cette  fraction  jusqu'au 
quatrième  terme  inclusivement,  on  trouve  que  sa 
valeur  est  i  fl  ou  {}  ;  de  sorte  que  le  rapport  appro- 
ché de  la  diagonale  au  côté  du  quarré  est  ::  4  k  •  ^p. 
On  trouverait  un  rapport  plus  approché  en  caloulant 
un  plus  grand  nombre  de  termes. 


1»»^^  %»>^i%^%  ^^^^0mm  %M^^%fm^m^mi^M^^m^0tim^mm0m^^^^0v^v^m^v%^v^^v^^^v^^ 


LIVRE    IV 


LES  POLYGONES   RÉGULIERS, 
ET  LA  MESURE  DU  CERCLE. 

DÉyiUltlOM. 

U  If  polygone  qui  est  à  la  fois  ëquiangle  et  équilatëral, 
s'appelle  polygone  régulier. 

Il  y  a  des  polygones  réguliers  de  tout  nôtnbre  de 
o6tés.  Le  triangle  équilatëral  est  celui  de  trois  côtés  ; 
et  le  quârré,  celui  de  quatre. 

PROPOSITION    PREMIÈRE. 

THiOEÊMH. 

Déujn  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 
de  côtés  sont  deux  figures  semblables. 

Soient  ^  par  exemple,  les  deux  hexagones  réguliers  fig.  i56. 
A.BCDEF ,  abcdef  ;  la  somme  des  angles  est  la  même 
dans  Tune  et  dans  Fautre  figure^  elle  est  égale  à  huit 
angles  droits  *.  L*angle  A  est  la  sixième  partie  de  *»•»!• 
cette  somme  aussi  bien  que  Tangle  a;  donc  les  deux 
angles  Â  et  a  sont  égaux  ;  il  en  est  par  conséquent  de 
même  des  angles  B  et  ^,  des  angles  C  et  c,  etc. 

De  plus ,  puisque  par  la  nature  de  ces  polygone» 
les  côtés  AB,  BC ,  CD,  etc. ,  sont  égaux ,  ainsi  que  ah^ 
hc^cJ^  etc.,  il  est  clair  qu'on  |i  les  proportions  AB: 
abwUCibcw  CXiwdy  etc.  ;  donc  las  deux  figures  dont 
il  s'agit  ont  les  angles  égaux  et  les  d^tés  homologues 
proportionnels;  donc  elles  sont  semblables  *.  *h^^'i** 
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CoroUnire.  Les  périmètres  de  deux  polygones  ré- 
guliers d*un  même  nombre  de.  c6tës  sont  entre  eux 
comme  le?  côtés  homologues,  et  leurs  sur&ces  sont 
*S7»S,    comme  les  quarrés  de  ces  mêmes  côtés  *• 

Scholie.  L  angle  d'im  polygone  régulier  se  déter- 
mine par  le  nombre  de  ses  côtés  comme  celui  d'un 
*ao,  1.  polygone  équîangle  *• 

PROPOSITION  II. 

thborAmb. 

Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  dim$ 
le  cercle^  et  peut  lui  être  circonscrit. 
6g.  i5ft.  Soit  ABCDE,  etc. ,  le  polygone  dont  il  s*agit ,  ima- 
ginez qiron  fasse  passer  une  circonférence  par  les 
trois  points  A,  B  ;  G;  soit  O  son  centre,  et  OP  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  le  milieu  du  côté  BG;  joignes 
AO  et  OD. 

Le  quadrilatère  OPCD  et  le  quadrilatère  OPBA 
peuvent  être  superposés  :  en  effet  le  côté  OP  est  com- 
mun ,  langle  OPC=OPB,  puisqu'ils  sont  droits; 
donc  le  côté  PC  s'appliquera  sur  son  égal  PB ,  et  le 
point  G  tombera  en  B.  De  plus,  par  la  nature  du 
polygone,  Tangle  PCD=PBA,  donc  GD  prendra  U 
direction  BA,  et  puisque  GD=  BA,  le  point  D  tom- 
bera en  A,  et  les  deux  quadrilatères  coïncideront  en- 
tièrement lun  avec  lautre.  La  distance  OD  est  donc 
égale  à  AO ,  et  par  conséquent  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  A,  B ,  G,  passera  aussi  par 
le  point  D  ;  mais, -par  un  raisonnement  semblable, 
on  prouvera  que  la  circonférence  qui  passe  par  les 
trois  sommets  B ,  G ,  D ,  passera  par  le  sommet  sui- 
vant £,  et  ainsi  de  suite;  donc  la  même  circonfé- 
rence qui  passe  par  les  points  A,  B,  G,  pa^se  par  tous 
les  sommets  des  angles  du  polygone,  et  le  polygone 
est  inscrit  dans  cette  circonférence. 
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£n  second  lieu  ^  par  rapport  à  cette  circonférence, 
tous  les  c6tës  AB ,  BC  ^  CD ,  etc.,  sont  des  cordes  égales  ; 
elles  sont  donc  également  éloignées  du  centre*  ;  donc  *  8,  a. 
si  du  point  O ,  comme  centre ,  et  du  rayon  OP ,  on 
décrit  une  ciixx>nférence  j  cette  circonférence  tou- 
chera le  côté  BG  et  tous  les  autres  côtés  du  polygone , 
chacun  dans  son  milieu ,  et  la  circonférence  sera  in- 
scrite dans  le  polygone ,  ou  le  polygone  circonscrit  à 
la  circonférence. 

Scholie  I.  Le  point  O ,  centre  commun  du  cercle 
inscrit  et  du  cercle  circonscrit ,  peut  être  regardé 
aussi  comme  le  centre  du  polygone ,  et  par  cette  raison 
on  appelle  cuigle  au  centre,  Tangle  AOB  formé  par 
les  deux  rayons  menés  aux  extrémités  d'un  même 
côté  AB. 

Puisque  toutes  les  cordes  AB  y  BC ,  etc. ,  sont  égales, 
il  est  clair  que  tous  les  angles  au  centre  sont  égaux  ^ 
et  qu'ainsi  la  valeur  de  cliacun  se  trouve  en  divisant 
quatre  angles  droits  par  le  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone. 

Scholie  II.  Pour  inscrire  un  polygone  régulier  d*un 
certain  nombre  de  côtés  dans  une  circonférence  don- 
née, il  ne  s'agit  que  de  diviser  la  circonférence  en 
autant  de  parties  égales  que  le  polygone  doit  avoir  de 
côtés;  car,  les  arcs  étant  égaux ,  les  cordes  AB,  BC,  £f. i58. 
CD,  etc.,  seront  égales;  les  triangles  ABO,  BOG, 
COD ,  etc. ,  seront  égaux  aussi ,  parce  qu^ils  sotit  équi- 
latéraux  entre  eux  ;  Jonc  tous  les  angles  ABC,  B(îD» 
CDE ,  etc.,  seront  égaux  ;  donc  la  figure  ABCD£,  etc. , 
sera  un  polygone  régulier. 

PROPOSITION    III. 

PROBLBMB. 

Inscrire  un  quarré  dans  une  circonférence 
donnée. 
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fis*  157.  Tirez  deux  diamètres  AC,  BD,  qui  se  coupent  à 
ang^les  droits;  joignez  les  extrëmîtës  A.,  B,G,  D,  et  U 
figure  ABCD  sera  le  quarré  inscrit  :  car  les  angles 
AOB  y  BOC  y  etc. ,  étant  ^gaux ,  les  cordes  AB ,  BC ,  etc., 
sont  égales. 

Sclu^/ie.  Le  triangle  BOC  étant  rectangle  et  isoscèle, 

•"•^  on  a*BC:BO::  W^ari;  donc  U  côté  du  quarri  inscrit 
est  au  rayon  comme  lu  fHicine  quarrèe  de  %  ési  à 
l'unité. 

PROPOSITION    IV. 

PAOBLâXB. 

Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  triangle 
équilatéral  dans  une  circonférence  donnée, 
%%,  x58.       Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit  AB  un  côté 
de  ITiexagone  inscrit;  si  on  mène  les  rayons  AO,  OB, 
je  dis  que  le  triangle  AOB  sera  équilatéral. 

Car  langle  AOB  est  la  sixième  partie  de  quatre  an- 
gles droits  ;  ainsi  en  prenant  langle  droit  pour  unité , 
on  aura  AOB=^=|  :  les  deux  autres  angles  ABO  . 
BAO,  du  même  triangle  valent  ensemble  à — j  ou  4, 
et  comme  ils  sont  égaux,  chacun  deux=: },•  donc  le 
triangle  ABO  est  équilatéral  5  donc  le  côté  de  Vhexa- 
gone  inscrit  est  égal  au  rayon. 

Il  suit  de  là  que  pour  inscrire  un  hexagone  régu- 
lier dans  une  circonférence  donnée ,  il  faut  porter  le 
rayon  six  fois  sur  la  circonférence ,  ce  qui  ramènera 
au  môme  point  d'où  on  était  parti. 

Lliexagone  ABCDEF  étant  inscrit,  si  Ton  joint  les 
sommets  des  angles  alternatiyement,  on  formera  le 
triangle  équilatéral  ACEé 

Scholie.  La  figure  ABCO  est  un  parallélogramme  et 
même  un  losange,  puisque  AB=:BG=CO=;AO; 

*f4*9*    donc  *  la  somme  des  quarrés  des  diagonales  AC+ 

BO,  est  égale  à  la  somme  des  quarrés  des  côtés, 
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laquelle  est  4  A.B  ou  4  BO  ;  retranchant  de  part  et 

d'autre  BO',  il  restera  AC*=3  BO';  donc  ÂC:BO'; 
3:i,  ou  ACrBO::  |/3:i;  donc  le  coté  du  triangle 
iquUatêral  inscrit  est  au  rayon  comme  la  racine 
quarrée  de  3  est  a  C unité. 

PROPOSITION  V. 

rmoBiiÂxs, 

Inscrire  dam  un  cercle  donné  un  décagone 
régulier  j  ensuite  un  pentagone  et  un  pentédé^ 
cagone. 

Divisez  le  rayon  AO  en  moyenne  et  extrême  raison  f^^* 
au  point  M  ^ ,  prenez  la  corde  AB  égale  au  plus  |prand  i^Tx 
segment  OM ,  et  AB  sera  le  côté  du  décagone  régulier 
qu'il  faudra  porter  dix  fois  sur  la  circonférence. 

Gap  en  joignant  MB,  on  a  par  construction  AO: 
0M::O]VI:A]y[;  ou,  à  cause  de  ABs=OM,  AO:AB 
::AB:AM;  donc  les  triangles  ABO,  AMB,  ont  un 
angle  commun  A  compris  entre  côtés  proportionnels  ; 
donc  ils  sont  semblables  *.  Le  triangle  OAB  est  isos-  ^  '• 
cèle ,  donc  le  triangle  AMB  Test  aussi,  et  on  a  AB= 
BM  :  d'ailleurs  AB=OM;  donc  aussi  MB  =  OM  ; 
donc  le  triangle  BMO  est  isoscèle. 

L'angle  AMB,  extérieur  au  trtangle  isoscèle  BMO, 
est  double  de  l'intérieur  O  *  ;  or  l'angle  AMB=  MAB;  *  «9»  i 
donc  le  triangle  OAB  est  tel  que  chacun  des  angles  à 
la  base ,  OAB  ou  OBA,  est  double  de  l'angle  au  som- 
met O  ;  donc  les  trois  angles  du  triangle  valent  cinq 
fois  Tangle  O,  et  ainsi  Tangue  O  est  la  cinquième 
partie  de  deux  angles  droits,  ou  la  dixième  de  qua- 
tre :  donc  Tare  AB  est  la  dixième  partie  de  la  cir- 
conférence ,  et  la  oorde  AB  est  le  côté  du  décagone 
régulier. 
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Corollaire  I.  Si  on  joint  de  deux  en  deux  les  sommets 
du  décagone  régulier,  on  formera  le  pentagone  r^u- 
lierAGEGI. 

Corollaire  IL  AB  étant  toujours  le  côté  du  déca- 
gone, soit  AL  le  côté  de  Tliexagone;  alors  l'arc  BL 
sera ,  par  rapport  à-la  circonférence ,  7—^77  ou  ^  ;  donc 
la  corde  BL  sera  le  côté  du  pentédécagone  ou  poly- 
|[one  régulier  de  i5  côtés.  Ou  voit  en  même  temps 
que  lare  CL  est  le  tiers  de  CB. 

Scliolie.  Un  polygone  régulier  étant  inscrit,  si  on 
divise  les  arcs  sous-tendus  par  ses  côtés  en  deux  par< 
ties  égales ,  et  qu'on  tire  les  cordes  des  demi-^arcs , 
celles-<;i  formeront  un  nouveau  polygcme  régulier 
dun  nombre  de  côtés  double  :  ainsi  on  voit  que  le 
quarré  peut  servir  à  inscrire  successivement  les  po- 
lygones réguliers  de  8,  16  ,  3^,  etc.,  côtés.  De  même 
hexagone  servira  à  inscrire  les  polygones  réguliers 
de  12 ,  24  >  48  ,  etc. ,  côtés  ;  le  décagone,  des  polygones 
dis  20,  40f  80,  etc.,  côtés;  le  pentédécagone,  des 
polygones  de  3o,  60,  120,  etc.,  côtés  (i). 

PROPOSITION  YI. 

PEOBLBMS. 

fig..i6o.        Etant   lionne   le  polygone  régulier    inscrit 
ABCD^  etc.  j  circonscriœ  à  la  mé/ne  çirconfè' 
"    rence  un  polygone  scmblaùle. 

(i)  On  e  cm  long-temps  qiie  ces  polygones  éttient  les  seuls 
qai  pussent  é\re  inscrits  par  les  procèdes  de  U  géométrie  él^ 
mentairc,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  lésolutîoii  à^s 
équations  du  premier  et  du  second  degré  :  mais  iU.  Gauss  a 
prou\r  ^  dans  un  ouvrage  intitulé  Ûùquisiiionet  Arithmeticet ,  Ltp» 
siœ ,  tSoi,  qu'on  |)eut  inscrirf  par  de  semblakles  moyens  Upo- 
l^guiitt  léguher  de  dix>sepi  côiéii,  et  eu  gcnéril  celui  de  s"-f-i 
côtes  y  pourvu  que  l'^-f*'  ^^^  u"  nombre  premier* . 
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Au  poil)  t  T,  milieu  de  l'arc  AB ,  menez  la  tangente  GH, 
qui  sera  parallèle  à  AB  ^  ;  faites  la  même  chose  au  milieu  «10.2. 
de  chacun  des  autres  arcs  BG,  CD,  etc.;  ces  tangentes 
foimeront  par  leurs  intersections  le  polygone  régulier 
circonscrit  GHIK ,  etc.  /semblable  au  polygone  inscrit. 

Il  est  aisé  de  voir  d*abord  que  les  trois  points  O, 
B,  H ,  sont  en  ligne  droite,  car  les  triangles  rectan- 
gles OÏH ,  OHN ,  ont  l'hypoténuse  commune  OH ,  et 
le  côté  OT=ON;  donc  ils  sont  égaux*;  donc  *i8,i. 
l'angle  TOH  =:  HON ,  et  par  conséquent  la  ligne  OH 
passe  par  le  point  B  milieu  de  Tare  TN  :  par  la  même 
raison  le  point  1  est  sur  le  prolongement  de  OC,  etc. 
Mais,  puisque  GH  est  parallèle  à  AB  et  HI  à  BC, 
l'angle  GHI=ABC  *;  de  même  HIK  =  BCD,  etc.;  •  a6,  r. 
donc  les  angles  du  polygone  circonscrit  sont  égaux 
à  ceux  du  polygone  inscrit.  De  plus ,  à  cause  de  ces 
mêmes  parallèles,  on  a  GH:AB::  OH:OB,  et  HI: 
BC::OH:OB;  donc  GH:AB;:  HI:BC.  Mais  AB  = 
BCjdonc  GH=HI.Par  la  même  raison  HI=IK,  etc.; 
donc  les  côtés  du  polygone  circonscrit  sont  égaux 
entre  eux;  donc  ce  polygone  est  régulier  et  semblable 
au  polygone  inscrit. 

Corollaire  I.  Réciproquement ,  si  on  donnait  le 
polygone  circonscrit  GHIK,  etc. ,  et  qu'il  fallût  tracer 
par  son  moyen  le  polygone  inscrit  ABC,  etc.,  on 
▼oit  qu  il  suffirait  de  mener  aux  sommets  G,  H ,  I ,  etc. , 
du  polygone  donné  les  lignes  OG,  OH,  etc. ,  qui  ren- 
contreraient la  circonférence  aux  points  A,  B ,  C ,  etc.  ; 
on  joindrait  ensuite  ces  points  par  les  cordes  AB  , 
BC,  etc.,  qui  formeraient  le  polygone  inscrit.  On 
pourrait  aussi ,  dans  le  même  cas ,  joindre  tout  sim- 
plement les  points  de  contact,  T,  N,  P,  etc.,  par  les 
cordes  TN,  NP,  etc.,  ce  qui  formerait  également  un 
polygone  inscrit  semblable  au  circonscrit. 

Corollaire  II.    Donc   on    peut    circonscrire  à  un 

8 


Il4  GBOMBVIIIB. 

cercle  donné  tous  les  polygones  réguliers  qjtxim  sait 
inscrire  dans  ee  cercle,  et  réciprpquemeiiu 

PROPOSITlOîî  VU. 

THBOaÊMB. 

L'aire  d*un  polygone  régulier  est  égaie  à  son 

périmètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du 

cercle  inscrit. 

fig.  x6o        ^o\t^  par  exemple ,  le  polygone  rëgulîerGIIIK ,  etc. , 

le  triangle  GOII  a  pour  mesure  GH  X7OT,  le  triangle 

OHI  a  pour   mesure    HIX7ON  :  mais  ON  =  OT; 

donc   les   deux    triangles   réunis  ont   pour   mesure 

\  (GH-f-HI)  XîOT.    En  continuant   ainsi   pour  les 

\  autres  triangles^  on  verra  que  la  somme  de  tous  les 

'  triangles,  ou  le  polygone  entier  a  pour   mesure  la 

somme  des  bases  GH,  HI,  IK,  etc.,  ou  le  périmètre 

du  polygone ,  multiplié  par  7OT,  moitié  du  rayon  du 

cercle  inscrit. 

Scliolie.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  OT  n^est  autre 
chose  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur 
un  des  côtés  ;  on  l'appelle  quelquefois  Vapothême  do 
polygone. 

PROPOSITION   VIII. 

THBO&iMB. 

Les  périmètres  des  polygones  réguliers  d'un 
même  nombre  de  côtés  sont  comme  les  rajom 
des  cercles  circonscrits ,  et  aussi  comme  les  rayons 
des  cercles  inscrits;  leurs  surfaces  sont  comme  les 
quatrés  de  ces  mêmes  rayons. 
fig.  161.  Soit  AB  un.  côté  de  l'un  des  polygones  dont  il 
s'agit,  O  son  centre,  et  par  conséquent  OA  le  rayon 
du  cercle  circonscrit,  et  OD,  perpendiculaire  sur  AB, 


(p  niyoïi  du  cçrclo  în^farit;  $oit  parçillem^pt  ^à  le 
CQtë  d*)iu  autre  poljgoa^  scf^bluhle,  o  son  centra, 
oa  et  o^  les  r^ons  des  cerples  circonscrit  çt  ip$prit. 
lies  périmètres  des  ^euj^  polygones  sont  entre  eu^ 
comme  les  câ(ë^  AB  e^  o^;  maif  les  angles  Â  et  a  sont 
^anx  comme  éunt  chacun  moitié  de  V^ingl^  du  po- 
lygone ;  il  en  est  de  m^me  des  apgles  9  et  i(;  donc  lef 
triangles  ABQ,  aào^  sonf  sen^blal^tes ,  ain^i  que  le; 
triangles  rectangles  ADO,  ado;  donc  ABdaâiiAO: 
ao::  1)0 :4o;  donc  les  périmètres  des  polygones  sont 
entre  fux  cpmn^e  ]es  rayons  AQ ,  aç,  des  cercles  cir- 
con^rits ,  ef  av^^i  çomn^e  Içs  rayons  DQ ,  ^^ ,  des 
cercles  inscrit^. 

Les  surfaces  de  cc$  mêm^^  polygone^  sont  e^fre 
elles  comme  les  quarrés  des  côtés  homologues  AB  ai; 
fiWps  soif  t  par  cQp^éqY^ent  aus^i  comU^Ç  le^  qu^ri^  des 
myons  des  cercle  cifconspfi|:s  AQ,  ao^  ou  coipmç  les 
q^f^xés  d^  i^yoï^s  dqs  cercles  inscrits  OD,  o(l. 

PROPOSITION  IX. 

Toute  ligne  oçurbe  oupçijcgo^e  qui  enveloppe 
iïune  extrémité  à  Vautre  la  ligne  convexe  A  MB 
est  plus  longue  que  la  ligne  enveloppée  AMB. 

Nous  aTons  déjà  dit  que  par  ligne  convexe  nous  fig.  iSa. 
entendons  une  ligne  courbe  ou  polygone,  ou  en  par* 
tie  courbe  et  ^n  partie  polygone,  telle  qu  une  li^ne 
droite  ne  peut  la  couper  en  plus  de  deux  points.  Si  la 
ligne  AMB  avait  des  partie^  ren^r^ntes  ou  des  ^inuo» 
sites,  elle  cesserait  d*étfe  convexe,  parce  qu'il  est  aisé 
devoir  qu'une  ligne  droite  pourrait  la  couper  en  plus 
de  deux  points.  Les  arcs  de  cercle  sont  essentielle- 
ment  convexes;  mais  la  proposition  dont  il  s'agit  main- 
tenant s'étend  à  une  ligne  quelconque  qui  remplit  la 
condition  exigée. 
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Gela  posé,  si  la  ligne  AMB  n'est  pas  plus  petite  que 
toutes  celles  qui  Tenveloppent,  il  existera  parmi  ces 
dernières  une  ligne  plus  courte  que  toutes  les  autres, 
laquelle  sera  plus  petite  que  AMB,  ou  tout  au  plus 
égale  à  AMB.  Soit  ACDEB  cette  ligne  enveloppante  ; 
entre  les  deux  lignes  menez  par^ut  où  vous  voudrez 
la  droite  PQ,  qui  ne  rencontre  point  la  ligne  AMB, 
ou  du  moins  qui  ne  fasse  que  la  toucher;  la  droite  PQ 
est  plus  courte  que  PGDEQ;  donc,  si  à  la  partie 
PGDEQ  on  substitue  la  ligne  droite  PQ,  on  aura  la 
ligne  enveloppante  APQB  plus  courte  que  APDQB. 
Mais,  par  hypothèse ,  celle-ci  doit  être  la  plus  courte 
de  toutes;  donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister; 
donc  toutes  les  lignes  enveloppantes  sont  plus  longues 
que  AMB. 
Sg.iS3.  Scholie.  On  démontrera  absolument  de  la  même 
manière  qu'une  ligne  convexe  et  rentrante  sur  elle- 
même  AMB,  est  plus  courte  que  toute  ligne  qui  Ten- 
velopperait  de  toutes  parts,  soit  que  la  ligne  envelop- 
pante FHG  touche  AMB  en  un  ou  plusieurs  points, 
soit  qu'elle  Tenvironne  sans  la  toucher. 

PROPOSITION  X. 

^      LBMMB. 

Deux  circonférences  concentriques  étant  {ton- 
néeSy  on  peut  toujours  inscrire  dans  laplus  grande 
un  polygone  régulier  dont  les  côtés  ne  rencontrent 
pas  la  plus  petite^  et  on  peut  aussi  circonscrire  à 
la  plus  petite  un  polygone  régulier  dont  les  côtés 
ne  rencontrent  pas  la  grande;  de  sorte  que  dans 
l'un  et  dans  Vautre  cas  les  côtés  du  polygone  dé- 
crit seront  renfermés  entre  les  deux  circonférences. 
«g.  t(î4.  Soient  GA,  CB ,  les  rayons  des  deux  circonférences 
données.  Au  point  A  menez  la  tangente  DE  termi- 
née à  l.i  grande   circonférence  en  D  et  E  :  inscrivez 
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flans  la  grande  circonférence  Tun  des  polygones  ré- 
guliers qu'on  peut  inscrire  par  les  problèmes  précé- 
dents, divisez  ensuite  les  arcs  sous-tendus  par  les 
c6tés  en  deux  parties  égales ,  et  menez  les  cordes  des 
demi-arcs;  vous  aurez  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  de  côtés  double.  Continuez  la  bissection  des 
arcs  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  un  arc  plus  petit 
que  DBE.  Soit  MBN  cet  arc  (dont  le  milieu  est  sup- 
posé eu  B);  il  est  clair  que  la  corde  MN  sera  plus 
éloignée  du  centre  que  DE,  et  qu ainsi  le  polygone 
régulier  dont  MN  est  le  côté  ne  saurait  rencontrer  la 
circonférence  dont  GA  est  le  .rayon. 

Les  mêmes  choses  étant  posées,  joignez  CM  et  CN 
qui  rencontrent  la  tangente  DE  en  P  et  Q  ;  PQ  sera  le 
côté  d'an  polygone  circonscrit  à  la  petite  circonfé- 
rence, semblable  au  polygone  inscrit  dans  la  grande, 
dont  le  côté  est  MN.  Or  il  est  clair  que  le  polygone 
circonscrit  qui  a  pour  côté  PQ,  ne  saurait  rencon* 
trer  la  grande  circonférence,  puisque  CP  est  moindre 
que  CM. 

Donc ,  par  la  même  construction ,  on  peut  décrira 
un  polygone  régulier  inscrit  dans'  la  grande  circon- 
férence, et  un  polygone  semblable  circonscrit  à  la 
petite,  lesquels  auront  leurs  côtés  compris  entre  les 
deux  circonférences. 

Sckolie.  Si  on  a  deux  secteurs  concentriques  FCG, 
ICH ,  on  pourra  de  même  inscrire  dans  le  plus  grand 
une  portion  de  polygone  régulier ^  ou  circonscrire  au 
plus  petit  une  portion  de  polygone  semblable,  de  sorte 
que  les  contom*s  des  deux  polygones  soient  compris 
entre  les  deux  circonférences  :  il  suffira  de  diviser 
l'arc  FBG  successivement  en  2,4^8,  i6,  etc.,  parties 
égales,  jusqu'à  ce  qu'on  painrienne  à  une  partie  plus 
petite  que  DBE. 

Nous  appelons  ici  portion  de  polygone  régulier  la 
figure  terminée  par  une  suite  de  cordes  égales  inscrites 
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dans  1  arc  F6  d'une  éictrëmité  k  l'dutre.  Cette  portion 
a  les  propriétés  prittcipaleô  des  polygones  réguliers, 
elle  a  les  angles  égaux  et  les  côtés  ^ux ,  elle  est  à  la 
fois  inscriptiblé  et  cîrconsferiptible  au  cercle;  cepcU- 
dant  elle  ne  ferait  pàrtils  d*Un  polygone  régulier  pn>- 
pt-ement  dit,  qu'autant  que  l'arc  sous -tendu  pat  un 
dé  ses  K^ôtés  serait  une  partie  aliqaote  de  la  cirooii- 
fétence. 

PROPOSITION   il. 
Tit&ôAiMfc. 

Les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  rayons^  éi  leurs  surftiees  comme  les 
quarrés  des  rayons, 
fig.  i65.  Désignons  ^  pour  abréger,  |iar  cire.  CA  la  circon- 
férence qui  a  pour  rayoïk  CA;  je  dis  quon  aura 
être.  GAicirc.  OB  ::  CA:OB. 

Car,  si  cette  proportion  n'a  pas  lieu,  CA  sera  à 
OB  comme  cire.  CA  est  à  un  quatrième  terme  plus 
grand  ou  plus  petit  que  v»v.  OB  :  suppofons*le  ^lus 
petit,  et  soit^  s'il  est  possible,  CA:OBuf:vr.  GA: 
eirc.  0I>. 

Inscrivez  dans  la  circonféreUce  dont  OB  est  le  rayon 
un  polygone  régulier  EFGKLE,  dont  les  câtés  né 
reiicohtrent  point  la  circonfiéreuce  dont  OU  est  le 

*  '^'    rayon  ^;  inscriri»  un  polygone  semblable  MNP'FBH 

dans  la  circonférence  dont  CA  est  le  rayon. 

Cela  posé,  puisque  ces  polygones  sont  semblables ^ 
leurs  périmètres  MNPSM,  EFGKE  sont  entre  eua 

*  ••     comme  les  rayons  CA,  OB,  des  cercles  circonscrits  % 

et  on  aura  MNPSM  :  EFGKE  ::  CA:  OB;  ihats, 
par  hypothèse ,  CA  :  OB  .:  cire.  CA  :  eirc.  OD;  donc 
MNPSM  :  EFGKE  ::  eirc.  CA  :  cire.  OD.  Or,  cette 
^  proportion  est  impossible,  car  le  contour  MNP8M 
est  moindre  que  cire.  CA  %  et  au  contraire  ËFGiUS 


LIT&K    IV.  119 

est  plus  grand  que  eirc.  OD;  donc  il  est  inipo5sible 
que  GA  soit  à  OB  comme  cùv.  CA  est  à  une  circonfé- 
rence plus  petite  que  cire,  OB,  ou,  en  termes  plus 
giën^raux^  il  est  impossible  quun  rayon  soit  à  un 
rayon  comme  la  circonférence  décrite  du  premier 
rayon  est  à  une  circonférence  plus  petite  quB  la  ciiw 
conférence  décrite  du  second  rayon. 

De  là  je  conclus  qu'on  ne  peut  avoir  non  plus  ^  GA 
est  à  OB  comme  cire,  CA  est  à  une  circonférence 
plus  grande  que  cîrc.  OB  ;  car  si  cela  était,  on  aurait, 
en  renversant  les  rapports  :  OB  est  à  GA  comme  une 
circonférence  plus  grande  que  àirâ,  OB  est  à  cire.  GA, 
ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  comme  cire.  OB  est  à 
une  circonférence  plus  petite  que  cire.  GA;  donc  un 
rayon  serait  à  un  rayon  comme  la  circonférence  dé- 
crite du  premier  rayon  est  à  une  circonférence  plus 
petite  que  la  circonférence  décrite  du  second  rayon, 
ce  q  uî  a  été  démontré  impossible. 

Puisque  le  quatrième  terme  de  la  proportion  GA: 
OB  ::  cire.  GA:X  ne  peut  être  ni  plus  petit  ni  plus 
grand  que  cire.  OB  ^  il  faut  qu^il  soit  égal  à  cire.  OB; 
donc  les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  rayons. 

Un  raisonnemeilC  et  une  construction  entièrement 
semblables  serviitmt  à  démontner  que  les  surfaces 
des  cercles  sont  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  d  autres  détails  sur  cette 
proposition ,  qui  d  ailleurs  est  un  corollaire  de  la  sui- 
vante. 

Coroliaire.   Les   aros  semblables   AB,   DE,  sont  fig-i^ 
comme  leurs  rayons  AG,DO,  et  les  secteurs  sembla- 
bles AGB  ^  D0£ ,  sont  comme  les  quarrés  de  ces  mêmes 
rayons. 

Car,  puisque  les  arcs  sont  semblables,  langle  G 
est  égal  à  langle  O*;  or  langle  G  est  à  quatre  angles 
droits  comme  lare  AB  est  à  la  circonférence  entière 


•  dél.  3. 
IW.  3. 
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*  17*  a-  décrite  du  rayon  AG^,  et  l'angle  O  est  à  quatre  angles 
droits  comme  Tare  DE  est  à  la  circonférence  décrite 
du  rayon  OD;  donc  les  arcs  AB,  DE,  sont  entre  eux 
comme  les  circonférences  dont  ils  font  partie  :  ces  cir^ 
conférences  sont  comme  les  rayons  AC,  DO,  donc 
arcAB:arcT)E::AC:JX>. 

Par  la  même  raison  les  secteurs  ACB,  DOE,  sont 
comme  les  cercles  entiers ,  ceux-ci  sont  comme  les 
quarrés   des  rayons  ;  donc  sect.   AGE  :  secL  DOE  :  : 

ÂC*:DO. 

PROPOSITION   XII. 

TKBOEâKB* 

L'aire  du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa 
circonférence  par  la  moitié  du  rayon. 

Désignons  par  surf.  GA  la  surface  du  cercle  dont  le 
rayon  est  GA;  je  dis  qu'on  aura  surf  GA=7GAx 
cire.  GA. 
fis-  »7^-  Gar  si  7  GA  X  cire.  GA  n'est  pas  Faire  du  cercle  dont 
GA  est  le  rayon,  cette  quantité  sera  la  mesure  d'un 
cercle  plus  grand  ou  plus  petit.  Supposons  d'abord 
qu'elle  est  la  mesure  d'un  cercle  plus  grand,  et  soit, 
s'il  est  possible,  7  G  A  X  cire.  Gki^isurf.  GB. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  GA  circonscrivez  un 
polygone  régulier  DEFG,  etc. ,  dont  les  côtés  ne  i-en- 

*  10.    contrent  pas  la  circonférence  qui  a  GB  pour  rayon  *  ; 

la  surface  de  ce  polygone  sera  égale  à  son  contour 

*  7.     DE  +  EF  +  FG + etc.  multiplié  par  7  AG  *  :  mais  le 

contour  du  polygone  est  plus  grand  que  la  circon- 
férence inscrite,  puisqu'il  l'enyeloppe  de  toutes  parts; 
donc  la  surface  du  polygone  DEF6,  etc.,  est  plus 
grande  que  {  AG  x  cire.  AG ,  qui ,  par  hypothèse ,  est  la 
mesure  du  cercle  dont  GB  est  le  rayon  ;  donc  le  poly- 
gone serait  plus  grand  que  le  cercle.  Or  au  contraire; 
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il  est  plus  petit,  puisquil  y  est  contenu;  donc  il  est 
impossible  que  }  CA  X  cire.  CA  soit  plus  grand  que 
surf,  CA,  ou,  en  d autres  termes,  il  est  impossible  que 
la  circonférence  d'un  cercle  midtipliée  par  la  moitié 
de  son  rayon  soit  la  mesure  d'un  cercle  plus  grand.. 

Je  dis  en  second  lieu  que  le  même  produit  ne  peut 
être  la  mesure  d'un  cercle  plus  petit;  et,  pour  ne  pas 
changer  de  figure,  je  supposerai  qu'il  s'agit  du  cercle 
dont  CB  est  le  rayon;  il  faut  donc  prouver  que-^CB 
X  cire.  CB  ne  peut  être  la  mesure  d'un  cercle  plus 
petit,  par  exemple,  du  cercle  dont  le  rayon  est  CA. 
En  effet,  soit,  s'il  est  possible,  iCBxciVc.  CB  = 
surf.  CA. 

Ayant  &it  la  même  construction  que  ci-dessus,  la 
surface  du  polygone  DEFG ,  etc. ,  aura  pour  mesure 
( DE  +  EF  +  FG  +  etc. )  x  7 CA;  mais  le  contour 
DE  +  EF +FG  +  etc.,  est  moindre  que  cire.  CB 
qui  l'enveloppe  de  toutes  parts;  donc  l'aire  du  poly- 
gone est  moindre  que  7  CA  X  cire.  CB ,  et  à  plus  forte 
raison  moindre  que  7  CB  X  cire.  CB.  Cette  dernière 
quantité  est,  par  hypothèse,  la  mesure  du  cercle  dont 
CA  est  le  rayon  ;  donc  le  polygone  serait  moindre 
que  le  cercle  inscrit,  ce  qui  est  absurde;  donc  il  est 
impossible  que  la  circonférence  d'un  cercle,  multi- 
pliée par  la  moitié  de  son  rayon ,  soit  la  mesure  d'un 
cercle  plus  petit. 

Donc  enfin  la  cii*conférence  d'un  cercle  multipliée 
par  la  moitié  de  son  rayon  est  la  mesure  de  ce  même 
cercle. 

Corollaire  I.  La  surface  d'un  secteur  est  égale  à  lare  fig.  168. 
de  ce  secteur  multiplié  par  la  moitié  du  rayon. 

Car  le  secteur  ACB  est  au  cercle  entier    comme 
l'arc  ASIB  est  à  la  circonférence  entière  ABD*,  ou    •17,». 
comme  AMBx-AC  est  à  ABDX7AC.  Mais  le  cercle 
entier=ABDx7AC;  donc  le  secteur  ACB  a  pour 
mesure  AMB  x  7  AC 
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Corollaire  II.  Appelons  it  la  circonférence  dont  le 
diamètre  est  lunité;  puisque  les  circonférences  son 
comme  les  rayons  ou  comme  les  diamètres^  on  pourra 
fait^  cette  proportion  :  le  diamètre  t  est  à  sa  circonf^ 
renée  ir  comme  le  diamètre  21GA  est  à  la  circonfé^ 
ratice  qui  a  pour  rayon  GA;  de  sorte  qu'on  aura 
fig.  x65.  I  tir::  2GA  :  cifv.  GA;  done  ewc.  GA  se  d  iv  x  GA. 
Multipliant  dé  part  et  d'autre  par  1  GA^  on  auni 

iCAxwr^?.  CA=:7rxCA,  où  surf.  CA=ic.  CA- 
donc  la  surface  (Tûn  cercle  est  égale  au  produit  dà 
quarrè  de  son  rayon  par  le  nombre  constani  1r,  qui 
représente  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  i,ou 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Pareillement  la  surface  du  cercle  qui  a  pour  rayon 

.  OB  sera    égale  à  w  x  OB  ;    or  irx  GA  :  it  x  OB  :: 

GA  :  OB  ;  doftc  lès  mrjaces  des  cercles  sont  entre  eflfes 
comme  les  quarrés  de  lettre  fnjf>ns ,  t;é  qui  6  accordiÉ 
avec  le  théorème  précédent. 

Scholie.  Nous  avons  déjà  dit  que  le  pf  ôbléltie  de  là 
quadrature  du  cercle  consisté  à  ttouinei^  uh  ^Uarriè  ^1 
eu  surface  à  tn  cercle  dont  le  n\yt>U  est  cotinu  ;  ot  on 
vient  de  prouver  que  lé  cerclé  est  équivalent  au  rec- 
tangle fait  sur  la  circonférence  tet  la  moitié  du  râyôn , 
pr.  6,  ^  ^  rectangle  se  cfaài^ge  eh  qtiarré  eh  )f>ren^ht  tthé 
♦  Ht.  3.  moyenne  proportionnelle  entre  ses  deuldimensiohs*: 
ainsi  le  problème  de  la  quadrature  dû  cerclé  se  ré* 
duik  à  trouver  là  circonférence  quand  ori  conhak  te 
rayon ,  et  pour  cela  il  suffit  de  connaître  le  rappott 
de  la  circonférence  au  rayon  xm  Ml  dîÀmètre. 

Jusqu'à  présent  on  ha  pU  détermiher  ce  t^ppoit 
que  dune  manière  approchée;  mais  Tap^^roxiihation 
a  été  poussée  si  loin,  que  la  connaissance  du  rapport 
exact  n'aurait  aucun  avantage  réel. sur  celle  du  rap- 
port approché.  Auâsi  cette  question  ^  qui  A  beaucoup 
occupé  les  géomètres  lorsque  les  méthodes  d  approxi* 


LivBB  IV.  ia3 

mation  étaient  moins  connues,  est  maintenant  relé- 
guée parmi  les  questions  oiseuses  dont  il  n'est  permis 
de  s  occuper  qu  a  ceux  qui  ont  à  peine  les  premières 
notions  de  géométrie. 

Archimede  a  prouvé  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  est  compris  entre  3~  et  Sf^'; 
ainsi  Sj  ou  ^  é§t  Utie  valeur  déjà  fort  approchée  du 
nombre  que  nous  avons  représenté  par  it,  et  cette 
première  ajpproximatiôn  ést  fort  en  usa^e  à  cause  de 
sa  sin^pliciré.  Métius  â  trouvé  pour  le  tnémé  nombre 
la  Valeur  beaucoup  pluà  approchée  f^.  Enfin  ia  Va- 
leur de  TT,  développée  jusqu'à  un  certain  onlrê  de 
détimales,  a  été  trouvée  par  d'autre!»  calculateurs 
3,lt4iS9^653589793a,  etc.,  et  on  a  teu  la  patience  de 
prolonger  ces  décimales  jusqu'à  la  cent  vingt-septièhie 
ou  même  jusqu'à  la  cent-quarantième.  Il  est  évident 
qu'une  telle  approximation  équivaut  à  là  vérité,  et 
qu'on  ne  connaît  pas  miisux  l^s  tacines  des  puissance» 
ihiparfaites. 

On  expliquera,  dans  les  problèmes  suivants,  deiiit 
des  méthodes  élémentaires  les  plhs  simples  pour  obte- 
nilr  ces  approximations. 

PROPOSITION  XIII. 

PROBLÂME. 

Étant  données  les  surfaces  d'un  polygone  ré^ 
glalier  inscrit  et  d'un' polygone  semblable  cir- 
conscrit,  trouver  les  stirjaces  des  polygones  ré* 
guliers  inscrit  et  circonscrit  d^un  nombre  de  côtés 
double. 

Soit  AB  le  côté  du  polygone  donné   inscrit,  EF  fig-«^« 
parallèle  à  ÀB,  celui  du  polygone  s'^mblable  circon- 
scrit, C  le  centre  du  cercle;  si  on  tire  la  corde  AM  et 
les  tangentes  AP,  BQ,  la  coixle  AM  sera  te  côté  tlu 
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polygone  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double,  ei 
PQ  double  de  PM  sera  celui  du  polygone  semblable 
*  ^»'  circonscrit  *.  Gela  posé,  comme  la  même  construction 
aura  lieu  dans  les  différents  angles  égaux  à  ACAI,  il 
suffit  de  considérer  Tangle  ACftI  seul ,  et  les  triangles 
qui  y  sont  contenus  seront  entre  eux  comme  les  poly- 
gones entiers.  Soit  A  la  surface  du  polygone  inscrit 
dont  AB  est  un  côté,  B  la  surface  du  polygone  sem- 
blable circonscrit,  A'  la  surface  du  polygone  dont 
AM  est  un  côté,  fi'  la  surface  du  polygone  semblable 
circonscrit;  A  et  B  sont  connus,  il  s'agit  de  trouver 
A'  efc.B'.  .     . 

i^  Les  triangles  AGD,  ACM,  dont  le  sommet 
commun  est  A,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases 
CD ,  CM  ;  d'ailleurs  ces  triangles  sont  comme  les  po- 
lygones A  et  A'  dont  ils  font  partie;  donc  A: A':: 
CD: CM.  Les  triangles  CAM,  CME,  dont  le  sommet 
commun  est  M,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases 
CA,  CE;  ces  mêmes  triangles  sont  comme  les  poly- 
gones A'  et  B  dont  ils  font  partie  ;  donc  A'  :  B  :  :  C  A  :  CE. 
Mais  à  cause  des  parallèles  AD,  ME,  on  a  CD: CM:: 
CA:CE;  donc  A:A'::A':B;  donc  le  polygone  A'^ 
Tun  de  ceux  que  Ton  cherche ,  est  moyen  propor* 
tionnel  entre  les  deux  polygones  connus  A  et  B ,  et  on 

a  par  conséquent  A'irsl/AxB. 

2?  A  cause  de  la  hauteur  commune  CM ,  le  trian- 
gle CPM  est  au  triangle  CPE  comme  PM  est  à  PE  ; 
mais  la  ligne  CP  divisant  en  deux  parties  égales 
•'7»  3  l'angle  MCE,  on  a*  PM:PE::CM:CE::CD:CA:: 
A: A';  donc  CPM:CPE::A:A',  et  par  suite,  CPM: 
CPM4-CPE,  ou  CME::A:A+A'.  Mais  CMPA 
.  ou  2CMP  et  CME  sont  entre  eux  comme  les  poly- 
gones B'  et  B  dont  ils  font  partie;  donc  B':B:: 
aA:A+A'.  On  a  déjà  déterminé  A';  cette  nou- 
velle proportion  déterminera   B',  et  on  aura  B'  = 


■       .,;  donc,  au  moyen  des  polygones  A  et  B,"  il  est 

facile  de  trouver  les  polygones  A'  et  B'  qui  ont  deux 
fois  plus  de  côtés. 


PROPOSITION  XIV. 

PaOBLÂME. 

Trouver  le  rapport  approché  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre. 

Soit  le  rayon  du  cercle  =  i ,  le  côté  du  quarré 
insci'it  sera  V^2*y  celui  du  quarré  circonscrit  sera 
égal  au  diamètre  2;  donc  la  surface  du  quarré  ins- 
crit =  2,  et  celle  du  quarré  circonscrit  =  4*  Mainte- 
nant, si  on  fait  A=a  et  B=4,  on  trouvera  par  le 
problème   précédent   Toctogone    inscrit  A'=v/8= 

2,8284271  ,  et  l'octogone  circonscrit  B'=-— — ^z= 

3,3i37o85.  Connaissant  ainsi  les  octogones  inscrit 
et  circonscrit^  on  trouvera  par  leur  moyen  les  po- 
lygones d'un  nombre  de  côtés  double  ;  .il  faudra  de 
nouveau  supposer  A=  2,8284271,  B= 3,3 13708$, et 

on    aura  A'=W^ÂxB  =  3,0614674  ,  et  B'  =  ^^ 

=  3,1825979.  Ensuite  ces  polygones  de  16  côtés  ser-^ 
viront  à  connaître  ceux  de  32,  et  on  continuera  ainsi 
jusqu'à  ce  que  le  calcul  ne  donne  plus  de  ditTérence 
entre  les  polygones  inscrit  et  circonscrit,  au  moins 
dans  Tordre  de  décimales  auquel  on  s'est  arrêté ,  qui 
est  le  septième  dans  cet  exemple.  Arrivé  i  ce  point, 
on  conclura  que  le  cercle  est  égal  au  dernier  résultat, 
car  le  cercle  doit  toujours  être  compris  entre  le  po- 
lygone inscrit  et  le  polygone  circonscrit  ;  donc  si 
ceux-ci  ne  diffèrent  point  entre  eux  jusqu^à  un  certain 
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ordre  de  décimales,  le  cercle  n'en  différera  pas  non 
plas  jusqu'au  même  ordre. 

Voici  le  calcul  de  ces  polygones  prolongé  jusqu'à 
ce  qu'ils  ne  diffèrent  plus  dans  le  septième  ordre  de 
décimales. 


If  onbrt  des  cdtÀ>  Polygone  inscrit.  Polygone  circonscrit. 

4 2,0000000 49O000000 

8 2,8284271  3,3i37o85 

16 3,0614674  ......  3,1826979 

32 3,i9i44Si  3,1517249 

64 3,i365485  3,a4n84 

128 3,i4o33ii  3,14^2236 

256 3,1412772 3,1417504 

5i2 3,i4i5i38 3,i4i632i 

1024 3,1415729 3,1416025 

2048 3,i4i5877 3,i4i595i 

4096 3,1415914 3,1415933 

8192  3,1415923 3,1415928 

i6384 3,14*15925  3,1415927 

32768 3,i4i5926 3,1415926 

De  là  je  conclus  que  la  surface  du  oerde  =s 
3,1415926.  On  pourrait  ayoir  du  dout0  sur  la  ditr- 
nièrè  décimale  à  cause  des  erreurs  qui  Tiennent  des 
parties  négligées;  mais  le  calcul  a  été  fait  avec  une 
décimale  de  plus,  pour  être  sûr  du  résultat  que  nous 
venons  de  trouver  jusque  dans  la  dernière  décimale. 

Puisque  la  surface  du  cercle  est  égale  à  la  demiT 
circonférence  multipliée  par  le  rayon ,  le  rayon  étant 
I,  la  demi*circonférence  est  3,i 415926;  ou  bien  le 
diamètre  étant  i ,  la  circonférence  est  3,1415926; 
donc  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  dé^ 
signé  ci-dessus  par  ir:=  3,1415926. 


PRÇPOSJTION  XV. 

Le  triante  GÂJB  est  équivalent  au  triangle  isoscèle  DCE,  ^8-  i?»* 
(7«i  a  /e  même  angte  C ,  r/  dont  le  c6té  CE  ^^a/  à  CD  e^f 
moyen  proportionnel  entre  CA  «/  CB.  D«  plus ,  si  f  angle 
CAB  tfj/  droit,  la  perpendiculaire  C¥  abaissée  sur  la  hase 
du  triangle  isoscèle  ,  sera  moyenne  proportionnelle  entre  le 
c6té  CA  et  la  demi^somme  des  côtés  CA ,  CD. 

Car,  I®  à  cause  de  Tangle  commun  C,  le  triangle  ABC  est 
an  triangle  isoscèle  DCË  comme  AC  X  CB  est  à  DC  X  CE ,  ou 

PC*;  donc  ces  triangles  seront  équivalents,  si  DCssAC  *^4*  3. 
XCB,  ou  si  DC  est  moyei^ne  proportionnelle  entre  AC 
et  C. 

2^  La  perpendiculaire  CGF  coupant  en  deux  parties  égales 
Tangle  ACB,  ona*AG:GB:.:AC:CB,  doùrésulte,  co//î/?o-  *ï7»  3. 
nendo,  AG:AG+CB  ou  AB:: AC: AC-|-CB;  mais  AG 
est  à  AB  comme  le  triangle  ACG  est  au  triangle  ACB  ou 
iCDF  ;  d^ailleurs ,  si  Tangle  A  est  droit ,  les  triangles  rectan- 
gles ACG»  CDF,  seront  semblables,  et  donnerpnt  AÇG: 

GDFllACsCF^dono 

AC*:  a  (Cf":  :  AC  :  AC  +  CB. 
Bfultipliant  le  second  rapport  par  AC ,  les  antécédents  de- 

viendront  égaux,  et  on  aura  par  conséquent  aÇF^^-C X 

(AC  +  CB) ,  ou  CF = AC  X  f^^"''^\  donc  a^  si  Tangle 

4  ett  droit ,  la  pevpendicolaira  CF  sera  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  oâté  AC  et  la  demi-somme  des  e^iég 
4C ,  CB. 

PROPOSITION  XVI. 

paoBLâxB. 

Trouver  un  cercle  qui  diffère  aussi  peu  qu*on  vo(idrti  d'un 
polygone  régulier  d»nné. 

Soit  proposé ,  par  exemple,  le  qnarré  BMNP  ;  abaissez  du   fif.  t^t. 


1^8  e^OMl&TAlB. 

centre  C  la  perpendiculaire  CA  sur  le  côté  9fB,  et  joignez 
CB 

Le  cercle  décrit  du  rayon  CA.  est  inscrit  dans  le  quarré , 
et  le  cercle  décrit  du  rayon  CB  est  circonscrit  à  ce  même 
quarré;  le  premier  sera  pins  petit  que  le  quarré,  le  second 
sera  plus  grand  ;  mais  il  s'agit  de  resserrer  ces  limites. 

Prenez  CD  et  CE  égales  chacune  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  CA  et  CB ,  et  joignez  £D  ;  le  triangle  isoscèle 
5x.  CDË  sera  équivalent  au  triangle  CAB*  ;  faites  de  même  pour 
chacun  des  huit  triangles  qui  composent  le  quarré ,  vons 
formerez  ainsi  un  octogone  régulier  équivalent  aa  quarré 
BMNP.  Le  cercle  décrit  du  rayon  CF,  moyen   propor- 

^.      CA+CB  .   j       1, 

tionnel  entre  CA  et ,  sera  mscnt  dans  1  octogone ,  et 

le  cercle  décrit  du  rayon  CD  lui  sera  circonscrit.  Ainsi  le 
premier  sera  plus  petit  que  le  quarré  donné  et  le  second 
plus  grand. 

Si  on  change  de  la  même  manière  le  triangle  rectangle 
CDF  en  un  triangle  isoscèle  équivalent,  on  formera  par  ce 
moyen  un  polygone  régulier  de  seize  côtés,  équivalent  an 
quarré  proposé.  Le  cercle  inscrit  dans  ce  polygone  sera  plus 
petit  que  le  quarré,  et  le  cercle  circonscrit  sera  plus  grand. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  rapport  entre 
le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
diffère  aussi  peu  qu*on  voudra  de  Tégalité.  Alors  Tun  et 
l'autfe  cercle  pourront  être  regardés  comme  équivalents  an 
quarré  proposé. 

Scholie.  Voici  à  quoi  se  réduit  la  recherche  des  rayons 
successifs.  Soit  a  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  Tun  àt% 
polygones  trouvés ,  b  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  même 
polygone;  soient  a!  et  hf  les  rayons  semblables  pour  le  po- 
lygone suivant  qui  a  un  nombre  de  côtés  double.  Suivant  ce 
que  nous  avons  démontré ,  V  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  a  et  6 ,  et  a'  est  une  moyenne  proportionnelle 

entre  a  et ;  de  sorte  qu'on  aura  b'z=z\/aXà^  et  «'= 

|/*ïX ;  donc  les  rayons  a  ei  b  d'un  polygone  étant 


eonims,  on  en  conclut  facilement  les  rayons  eC  et  &'  da  po- 
lygone suivant  :  et.  on  continuera  ainsi  jasqu'à  ce  que  la 
dîlférence  entre  les  deux  rayons  soit  devenue  insensible; 
alors  Ton  ou  Taotre  de  ces  rayons  sera  le  rayon  du  cercle 
équivalent  an  quarré  ou  au  polygone  proposé. 

Cette  mëtbode  est  facile  à  pratiquer  en  lignes ,  puisque 
elle  se  réduit^à  trouver  des  moyennes  proportionnelles  suc- 
cessives entre  des  lignes  connues  ;  mais  elle  réussit  encore 
mieux  en  nombres ,  et  c*est  une  des  plus  commodes  que  la 
géométrie  élémentaire  puisse  fournir  pour  trouver  promp- 
tement  le  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Soit  le  c6té  du  quarré  =  a ,  le  premier  rayon  inscrit  CA  sera 
I ,  et  le  premier  rayon  circonscrit  CB  sera  \/  a  ou  i  ,4 1  Aa  1 36. 
Faisant  donc  a=x,  6=:  i,4i4^i36,  on  trouvera  V-zzi 
1,1892071  ,  et  <!'=::  1,098684 !•  Ces  nombres  serviront  à 
calculer  les  suivants  d*après  la  loi  de  continuation. 

Voici  le  résultat  du  calcul  fait  jusqu'à  sept  ou  huit  chiffres 
par  les  tables  de  logarithmes  ordinaires. 

Eajom  dct  oerclet  circooscriti.  Rayons  dea  cercle«  inflcrits. 

I,4l4^l36  1,0000000. 

1,1891071  i,o98684i< 

i,i43o5oo  ^i,i2io863. 

i,i3ioi49  1,1265639. 

1,1292862  1,1279257. 

x,i286o63  1,1282657. 

Maintenant  que  la  première  moitié  des  chiffres  est  la 
même  des  deux  côtés,  on  pourra ,  au  lieu  des  moyens  géo- 
métriques ,  prendre  les  moyens  arithmétiques ,  qui  n'en  dif- 
fèrenl  que  dans  les  décimales  ultérieures.  De  cette  manière 
l'opération  s'abrège  beaucoup,  et  les  résultats  sont  : 

1,1284360  i,i2835o8. 

1,1283934  1,1283721. 

1,1283827  1,1283774. 

1,1283801  1,1283787. 

1,1233794  1,1283791. 

1,1283792  1,1283792. 
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Donc  t»i3637g2  est  à  très- peu  près  le  rayon  du  ctiraU 
égal  en  surface  au  qa^rré  dont  le  c6té  est  2.  De  là  il  est  fa- 
cile de  trouyer  le  rapport  de  la  eireonférefice  %f^  ^Umètn  : 
car  on  a  démontré  que  la  surface  du  cercle  est  égale  au 
quarré  de  son  rayon  multipUé  par  le  nombre  «  ;  daac ,  si 
on  diyise  U  surface  4  par  le  quarré  de  i^iaSSjga  t  on  aiira 
la  valeur  de  ir,  qui  se  trouve  par  ce  calcul  de  3,|4  ^^9^^»  ^^t 
comme  on  Ta  trouvée  par  une  autre  métbod^- 


APPENDICE  AU  LIVRE  IV. 

DEFINITIOirS* 

I.  Oif  appelle  maximum  la  quantité  la  plus  grande  entra 
tontes  celles  de  la  même  espèce;  minimum  la  plus  petite. 

Ainsi  le  diamètre  du  cercle  est  un  maximum  entre  toutes 
les  lignes  qui  joignent  deux  points  de  la  circonférence,  et 
la  perpendiculaire  est  un  minimum  entre  toutes  les  droites 
menées  d*un  point  donné  à  une  ligne  donnée. 

II.  On  a]>pelle  figures  isopérimètres  celles  qui  ont  des  pé- 
rimètres égaux.      ^ 

PROPOSITION  PREMIÈRE, 

THliORBMB. 

Entre  tous  les  triangles  de  même  base  et  de  mène  périm 

mètre  ,  le  triangle  maximum  est  celui  dans  lequel  les  deux 

c6tés  non  déterminés  sont  égaux. 
^.  17».       Soit  AC=  CB ,  et  AM  +  MB  =  AC  +  CB  ;  Je  dis  que  le 

triangle  isoscèle  ACB  est  plus  grand  que  le  triangle  AMB 

qui  a  même  base  et  même  périmètre. 

Du  point  C ,  comme  centre ,  et  du  rayon  CA  ^:^  CB ,  dé* 

criyez  une  circonférence  qui  rencontre  CA  prolongé  en  D; 

joignez  DE;  et  Tangle  DBA,  inscrit  dans  le  demi -cercle, 
*x5,  %,      sera  un  angle  droit  *.  Prolongez  la  perpendîctilaire  D^  vers 

N,  faites  MM  =: MB,  et  joignez  AN.  Enfin  des  points  M  et  C 

baissez  MP  et  CG  9  perpendiculaires  sur  DN.  Puisque  CB  zs 


HVRB    IV.  ,3, 

CDetMN=:lIB,onaAC  +  CB  =  AD,êtAM-hMB= 
AM-f.MN.MaisAC+CB  =  AM4-MB;doncAI>=AM+ 
MN  ',  donc  AD  >  AN  :  or  si  l'oblique  AD  est  plus  grande  que 
robUquc  AN ,  eUe  doit  être  plm  éloignée  de  la  perpendicu- 
laire AB ;  donc  DB  > BN ;  donc  BG ,  qui  est  moitié  de  BD  »,  •  i».  u 
sera  plus  grande  que  BP  moitié  de  BJV.  Mais  les  triangles 
ABC ,  ABM ,  qui  ont  même  base  AB ,  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs  BG,  BP;  donc,  puisqu'on  a  BG>BP,  le  tii- 
angle  isoscèle  ABC  est  plus  grand  que  le  non-isoscèle  ABM 
de  même  base  et  de  même  périmètre. 

PROPOSITION  II. 

THSORiMB. 

Mntre    tous  les  polygones  isopérimètrès  et  d*um  même 
nombre  de  côtés ,  celui  qui  est  un  maximum  a  sew  cdiés 

Car  ioit  ABCDEF  le  polygone  maximum;  si  le  cAté  BG  Hg.  i73* 
n'est  pas  égal  à  CD ,  faites  sur  la  base  PD  un  triangle  isos- 
cèle  BOD  qui  soit  isopérimètre  à  BCD,  le  triangle  BOD  sera 
plus  grand  que  BCD  %  et  par  conséquent  le  polygone  ♦pr.x^ 
ABODEF  sera  plus  grand  que  AfiCDËF;  donc  ce  dernier 
ne  serait  pas  le  maximum  entre  tous  ceux  qui  ont  le  même 
périmètre  et  le  même  nombre  de  côtés,  ce  qui  est  contre  la 
supposition.  On  doit  donc  aToir  BC  =  CD  :  on  aura  pat  la 
même  raison  CD  3  D£,  D£=  EF,  etc.  ;  donc  tous  les  cAtés 
^  pQl7gon««i7Mma9i(in  sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  III. 

VHBORâMB. 

De  tous  les  triangles  formés  avec  deux  eétés" donnés /ai» 
sont  entre  eux  un  angle  à  volonté,  le  maximum  est  celui 
dans  lequel  les  deux  côtés  donnés  font  un  angle  drwt. 

Soient  les  deux  triangles  BAC ,  BAD ,  qui  ont  le  côté  AB  g^^  ,,4^ 
commun ,  et  le  côté  AC  s  AD  f  si  l'angle  BAC  est  droit ,  je 
dis  que  le  triangle  BAC  sera  plus  grand  que  le  triangle  BAD, 
dans  lecjuel  Tangle  eu  A  eit  aigu  ou  obtus. 


i$%  ciomiriBLit. 

Car  Ift  hkée  AB  6tant  la  même ,  les  deux  triangles  BAC^ 
BAD,  sont  comme  les  hauteurs  AC,  DE  :  maïs  la  per- 
pendiculaire DE  est  pins  courte  que  Toblique  AD  ou  son 
égale  AC  ;  donc  le  triangle  BAD  est  plus  petit  que  BAC. 

PROPOSITION  IV. 

THiOEEM  B. 

De  tous  les  polygones  formés  avec  des  côtés  donnés  et  un 
dernier  à  volonté,  le  maximum  doit  être  tel  que  tous  ses 
angles  soient  inscrits  dans  une  demi-  circor^férence  dont  hs 
côté  inconnu  sera  le  diamètre. 
«g.  i75i  Soit  ABCDEF  le  plus  grand  des  polygones  formés  «ycc 
les  côtés  donnés  AB,  BC ,  CD ,  DE,  EF,  et  un  dernier  AF 
\  volonté  ;  tirez  les  diagonales  AD ,  DF.  Si  Tangle  ADP 
ii*était  pas  droit,  on  pourrait,  en  conservant  les  parties 
ABCD ,  D£F ,  telles  qu  elles  sont ,  augmenter  le  triangle 
ADF ,  et  par  conséquent  le  polygone  entier ,  en  rendant 
Tangle  ADF  droit ,  conformément  à  la  proposition  précé-> 
dente  ;  mais  ce  polygone  ne  peut  plus  être  augmenté ,  pois- 
qu'il  est  supposé  parvenu  à  son  maximum  ;  donc  Tangle 
ADF  est  déjà  un  angle  droit.  U  en  est  de  même  des  angles 
ABF,  ACF,  AËF  ;  donc  tons  les  angles  A,  B,  C ,  D ,  E,  F, 
du  polygone  maximum  sont  inscrits  dans  une  derai-circoB* 
férence  dont  le  côté  indéterminé  AF  est  le  diamètre. 

SchoUe.  Cette  proposition  donne  lien  à  une  qnestion  ;  sa- 
voir, s*il  y  a  plusieurs  manières  de  former  un  polygone  avec 
des  côtés  donnés ,  et  un  dernier  inconnu  qui  sera  le  diamètre 
de  la  demi- circonférence  dans  laquelle  les  autres  côtés  sont 
inscrits.  Avant  de  décider  cette  question  y  il  faut  observer 
que  si  une  même  corde  AB  sous -tend  des  arcs  décrits  de 
•g.  «?••   différents  rayons  AC ,  AD ,  Tangle  au  centre  appuyé  sur 
cette  corde  sera  le  plus  petit  dans  le  cercle  dont  le  rayon 
.    est  le  plus  grand;  ainsi  ACB<  ADB.  En  effet  Tangle  ADO 
*s7,t.  r=ACD-hCAD*;  donc  ACD<ADO,  et  en  doublant  de 
part  et  d*autre  on  aura  ACB<  ADB. 
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PROPOSITION  V. 

THÉORBXB. 

Il  ny  a  qu'une  manière  déformer  le  polygone  AfiCDEF, 
a^^ec  des  côtés  donnés  et  un  dernier  inconnu  qui  soit  le  dia- 
mètre de  la  demi' circonférence  dans  laquelle  les  autres  cétés 
sont  inscrits. 

Car,  siipx>o$ona  qa*on  a  trouTé  un  cercle  qui  satisfasse  à  H*  ^7^* 
la  question  ;  si  on  prend  un  cercle  plus  grand  y  les  cordes 
AB ,  BC ,  CD ,  etc. ,  répondront  à  des  angles  au  centre  plus 
petits.  La  somme  de  ces  angles  au  centre  sera  donc  moindre 
que  deux  angles  droits;  ainsi  les  extrémités  des  côtes 
donnés  n'aboutiront  plus  aux  eitrémités  d'un  diamètre* 
L'inconvénient  contraire  aura  lieu  si  on  prend  un  cercle 
plus  petit;  donc  le  polygone  dont  il  s*agit  ne  peut  être 
inscrit  que  dans  un  seul  cercle. 

Scholie.  On  peut  changer  à  volonté  Tordre  des  côtés  AD , 
BC,  CD ,  etc.,  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  sera  tou- 
jours le  même ,  ainsi  que  la  surface  du  polygone;  car,  quel 
que  soit  Tordre  des  arcs  AB,  BC,  etc.,  il  suffît  que  leur 
tomme  fasse  la  demi -circonférence ,  et  le  polygone  aura 
tOQJonrs  la  même  surface ,  puisqu'il  sera  égal  au  demi* 
cercle  moins  les  segments  AB ,  BC ,  etc. ,  dont  la  somme 
est  toujours  la  même. 

PROPOSITION  VI. 

THBOHBVB. 

De  tous  les  polygones  formés  avec  des  côtés  donnés ,  le 
maximum  est  celui  qu^on  peut  inscrire  dans  un  cercle. 

Soit  ABCDEl^'G  le  polygone  inscrit,  et  abcdefg  le  non>  ^g*  X77- 
inscriptible  formé  avec  des  côtés  égaux ,  en  sorte  qu'on  a 
AB  =  <s^^  'BCs^bcy  etc.;  je  dis  que  le  polygone  inscrit  ost 
plus  grand  que  Fautre. 

Tirez  le  diamètre  £M;  joignez  AM ,  MB;  sur  a6  =  AB 
Alites  le  triangle  abm  égal  à  ABM,  et  joignez  em. 

En  Ycrtu  de  la  proposition  ÏY,  le  polygone  EFGAM  est 
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plus  grand  que  ef^m  ,  à  moins  que  celui-ci  ne  puisse  être 
pareillement  inscrit  dans  une  demi  -  circonférence  dont  le 
côté  em  serait  le  diamètre ,  auquel  cas  les  deux  polygones 
seraient  égaux  en  ^ertu  de  la  proposition  V.  Par  la  même 
raison  le  polygone  EDCBM  est  plus  grand  que  cdcbm ,  sauf 
la  même  exception  où  il  y  aurait  égalité.  Donc  le  polygone 
entier  EFGAMBCDE  est  plus  grand  que  çfgambcde^  k  moins 
qu'ils  ne  soient  entièrement  égaux  :  mais  ils  ne  le  sont  pas, 
puisque  Tun  est  inscrit  dans  le  cercle ,  et  que  Tautre  est 
supposé  non  -  inscriptîble  ;  donc  le  polygone  inscrit  est  le 
plus  grand.  Retranchant  de  part  et  d^autre  les  triangles 
égaux  ABM  ,  abm ,  U  restera  le  polygone  inscrit  ABCDEFG 
plus  grand  que  le  non-inscriptîble  abalefg, 

Scholte.  On  démontrera ,  comme  dans  la  proposition  T, 
qu*îl  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  cercle ,  et  par  conséquent 
qu*un  seul  polygone  maximum  qui  satisfasse  à  la  question; 
et  ce  polygone  serait  encore  de  même  surface ,  de  quelque 
manière  qu'on  changeât  l'ordre  de  ses  côtés. 

PROPOSITION  VII. 

THSORÂKB. 

Le  polygone  régulier  est  un  maximum  entre  tous  les  poly- 
gones isopérimètres  et  d*un  même  nombre  de  côtés* 

Car,  suivant  le  théorème  II,  le  polygone  maximum  a  tous 
ses  côtés  égaux;  et,  suivant  le  théorème  précédent,  il  est  in- 
scriptîble dans  le  cercle;  donc  ce  polygone  est  régulier. 

PROPOSITION  VIII. 

LBM  MB. 

Deux  angles  au  centre  ,  mesures  dans  deux  cercles  dijfè» 
rents ,  sont  entre  eux  comme  les  arcs  compris  divisés  par 
leurs  rayons. 

AB 

H'  ^1^'       Ainsi  l'angle  C  est  à  l'angle  G  comme  le  rapport  —-^  est 

AG 

DE. 

en  rapport  --— 
*^^        DO 

D'un  rayon  OF  égal  è  AC  décrivez  l'arc  FG  compris  entre 


Nf  «6tét  OD,  OS ,  prolètigéà }  k  ottns^.  Aêê  riyoni  ^^ftux  AC , 

OF,  on  aura  d'abord  C:  O  ::  AB:FG  %  ou :: -r- -r^.  Mais  •  i^ 

à  cause  des  arcs  âémblables  FG ,  DE ,  on  a  *  FG  ;  0£  :  :  FO  :  *  x  Xi 

DO  ;  donc  k  rapport  r^r-  est  égal  au  rapport  -=—-,  et  on  a 
FO  UU 

^  ^     AB    DE 
parconaiinieniCtO::—:^. 

PHOPOSITION   IX. 

THBORBMB. 

De  deiLé  polfgoftes  réguliers  i^périjnètfés ,  celui  qui  a  te 
plus  grand  nombre  de  côtés  est  le  plus  grand. 

Soit  DE  le  demi-côté  de  Fun  des  polygones ,  O  son  centre,  fig.  170. 
CE  son  apothème  ;  soit  AB  le  demi-côté  de  Tautre  polygone, 
C  son  centre,  CB  son  apotitéme.  On  suppose  les  centres  O 
et  C  situés  k  une  distance  quelconque  OC ,  et  les  apothèmes, 
CE,  CBf  dans  la  direction  OC  :  ainsi  DOE  et  ACB  seront 
Ica  dcmi-mngles  au  centra  des  polygones ,  «t  comme  ces  ilki- 
gles  ne  sont  pas  égaux,  les  lignes  CA ,  OD^  prolongées,  se 
rencontreront  en  un  point  F  ;  de  ce  point  abaissea  sur  0€ 
la  perpendiculaire  FG  ;  des  points  O  et  C,  comme  centres, 
déorivea  les  arcs  GI,  GU ,  terminés  anx  côtés  OF,  CF« 

Cela  posé ,  on  aura  par  le  lemme  précédent  O  :  C  :  :  — ^  :  *;^; 

mais  DE  est  ati  périmètre  du  premier  polygone  comme 

l'angle  O  est  à  (}natre  angles  droits,  et  AB  est  an  périmètre 

du  second  Comme  Tangle  C  est  &  quatre  angles  droits  ;  donc, 

puisque  les  pétimétres  des  polygones  sont  égaux,  DE  ;  AB 

GI  GH  ^ 

::  0:C9  ouDE: AB  ::  e-^  ;— . .  Multipliant  les  antécédents 

par  OG  et  les  conséquents  parCG,  on  aura  DÉX  OGrABx 
CG  :  :  Cl  :  GH.  Mais  les  triangles  semblables  ODE,  OFG, 
donnent  OE  :  OG  ::  DE  :  FG ,  d'où  résulte  DE  X  OO  =  OE 
XFG;  on  aura  demème  ABxCG  =  CBxFG;  doncOEX 
FG  :  CB  X  FG  ;:  CI  :  GH  ,  ou  OE  :  CB  ::  CI  :  GU.  Si  donc 
on  fait  voir  que  Tare  GI  est  plus  grand  que  Tare  GH ,  il 
s'en  suivra  que  Tapo thème  OE  est  plus  grand  que  CB. 


l3$  GliOMBTail, 

De  l*aatre  cAté  de  CF  soit  Mît  la  figure  CKx  entièrement 
égale  à  la  figure  CG:r  ,  de  sorte  qu*on  ait  CK=CG,  Tangle 
HOK  =  HCG ,  et  Tare  Kjr=xG  ;  la  courbe  K>G  enydop- 
*9'  p^a  Tare  KHG ,  et  sera  plus  grande  que  cet  arc  \  Donc  Gx, 
moitié  de  la  courbe,  est  plus  grande  que  GH  moitié  de  Tare; 
donc ,  à  plus  forte  raison ,  GI  est  plus  grand  que  GH. 

Il  résulte  de  là  que  l'apothème  OE  est  plus  grand  que  CB  : 
mais  les  deux  polygones  ayant  même  périmètre  sont  entre 
*  7*  eux  comme  leurs  apothèmes  *  ;  donc  le  polygone  qui  a  pour 
dcmi-c6té  DE  est  plus  grand  que  celui  qui  a  pour  demi-cÀté 
AB  :  le  premier  a  le  plus  de  côtés ,  puisque  son  angle  au 
centre  est  le  plus  petit;  donc  de  deux  polygones  réguliers  iso- 
périmètres ,  celui  qui  a  le  plus  de  côtés  est  le  plus  grand. 

PROPOSITION  X. 

THBOEBMB. 

Le  cercle  est  plus  grand  que  ioui polygone  isopénmètre. 
^'  '    '       U  est  déjà  prouvé  que  de  tons  les  polygones  isopérimètres 
et  d'un  même  nombre  de  côtés  le  polygone  régulier  est  le 
plus  grand;  ainsi  il  ne  s*agit  plus  que  de  comparer  lé  oeide 
à  un  polygone  régulier  quelconque  isopérimètre.  Soit  Al  le 
demi-côté  de  ce  polygone ,  C  son  centre.  Soit  dana  le  oerde 
isopérimètre  Tangle  DOE=:  AGI ,  et  conséquemment  Tare 
DE  égal  au  demi -côté  AI.  Le  polygone  P  est  au  cercle  G 
comme  le  triangle  AGI  est  au  secteur  ODE  ;  ainsi  on  aura 
P:G::^AIxCI.4D£xO£::Gl:OE.  Soit  menée  au  point 
E  la  tangente  £G  qui  rencontre  OD  prolongé  en  G  ;  les  tri^ 
angles  semblables  AGI,  GOE,  donneront  la  proportion  GI: 
OE  ::  AI  ou  DE:GE  ;  donc  P:G ::  DE:G£,  ou  comme  DEx 
\  OE  qui  est  la  mesure  du  secteur  DOS  est  à  GEx  |OE  qui 
est  la  mesure  du  triangle  GOE  :  or  le  secteur  est  plus  pedt 
que  le  triangle;  donc  P  est  plus  petit  que  G,  donc  le  cercle 
est  plus  grand  que  tout  polygone  isopérimètre. 


LIVRE  V. 


LES  PLANS  ET  LES  ANGLES  SOLIDES. 

DBVIIYITIONS. 

I.   Unb  ligne  droite  est  perpendiculaire  a  un  plan  y 
lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  qui 
passent  par  son /^i^^  dans  le  plan*.  Réciproquement  *ï«'.4i 
le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  où  cette 
ligne  rencontre  le  plan. 

II.  Une  ligne  est  parallèle  à  un  plan,  lorsqu'elle 
ne  peut  le  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les 
prolonge  l'un  et  lautre.  Réciproquement  le  plan  est 
parallèle  à  la  ligne. 

III.  Deux  plans  sont  parallèles  entre  eux,  lorsqu'ils 
ne  peuvent  se  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les 
prolonge  l'un  et  Tauti-e. 

IV.  Il  sera  défnontrë  *  que  l'intersection  commune   •  pr.  3. 
de  deux  plans  qui  se  rencontrent  est  une  ligne  droite  : 

cela  posé ,  Vangle  ou  Pinclinaison  mutuelle  de  deux 
plans  est  la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  ils 
sont  écartés  Tun  de  l'autre;  cette  quantité  se  me- 
sure* par  Vangle  que  font  entre  elles  les  deux  per-  *pr.7. 
pendiculaires  menées  dans  chacun  de  ces  plans  au 
même  point  de  Tintersectiou  commune. 
Cet  angle  peut  être  aigu,  droit,  ou  obtus. 

V.  S'il  est  droil,  les  deux  plans  sont  perpendicU" 
kUres  entre  eux. 

VI.  Angle  solide  est  Tespace  angulaire  compris 
entre  plusieurs  plans  qui  se  réunissent  en  un  même 
point. 
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h*  109-       Ainsi  langle  solide  S  est  forme  par  la  réunion  des 
plans  ASB,  BSC,  CSB,  DSA, 

Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle 
solide^ 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THBOaAMB. 

I 

Une  ligne  droite  ne  peut  être  en  partie  dans 
un  plan ,  en  partie  au  dehors. 

Car,  suivant  la  définition  du  plan,  dès  cp^une 
ligne  droite  a  deux  points  communs  avec  \ux  plan , 
elle  est  tout  entière  dans  ce  plan. 

Scitolie.  Pour  reconnaître  si  une  surface  est  plane, 
il  faut  appliquer  une  ligne  droite  en  différents  sens 
sur  cette  surface,  et  voir  si  elle  touche  la  surface  dans 
toute  son  étendue. 

PROPOSITION  II. 

TaioaAMfi. 

Deux  lignes  droites  qui  se  coupent  sont  dans 
un  même  plan ,  et  en  déterminent  la  position. 

fig'  x8<*  Soient  Afi,  AC,  deux  lignes  droites  qui  se  coupent 
en  A  :  on  peut  concevoir  un  plan  où  se  trouve  la 
ligne  droite  AB  ;  si  ensuite  on  fait  tourner  ce  plan 
autour  de  AB ,  jusqu'à  ce  qu*il  passe  par  le  point  C, 
alors  la  ligne  AG,  qui  a  deux  de  ses  points  A  et  G  dans 
ce  plan,  y  sera  tout  entière,  donc  la  position  de  ce 
plan  est  déterminée  par  la  seule  condition  de  renfer- 
mer les  deux  droites  AB,  AC. 

Corollaire  I.  Un  triangle  ABG,  ou  trois  points 
A,  B,  G,  non  en  ligne  droite,  déterminent  la  position 
d'un  plan. 

fig.  x82.       Corollaire  IL  Donc  aussi  deux  parallèles  AB,  CD, 
déterminent  la  position  d'un  planj  car  si  on  mène  la 
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a^nte  BF^  le  plan  des  deux  droites  ÂE,  EF,  sera 
wlui  des  parallèles  AB^  CD. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

Si  deux  pians  se  coupent  j  leur  intersection 
commune  sera  une  ligne  droite. 

Car,  si  dans  les  poinu  communs  aux  deux  plans 
on  en  trouvait  trois  qui  ne  fussent  pas  en  ligne  droite, 
les  deux  plans  dont  il  s  agit,  passant  chacun  par  ces 
trois  points ,  ne  feraient  qu'un  seul  et  même  plan  *,  *  >' 
ce  qui  est  contre  la  supposition. 

PROPOSITION  IV. 
théorâms. 

Si  une  ligne  droite  AP  est  perpendiculaire  à  ^g-  xW. 
deux  autres  PB ,  PC ,  qui  se  croisent  à  son  pied 
dans  le  plan  MN ,  elle  sera  perpendiculaire  à 
une  droite  quelconque  PQ  menée  par  son  pied 
dans  le  même  plan ,  et  ainsi  elle  sera  perpendi- 
culaire au  plan  MN. 

Par  un  point  Q,  pris  à  volonté  sur  PQ,  tire*  la 
droite  BC  dans  l'angle  BPG,  de  manière  que  BQ= 
QC  * ,  joignez  A  B ,  AQ ,  AG.  *p~^-5» 

La  base  BG  étant  divisée  en  deux  parties  égales  au 
point  Q ,  le  triangle  BPC  donnera  * ,  *  i4. 3. 

PC'-i-PB=2pQ  +  aQc! 
Le  triangle  BAC  donnera  pareillement , 

ÂC  Hh  AB= aÂQ.V  aQG.' 
Retranchant  la  première  égalité  de  la  seconde,  et 
observant  que  les  triangles  APC ,  APB ,  tous  deux 

rectangles  en  P,  donnent  AC — PG=:AP,  et  AR — 

PB=AP;  on  aura, 

ÂP4-AP=aÂQ— aPQ.' 
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Donc,  en  prenant  les  moitiés  de  part  et  d'autre^ 

on  a  AP=ÂQ— PQ*,  ou  ÂQ=Âp/+PQ',  donc  le 
•  i3,  3.  triangle  APQ  est  rectangle  en  P*;  donc  AP  est  per- 
pendiculaire à  PQ. 

Scholie.  On  voit  par  là ,  non-seulement  qu  il  est  pos- 
sible qii^une  ligne  droite  soit  perpendiculaire  à  toutes 
celles  qui  passent  par  son  pied  dans  un  plan ,  mais 
que  cela  arrive  toutes  les  fois  que  cette  ligne  est  per- 
pendiculaire à  deux  droites  menées  dans  le  plan;  c'est 
ce  qui  démontre  la  légitimité  de  la  définition  I. 

Corollaire  I.  La  perpendiculaire  AP  est  plus  courte 
qu  une  oblique  quelconque  AQ  ;  donc  elle  mesure  la 
vraie  distance  du  point  A  au  plan  PQ. 

Corollaire  II.  Par  un  point  P  donné  sur  un  plan  ^ 
on  ne  peut  élever  qu^une  seule  perpendicubire  à  ce 
plan  ;  car  si  on  pouvait  élever  deux  perpendiculaires 
par  le  même  point  P^  conduisez,  suivant  ces  deux 
perpendiculaires ,  un  plan  dont  Tintersection  avec  le 
plan  MN  soit  PQ;  alors  les  deux  perpendiculaires 
dont  il  s  agit  seraient  perpendiculaires  à  la  ligne  PQ , 
au  même  point  et  dans  le  même  plan ,  ce  qui  est  im- 
possible. 

Il  est  pareillement  impossible  dVbaisser  d'un  point 
donné  hors  d'un  plan  deux  perpendicidaires  à  ce 
plan  ;  car  soient  AP,  AQ,  ces  deux  perpendiculaires, 
alors  le  triangle  APQ  aurait  deux  angles  droits  APQ, 
AQP,  ce  qui  est  impossible. 

PROPOSITION  V. 

THÉORBME. 

Les  obliques  également  éloignées  de  la  per- 
pendiculaire sont  égales;  et,  de  deux- obliques 
inégalement  éloignées  de  la  i^erpendiculaire^ 
celle  qui  s'en  éloigne  le  vlus  est  la  plus  longue. 
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Car  les  angles  APB,  APC,  APD  étant  droits,  si  on  fig.  «4. 
suppose  les  distances  PB,  PC,  PD,  égales  entre  elles, 
les  triangles  APB,  APC,  APD,  auront  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  seront  égaux; 
donc  les  hypoténuses  ou  les  obliques  AB,  AC,  AD, 
seront  égales  entre  elles.  Pareillement ,  si  la  distance 
P£  est  plus  grande  que  PD  ou  son  égale  PB ,  il  est  clair 
que  loblique  AE  sera  plus  grande  que  AB ,  ou  son 
égale  AD, 

Corollaire.  Toutes  les  obliques  égales  AB ,  AG , 
AD,  etc.,  aboutissent  à  la  circonférence  BCD,  dé* 
crite  du  pied  de  la  perpendiculaire  P  comme  centre} 
donc  étant  donné  un  point  A  hors  d'un  plan ,  si  on 
▼eut  trouver  sur  ce  plan  le  point  P  où  tomberait  la 
perpendiculaire  abaissée  de  A,  il  faut  marquer  sur  ce 
plan  trois  points  B,  G,  D,  également  éloignés  du  point 
A ,  et  chercher  ensuite  le  centre  du  cercle  qui  passe 
par  ces  points;  ce  centre  sera  le  point  cherché  P. 

Scholie.  Langle  ABP  est  ce  qu'on  appelle  YmcU^ 
naison  de  PobUque  AB  sur  le  plan  MN  ;  on  voit  que 
cette  inclinaison  est  égale  pour  toutes  les  obliques  AB, 
AC,  AD,  etc. ,  qui  s'écartent  également  de  la  perpen* 
diculaire;  car  tous  les  triangles  ABP,  ACP,  ADP,  etc.» 
sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  VI. 

THBORÂM  B. 

Soit  AP  une  perpendiculaire  au  plan  MN  et  Sg.  iSS. 
BC  une  ligne  située  dans  ce  plan  ;  si  du  pied  P 
de  la  perpendiculaire  on  a-baisse  PD  perpendi- 
culaire  sur  BC ,  et  quon  joigne  AD,ye  dis  que 
AD  sera  perpendiculaire  à  BC. 

Prenez  DB=DG,  et  joignez  PB,  PC  ,  AB  ,  AG  : 
puisque  DB=:DC,  l'oblique  PB :=  PC;  et  par  rap- 
port à   Li   perpendiculaire   AP,  puisque  PB=3=PG| 
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^^*  Toblique  AB=:  AC*;  donc  la  ligne  AD  a  deux  de  seé 
points  A  et  D  également  distants  des  extrémités  B  et 
C  ;  donc  AD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BG. 

Corollaire.  On  Toit  en  même  temps  que  fiC  est  per- 
pendiculaire au  plan  APD,  puisque  BC  est  perpendi- 
culaire à*la-fois  aux  deux  droites  AD,  PD. 

Scholie.  Les  deux  lignes  A£,  BC,  offrent  l'exemple 
de  deux  lignes  qui  ne  se  rencontrent  point,  parce  que 
elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan.  La  plus 
courte  distance  de  ces  lignes  est  la  droite  PD ,  qui  est 
à-la-fois  perpendiculaire  à  la  ligne  AP  et  à  ia  ligne 
BG.  La  distance  PD  est  la  plus  courte  entre  ces  deux 
lignes;  car  si  on  joint  deux  autres  points,  comme  A 
et  B ,  on  aura  Afi  >  AD ,  AD  >  PD;  donc ,  à  plus  forte 
raison ,  AB  >  PD. 

Les  deux  lignes  AE,  CB,  quoique  non  situées  dans 
un  même  plan,  sont  censées  faire  entre  elles  un  angle 
droit,  parce  que  AD  et  la  parallèle  menée  par  un  de 
ses  points  à  la  ligne  BG  feraient  entre  elles  un  angle 
droit*  De  même  la  ligne  AB  et  la  ligne  PD,  qui  repré- 
sentent deux  droites  quelconques  non  situées  dans  le 
même  plan,  sont  censées  faire  entre  elles  le  même 
angle  que  ferait  avec  AB  la  parallèle  à  PD  menée  par 
un  des  points  de  AB. 

PROPOSITION  VI  • 

VHBOEÂMB. 

9g.i86.      Si  la  ligne  AP  est  perpendiculaire  au  plan' 
MN ,  toute  ligne  DE  parallèle  à  AP  sera  perpen- 
diculaire au  même  plan. 

Suivant  les  parallèles  AP,  DE,  conduiseï  un  plan 
dont  l'intersection  avec  le  plan  MN  sera  PD;  dans  le 
plan  MN  menez  BG  perpendiculaire  à  PD ,  et  joi« 
gnei  AD. 
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Suivant  le  corollaire  du  théorème  prdcëdent,  BC 
est  perpendiculaire  au  plan  APDE;  donc  l'angle  BDE  . 
est  droit  :  mais  l'angle  EDP  est  droit  aussi,  puisque 
AP  est  perpendiculaire  à  PD ,  et  que  DE  est  parallèle 
à  AP;<lonc  la  ligne  DE  est  perpendiculaire  aux  deux 
droites  DP,  DB;  donc  elle  est  perpendiculaire  à  leur 
planMN. 

Corollaire  h  Réciproquement  ai  les  droites  APi 
DE  fiOQt  perpendiculaires  au  même  plan  MN,  elles 
««roQt  parallèles;  car  si  elles  ne  Tëtaient  pas,  oondui* 
ses  par  I0  point  D  une  parallèle  à  AP,  cette  parallèle 
sera  perpendiculaire  au  plan  MN  \  donc  on  pourrait  i 
par  un  même  point  D,  élever  deux  perpendiculaires 
à  un  même  plan ,  ce  qui  est  impossible  ^  *  4« 

Corollaire  [I.  Deux  lignes  A  et  B,  parallèles  à  une 
troisième  C,  sont  parallèles  entre  elles;  car  imaginez 
nn  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  G,  les  lignes  A  et  B, 
parallèles  à  cette  perpendiculaire ,  seront  perpendicu- 
laires au  même  plan  ;  donc ,  par  le  corollaire  précé- 
dent, elles  seront  parallèles  entre  elles. 

Il  est  entendu  que  les  trois  lignes  ne  sont  pas  dans 
le  même  plan ,  sans  quoi  la  proposition  serait  déjà 
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PROPOSITION  VIII. 
vhbobAxb. 


Si  la  ligne  AB  est  parallèle  à  une  droite  CD  fi^.  187. 
menée  dans  le  plan  MN ,  elle  sera  parallèle  à  ce 
plan. 

Car  si  la  ligne  AB ,  qui  est  dans  le  plan  ABCD,  ren« 
contrait  le  plan  MN ,  ce  ne  pourrait  être  qu'en  quelque 
point  de  la  ligne  CD,  intersection  commune  des  deux 
plans  :  or,  AB  ne  peut  renconti*er  CD,  puisqu'elle  lui 
est  parallèle  ;  donc  elle  ne  rencontrera  pas  non  plus 
le  plan  MN;  donc  elle  est  paiallèle  à  ce  plan\  *déA  ai 
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PBOPOSIÏION    IX. 
THSOBiMB* 

fig.  i8«.  Deux  plans  MN  ,  PQ ,  perpendiculaires  à  une 
même  droite  AB ,  sont  parallèles  entre  eux. 

Car  s'ils  se  rencontraient  quelque  part,  soit  O  un 
de  leurs  points  communs,  et  joignez  OA,  Ofi  ;  la  ligne 
AB,  perpendiculaire  au  plan  MN,  est  perpeodicalaire 
à  la  droite  O  A  menée  par  son  pied  dans  ce  plan  ;  par 
la  même  raison  AB  est  perpendiculaire  à  BO  \  donc 
OA  et  Ofi  seraient  deux  perpendiculaires  abaissées  du 
même  point  O  sur  la  même  ligne  droite,  ce  qui  est 
impossible;  donc  les  plans  MN,  PQ,  ne  peuYent  se 
rencontrer  ;  donc  ils  sont  parallèles. 

PROPOSITION  X. 

THÉOR  an  B. 

85-  ««S-  Les  intersections  E  F,  G  H,  de  eleiix  plans  pa- 
rallèles MN,  PQ,  par  un  troisième  plan  FC, 
sont  parallèles. 

Car  si  les  lignes  EF,  GH,  situées  dans  un  même 
plan ,  ne  sont  pas  parallèles ,  prolongées  elles  se  ren- 
contreront ;  donc  les  plans  MN ,  PQ ,  dans  lesquels 
elles  sont,  se  rencontreraient  aussi;  donc  ils  ne  se- 
raient pas  parallèles. 

PROPOSITION  XI. 
THioaâMB. 

flg.iis.       La  ligne  AB,  perpendiculaire  au  plan  MN^ 

est  perpendiculaire  au  plan  PQ  parallèle  à  MN. 

Ayant  tiré  à  volonté  la  ligne  BC  dans  le  plan  PQ, 

suivant  AB  et  BG,  conduisez  un   plan  AJBG  dont 
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finterseotion  avec  le  plan  MN  soit  AD ,  l'intersection 
AD  sera  parallèle  à  BC*;  mais  la  ligne  AB  perpendi-  *  ««• 
culaire  au  plan  MN  est  perpendiculaire  à  la  droite 
AD  ;  donc  elle  sera  aussi  perpendiculaire  à  sa  paral- 
lèle BG  ;  et  puisque  la  ligne  AB  est  perpendiculaire  à 
toute  ligne  BC  menée  par  son  pied  dans  le  plan  PQ , 
il  s'ensuit  qu'elle  est  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORàllB, 

Les  parallèles  £G  ^  FH ,  comprises  entre  deux  H  '^9- 
plans  parallèles  MN ,  PQ  ,  sont  égales. 

PsLT  les  parallèles  EG,  1*'H,  faites  passer  te  plan 
EGHF,  qui  rencontrera  les  plans  parallèles  suivant 
EF  et  GH.  Les  intersections  EF,  6H,  sont  parallèles 
entre  elles  %  ainsi  que  EG,  FH;  donc  la  figure  EGHF    '  lo. 
est  un  parallélogramme;  donc  EG=:FH. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deux  plans  paral&les 
sont  partout  à  égale  distance  ;  car  si  £G  et  FH  sont 
perpendiculaires  aux  deux  plans  MN,  PQ,  elles  seront 
parallèles  entre  elles*;  donc  elles  sont  égales.  *  ?• 

PROPOSITION   XIIL 

THBOEiMS. 

Si  deux  angles  CAE ,  DBF ,  non  situés  dans  le  H-  'g** 
même  plan ,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés      *  ' 
dans  le  même  sens^  ces  angles  seront  égaux  et 
leurs  plans  seront  parallèles. 

Prenez  AC=BD,  AE=BF,  et  joignez  CE,  DF 
AB  ,  CD ,  EF.  Pujsqne  AC  est  égale  et  parallèle  à  BD 
la  figure  ABDC  est  un  parallélogramme*;  donc  CD  *  "'3. 
est  égale  et  parallèle  à  AB.  Par  une  raison  semblable 
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£F  est  égale  et  parallèle  à  AB  ;  donc  anssi  CD.  eft 
égale  et  parallèle  à  E7 ,  la  figarc  CEFD  eat  donc 
un  parallélogramme  ^  et  ainsi  le  côté  CE  est  égal 
et  parallèle  à  DF  ;  don6  les  triangles  CAE,  DBF, 
sont  équilatéraux  entre  eux;  donc  Tangle  GAEzcr 
DBF. 

En  second  lieu  je  dis  que  le  plan  AGE  est  parallèle 
au  plan  BDF  ;  car ,  supposons  que  le  plan  parallèle  à 
BDF,  mené  par  le  point  A,  rencontre  les  lignes  CD, 
EF,  en  d'autres  points  que  C  et  E,  par  exemple  en 
6  et  H  ;  alors ,  suivant  la  proposition  xii ,  les  trois 
lignes  AB,  GD ,  FH ,  seront  égales  :  mais  les  trois  AB^ 
GD,  EF^  le  sont  déjà;  donc  on  aurait  CDssGD,  et 
FH  =:EF,  ce  qui  est  absurde  ;  donc  le  plan  AGE  est 
parallèle  à  BDF. 

Corollaire.  Si  deux  plans  parallèles  MN^  PQ,  aoat 
rencontrés  par  deux  autres  plans  GABD,  EABF^  les 
angles  CAS,  DBF,  formés  par  les  intersections  des 
plans  parallèles I  seront  égaux;  car  rintersection  AC 
•lo.  est  parallèle  à  BD*,  A£  lest  à  BF,  donc  Tangle 
CA£  =  DBF. 

PROPOSITION    ILIY. 

THBO&BKB. 

fig.  i^.  Si  trois  droites  AB ,  CD ,  EF ,  non  situées  dans 
le  même  plan  y  sont  égales  et  parallèles  y  les 
triangles  ACE,  BDF ,  formés  de  part  et  d'autre 
en  joignant  les  extrémités  de  ces  droites^  seront 
égaux ,  et  leurs  plans  seront  parallèles. 

Car,  puisque  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD^  là 
figure  ABDC  est  un  parallélogramme  ;  donc  le  eùhé 
AG  est  égal  et  parallèle  à  HD.  Par  une  raison  sem» 
Uable  les  côtés  A£,  BF,  sont  égaux  et  parallèles 
ainsi    que  CE  ^  DF  ;  donc  les  deux  triangles  A£fi| 


BDf* ,  «ODt  égaux  ;  on  prouvera  d*ailleurs ,  comme 
dàtiê  la  propoaiûun  préoëdente ,  que  leurs  plaii«  sont 
pamllèlas. 

PROPOSITION  XV. 

T^iiORBMB. 

Deux  droites  comprises  entre  trois  plans  pa- 
nillèie.fy  sont  coupées  en  parties  proportionnelles. 

Supposons  que  la  ligne  AB  rencontre  les  plans  pa«  fig.  191. 
rallèles  MN ,  PQ ,  IIS ,  en  A ,  Ë  ,  B  •  et  que  la  ligne         • 
CD  rencontre  les  mêmes  plans  en  G,  F,  D;  je  dis 
qu'on  aura  AE  :  EB  .  :  CF  :  FD. 

Tirez  AD  qui  rencontré  le  Jilan  PQ  en  6  ^  et  joi- 
gnez AC,  EG,  GF^  BD  ;  les  intersections  EG,  BD, 
des  plans  parallèles  PQ,  RS,  par  le  plan  ABD,  sont 
ptralièles  ^  ;  donc  A  E  :  E B  ;  :  AG  :  CD  ;  pareillement  les  *  10. 
intersections  AC,  GF^  étant  parallèles,  on  a  AG  :GL):  : 
CF:FD  ;  donc^  à  cause  du  rapport  commun,  AG: 
GD,  on  aura  AE  :  ÈB  :  :  CF  :  FO. 

PROPOSITION  xr. 

Sou  ABCB  MH  quadrilatère  quelconque  situé  ou  non  situé  ig,  ig». 
dans  un  même  plan;  si  on  coupe  les  côtés  opposés  propor^ 
iionneUement par  deux  droites  £F,  GH,  de  sorte  qu'on  ait 
AE  :  EB  :  :  DF  :  FC,  er  BG  :  CC  :  :  AH  :  llDje  dis  que  les  droites 
EF,  GHj  se  couperont  en  un  point  M.^  de  manière  qu'on 
aura  HM:MG ::  AÊ:£B,  e/EM:MF::  AllrlID. 

Conduisez  Suivant  Al)  un  plan  quelconque  A/^Hct)  qui  île 
paftse  pas  suivant  GH;  par  les  points  E,  D,  C,  F,  menez  à 
GUles  ]iarallèles  E*,  B^,  Ce,  h/,  qui  rencontrent  ce  pian 
Hke^bfC,  f,  Acaose  des  parallèles  B^,  GH^  Cc*,onAum     *t§^  3, 
éH  :  Ho  :  3  BG:  OC  :  :  Ali  :  UD  ;  donc  *  les  triangles  AH^ ,  DHc,     »  «o,  3. 
sont  semblablesr.  On  aura  ensuite  ài$l0à::AElEB  «  et  W: 

10. 
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c::DF:FC;  donc  Aeiebiiiy/i/c^ou^  componendo ,  kei 
l^f::Kb:'Dc;  mais,  à  caïue  des  triangles  semblables  AEft, 
DUc,  on  a  A^:Dc::  AH:HD;  donc  A«:D/::  AH:HD  :  d*aa- 
«20^  3  leurs  les  triangles  kHb ,  cHD ,  étant  semblables ,  l'angle  HA« 
=HD/;  donc  les  triangles  AHe,  DH/',  sont  semblables*, 
donc  Tangle  AHe=zDH/.  Il  s*ensuit  d'abord  que  eVL/^t  une 
ligne  droite ,  et  qu*ainsi  les  trois  parallèles  £« ,  GH ,  F/, 
sont  situées  dans  un  même  plan ,  lequel  contiendra  les  deux 
droites  £F,  GH;  donc  celles-ci  doheni  se  couper  en  mn 
point  M.  Ensuite,  à  cause  des  parallèles  Ee^  MH,  ¥f^  «m 
aura  £M:MF::<?H:H/::  AH:HD. 

Par  une  oonstviction  semblable,  rapportée  au  c6lé  AB, 
on  démontrerait  que  HM:MG::  A£:£B. 

PROPOSITION  XVII. 

THBORBMB. 

«g.  19*3.  V angle  compris  entre  les  deux  plans  MAN, 
MAP,  peut  être  mesuré  y  conformément  à  la  dé- 
finition ,  par  r angle  N  AP  que  font  entre  elles 
les  deux  perpendiculaires  AN ,  AP ,  menées  dans 
chacun  de  ces  plans  à  Cintersection  commune 
AM. 

Pour  démontrer  la  l^timitë  de  cette  mesure,  il 
faut  prouver,  i^  quelle  est  constante,  ou  qu^elle  serait 
la  même  en  quelque  point  de  Tintersectton  commune 
qu'on  men&t  les  deux  perpendiculaires. 

En  effet,  si  on  prend  un  autre  point  M,  et  qu^on 
mené  MG  dans  le  plan  MN,  et  MB  dans  le  plan  MP, 
perpendiculaires  à  l'intersection  commune  AM  ;  puis- 
que MB  et  AP  sont  perpendiculaires  à  une  même  ligne 
AM,  elles  sont  parallèles  entre  elles.  Par  la  même 
raison  MC  eA  parallèle  à  AN  ;  donc  Tangle  BMC  = 

*  il  PAN  *  ;  donc  il  est  indifférent  de  mener  les  perpen- 
diculaires au  point  M  ou  au  point  A;  l'angle  compris 
sera  toujours  le  mémee. 


^^  11  faut  prouver  que  si  langle  des  deux  plans 
augmente  ou  diminue  dans  un  certain  rapport, 
Tangle  PAN  aug^mentera  ou  diminuera  dans  le  même 
rapport. 

Dans  le  plan  PAN  décrivez  du  centre  A  et  d'un 
rayon  à  volonté  Tare  NDP,  du  centre  M  et  d'un  rayon 
égal  décrivex  lare  C£B ,  tirez  AD  à  volonté  ;  les  deux 
plans  PAN,  BMC,  étant  perpendiculaires  à  une  même 
droite  MA,  seront  parallèles^;  donc  les  intersections  «9. 
AD,  ME,  de  ces  deux  plans  par  un  troisième  AMD, 
seront  parallèles  ;  donc  langle  BME  sera  égal  à  PAD*    *  **• 

Appelons  pour  un  moment  coin  l'angle  formé  par 
deux  plans  MP ,  MN  ;  cela  posé ,  si  Tangle  D AP  était 
égal  à  DAN,  il  est  clair  que  le  coin  DAMP  serait 
égal  au  coin  DAMN  ;  car  la  ba'se  PAD  se  placerait 
exactement  sur  son  égale  DAN,  la  hauteur  AM  se- 
rait toujours  la  même  ;  donc  les  deux  coins  coïnci- 
deraient Tun  avec  Fautre.  On  voit  de  même  que  si 
l'angle  DAP  était  contenu  un  certain  nombre  de  fois 
juste  dans  langle  PAN,  le  coin  DAMP  serait  contenu 
autant  de  fois  dans  le  coin  PAMN.  D  ailleurs,  du  i-ap* 
port  en  nombre  entier  à  un  rapport  quelconque  la 
conclusion  est  légitime,  et  a  été  démontrée  dans  une 
circonstance  tout-à-fait  semblable  *  ;  donc  quel  que  *  17. 
soit  le  rapport  de  l'angle  DAP  à  langle  PAN ,  le  coin 
DAMP  sera  dans  ce  même  rapport  avec  le  coin  PAMN» 
donc  l'angle  NAP  peut  être  pris  pour  la  mesure  du 
coin  PAMN,  ou  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux 
plans  MAP,  MAN. 

Scholie.  n  en  est  des  angles  formés  par  deux  plans 
comme  des  angles  formés  par  deux  droites.  Ainsi,  lors- 
que deux  plans  se  traversent  mutuellement ,  les  angles 
opposés  au  sommet  sont  égaux,  et  les  angles  adjacents 
valent  ensemble  deux  angles  droits  ;  donc  si  un  plan 
est  perpendiculaire  à  un  autre ,  celui-ci  est  perpendi- 
culaire au  premier.  Pareillement  dans  la  rencontre  des 
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plans  parallèles  par  un  troisième  plan ,  il  existe  les 
mêmes  égalités  et  les  mêmes  propriétés  que  dans  la 
rencontre  de  deux  lignes  parallèles  par  une  troîaièflM 
ligne. 

PROPOSITION   XYIIL 

THBOKBMB. 

* 

*«•  194*  La  ligne  AP  étant  perpendiculaire  cai  plan 
MN,  tout  plan  A  PB,  conduit  suivant  AP,  so'Q 
perpendiculaue  au  plan  MN. 

Soit  BC  l'intersection  des  plans  AB^  MN;  si  dans 
1^  plan  MN  on  mène  DE  perpendiculaire  à  BP,  la  ligne 
AP,  étant  perpendiculaire  au  plan  MN,  sera  perpcn* 
diculaire  à  chacune  des  deux  droites  BG ,  DE  :  mais 
Tangle  APD,  formé  par  les  deux  perpendiculaires  PA» 
PD|  à  Tintersection  commune  BP,  mesure  langle  des 
deux  plans  AB,  MN  ;  donc,  puisque  cet  angle  est  droit, 

*dér.  5.  les  deux  pkins  sont  perpendiculaires  entre  eux\ 

SchoUd*  Lorsque  trois  droites,  telles  que  AP,  BP, 
DP ,  sont  perpendiculaires  entre  elles,  chacune  de  ces 
droites  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres 
et  les  trois  pians  sont  perpendiculaires  entre  eiu* 

PROPOSITION    XIX, 
thAoeAhb. 

cg  194.  Si  ieplun  AB  est  perpendiculaire  au  plan  MNf , 
et  que  dans  le  plan  AB  on  mène  la  ligne  P  A  peir- 
pendioulaire  à  Vintersection  commune  PByj'e  dis 
que  PA  sera  perpendiculaire  au  plan  MN. 

Car  si  dans  le  plan  MN  on  mène  PD  perpendieii. 
laire  à  PB,  l'angle  APD  sera  droit,  puisque  les  pinns 
sont  perpendiculaires  entre  eux;  donc  la  ligne  AP 
est  perpendiculaire  aux  deux  droites  PB,  PD;  fient 
elle  est  perpendiculaire  à  leur  plan  MN. 
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Corollaire.  Si  le  plan  AB  est  perpendiculam  an 
plan  MN,  et  que  par  un  point  P  de  l'intersection 
commune  on  élère  une  perpendiculaire  au  plan  MN  ; 
je  diâ  que  cette  perpendioulaire  sera  dans  le  plan  AB, 
car,  si  elle  n'y  était  pas,  on  pourrait  mener  dans  le 
plan  AB  une  perpendiculaire  AP  à  Tintenection  eom» 
mune  BP,  laquelle  serait  en  même  temps  perpendi* 
cuiaire  au  plan  1)IN  ;  done  au  même  point  P  il  y 
aurait  deu^  perpendiculaires  au  plan  ]k(Nf  ce  qui  est 
tmposiible  *.  ^ 

PROPOSITION    XX. 

THEORBHB. 

Si  deux  plans  AB ,  AD ,  ^ont perpendiculaires  ^'  '^^' 
4  un  troisiètne  MN ,  leur  intersectioi%  commune 
AP  sera  perpendiculaire  à  ce  troisième  plan. 

Car  si  par  le  point  P  on  élève  une  perpendiculaire 
^\x  plan  jyiNy  cet^e  perpendiculaire  doit  se  trouver  à* 
ia-iois  dans  le  plan  AB  et  dans  le  plan  AD^  ;  doqc  elle  *^^''9* 
est  leur  intersectio}!  commune  AP. 

PROPOSITION    XXI. 
THi&oaâitB. 

Si  un  angle  solide  est  formé  par  trois  angles  ^^  ^^ 
plans  y  la  somme  de  eleux  quelconques  de  ces 
angles  sera  plus  grande  que  le  troisième. 

Il  n^  a  lieu  à  démontrer  la  proposition  que  lorsque 
Tangle  plan  qu'on  compare  à  la  somme  des  deux  au- 
tres est  plus  grand  que  chacun  de  ceux-ci.  Soit  donc 
l'angle  soli4e  8  formé  par  trob  -angles  plans  ASB> 
A6C,  BSG,  et  supposons  que  langie  ASB  soit  le  plus 
grand  des  trois;  je  dis  quon  aura  ASB  <  ASC  -f-  13S(^., 

Dans  le  plan  ASB  faites  l'angle  BSD=BSC,  tirez 
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à  ToloDté  la  droite  ADB;  et,  ayant  pris  SC=SD 
joignez  AC,  BG. 

Les  deux  côtés  BS,  SD,  sont  égaux  aux  deux  BS, 
se,  Tangle  BSDz=BSG;  donc  les  deux  triangles  BSD, 
BSG  sont  égaux;  donc  BD=BC.  Mais  on  a  AB< 
AG+BC  ;  retranchant  dun  côté  BD,  et  de  Tautre 
son  égale  BC ,  il  restera  AD  <  AG.  Les  deux  côtés  AS, 
SD,  sont  égaux  aux  deux  AS,  SC,  le  troisième  AD 
*io,  I.  est  plus  petit  que  le  troisième  AG;  donc*  l'angle  ASD 
<ASG.  Ajoutant  BSD=BSG,  on  aura  ASD  +  BSD 
ou  ASB<ASG  +  BSG. 

PROPOSITION     XXIL 

THBOaÂMB. 

La  somme  des  angles  plans  qui  forment  un 
angle  solide  ^  est  toujours  moindre  que  quatre 
angles  droits. 

fijT.TgCi.  Goupez  langle  solide  S  par  un  plan  quelconque 
ABCDE;  d'un  point  O  pris  dans  ce  plan  menez  à 
tous  les  angles  les  lignes  OA,  OB,  OG,  CD,  OE. 

La  somme  des  angles  des  triangles  ASB,  BSG,  etc., 
formés  autour  du  sommet  S ,  équivaut  à  la  somme 
des  angles  d'un  pareil  nombre  de  triangles  AOB, 
BOG  ^  etc. ,  formés  autour  du  sommet  O.  Mais  au 
point  B  les  angles  ABO,  OBG,  pris  ensemble,  font 
Fangie  ABG  plus  petit  que  la  somme  des  angles  ABS, 

*ai.  SBG'';  de  même  au  point  G  on  a  BGO  +  OGD< 
BGS  +  SCD  ;  et  ainsi  à  tous  les  angles  du  polygone 
ABGDE.  Il  suit  de  là  que  dans  les  triangles  dont  le 
sommet  est  en  O ,  la  somme  des  angles  à  la  base  est 
plus  petite  que  la  somme  des  angles  à  la  base  dans 
les  triangles  dont  le  sommet  est  en  S;  donc,  par  com- 
pensation ,  la  somme  des  angles  formés  autour  du 
point  O  est  plus  grande  que  la  somme  des  angles  va- 
tour  du  point  S.  Mais  la  somme  des  angles  autour 
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du  point  O  est  égale  à  quatre  angles  droits*;  donc  la    •5,i. 
somme  des  angles  plans  qui  forment  l'angle  solide  S 
est  moindre  que  quatre  angles  droits. 

SchoUe,  Cette  démonstration  suppose  que  l'angle 
solide  est  convexe,  ou  que  le  plan  dune  face  prolon- 
gée ne  peut  jamais  couper  Tangle  solide  ;  s  il  en  était 
autrement,  la  somme  des  angles  plans  n'aurait  plus  de 
bornes  et  pourrait  être  d'une  grandeur  quelconque, 

PROPOSITION    XXIII. 

THBOaÂMB. 

Si  deux  angles  solides  sont  composés  de  trois 
angles  plans  égaux  chacun  à  chacun  j  les  plans 
dans  lesquels  sont  les  angles  égaux  seront  égale- 
ment inclinés  entre  eux. 

Soit  l'angle  ASC=DTF,  l'angle  ASB=DTE,  et 
l'angle  BSC=ETF;  je  dis  que  les  deux  plans  ASC,  *«'^' 
ASB,  auront  entre  eux  une  inclinaison  égale  à  celle 
des  plans  DTF,DTE. 

Ayant  pris  SB  à  volonté  ,  menez  BO,  perpendicu^ 
bire  au  plan  ASC;  du  point  O,  où  cette  perpendicu- 
laire rencontre  le  plan ,  menez  OA ,  OC ,  perpendi- 
culaires sur  SA,  se  ;  joignez  AB,  BC;  prenez  ensuite 
TE=SB  ;  menez  £P  perpendiculaire  sur  le  plan 
DTF  ;  du  point  P  menez  PD ,  PF ,  perpendiculaires 
sur  TD,  TF  ;  enfin  joignez  DE ,  EF.  ^ 

Le  triangle  SAB  est  rectangle  en  A,  et  le  triangle 
TDE  en  D* ,  et  puisque  l'angle  ASB=DTE,  on  a  «e, 
aussi  SBA=TED,  D'ailleurs  SB  =  TE;  donc  le 
triangle  SAB  est  égal  au  triangle  TD£*;  donc  SA=s  *5,x. 
TD,  et  AB=DE.  On  démontrera  semblablement 
que  SC=:TF,  et  BC  =  EF.  Cela  posé,  le  quadri- 
latère  SAOC  est  égal  au  quadrilatère  TDPF  ;  car 
posant  l'angle  ASC  sur  son  égal  DTF ,  à  cause  de 
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SA^  TD  et  SC=r  TF ,  le  point  A  tombera  en  D  et  le 
point  G  en  F.  En  même  tempA  AO ,  perpendiculaire 
à  SA,  tombera  $ur  DP  perpendiculaire  à  TD,  et  pa« 
reiUement  OC  cur  PF;  doue  le  point  0  tombera  sur 
le  point  P^  et  on  aura  AOs:DP.  Mail  le»  triangles 
kOB,  DP£,  nont  rectangles  en  O  et  P,  Thypoténuse 
AB??:P£i  et  le  côté  AO=DP;  donp  ces  triangles 
*  '^*  '•  sont  égaux  %•  donc  langle  OABsPDE.  L'angle  OAB 
est  l'inclinaison  des  deux  plans  ASB,  ASC;  l'angle 
PDË  est  celle  des  deux  plans  DTE,  DTF;  donc  ces 
deux  inclinaisons  sont  égales  entre  elles. 

Il  faut  observer  cependant  que  Tangle  A  du  trian- 
gle rectangle  OAB  n'est  proprement  Tinclinaison  des 
deux  plans  ASB ,  ASC ,  que  lorsque  la  perpendi- 
culaire BO  tombe ,  par  rapport  à  SA  ,  du  même 
cdtë  que  SC;  si  elle  tombait  de  l'autre  câté,  alors 
l'angle  des  deux  plans  serait  obtus ,  et ,  joint  à  Tan- 
gle  A  du  triangle  OAB,  il  ferait  deux  angles  droits. 
Mais  dans  le  même  cas  l'angle  des  deux  plans  TDE, 
TDF  y  serait  pareillement  obtus,  et,  jointe  à  Fangk 
D  du  triangle  DP£ ,  il  ferait  deux  angles  droits  $ 
donc,  comme  l'angle  A  serait  toujours  égal  à  D,  on 
conclurait  de  même  que  l'inclinaison  des  deux  plang 
ASB,  A&G,  est  égale  à  celle  des  deux  pUns  TDE, 
TDF. 

Scholie*  Si  deux  angles  solides  sont  composés  de 
tpoia  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun ,  et  qu'en 
même  temps  les  angles  égaux  ou  homologues  soient 
dispoiês  de  la  mime  m^mière  dans  les  deux  angles 
solides,  alors  oes  angles  seront  égaux ,  et  posés  Tua 
sur  l'autre  ils  coïncideront.  En  effet  on  a  déjà  tu 
que  le  quadrilatère  8AOC  peut  être  placé  sur  son 
égal  TDPF)  ainsi  en  plaçant  SA  sur  TD,  SC  tombe 
aur  TF>  et  le  point  O  sur  le  point  P.  Mais,  à  cause 
de  l'égalité  des  trianglea  AOfi,  DPE,  la  perpendicap 
Uire  Oft  au  plan  ASC  est  égak  à  la  perpendioulaiM 
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PE  au  plan  TDF  ;  d«  plus  ces  perpendiculaires  5ont 
dirigées  dans  le  même  sens  ;  donc  le  point  B  tombem 
âur  le  point  K,  la  ii^ne  SB  sur  TE ,  et  les  deux  angles 
solides  emncideront  entièrement  lun  avec  l'autre. 

Cette  cQÏncidence  cependant  n'a  lieu  qu'en  sup- 
posant que  les  angles  plans  ^aux  sont  disposés  de  la 
mém€  manière  dans  les  deux  angles  solides;  car  si 
le9  angles  plans  égaui^  étaient  disposés  dans  un  ordre 
irn^ersey  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  Içs  perpen- 
diculaires OB ,  PE ,  au  lieu  d*étre  dirigées  dans  le 
même  sens  par  rapport  xax  plans  ASC,  DTF,  étaient 
dirigées  en  sens  contraires  |  alors  il  serait  impossible 
de  faire  coïncider  les  deux  angles  solides  l'un  avec 
l'autre.  H  n  en  serait  cependant  pas  moins  vrai  ^  con- 
formément au  théorème,  que  les  plans  dans  lesquels 
sont  les  angles  égaux  seraient  également  inclinés 
enti*e  eux  ;  ue  sdite  que  les  deux  angles  solides  se» 
raient  égaux  dans  toutes  leurs  parties  constituantes, 
sans  néanmoins  pouvoir  être  superposés.  Cette  sorte 
d^égalité ,  qui  n'est  pas  absolue  ou  de  superposition, 
mérite  d'être  distinguée  par  une  dénomination  parti* 
culière  :  nous  rappellerons  égcUki  par  symétrie. 

Ainsi  les  deux  angles  solides  dont  il  s'agit,  qui  sont 
formés  par  trois  angles  plans  égaux  elv^eun  â  chacun; 
nais  disposés  dans  un  ordre  inverse,  s'appelleront 
angles  éga^x  par  $pnitriey  ou  simplement  angles 
êjmétriques. 

La  même  remarque  s'applique  aux  angles  solides 
formés  de  plus  de  trois  angles  plans  :  ainsi  un  angle 
solide  formé  par  les  angles  plans  A,  B,  C,  D,  E,  et 
un  autre  angle  solide  formé  par  les  mêmes  angles 
dans  MU  ordre  inverse  A,  E,  D,  C,  B,  peuvent  êtr^ 
tels  que  les  plans  dans  lesquels  sont  les  angles  égaia 
soient  également  inclinés  entre  eux.  Ces  deux  angles 
solides,  qui  seraient  égaux  sans  que  la  superposition 
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fût  possible,  s'appelleront  angles  solides  égaux  pof^ 
ffmétrie,  ou  angles  solides  symétriques. 

Dans  les  figures  planes  il  n'y  a  point  proprement 
dVgalité  par  symétrie ,  et  toutes  celles  qu^on  tou* 
drait  appeler  ainsi  seraient  des  égalités  absolues  ou  de 
superposition  :  la  raison  en  est  quon  peut  renverser 
une  figure  plane,  et  prendre  indifféremment  le  dessus 
pour  le  dessous.  Il  en  est  autrement  dans  les  solides, 
où  la  troisième  dimension  peut  être  prise  dans  deux 
sens  différents. 

PROPOSITION    XXIV, 

VROBLÂMB. 

Etant  donnés  les  trois  angles  plans  quiforment 
un  angle  solide^  trousser  par  une  construction 
plane  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre 
eux. 

H'  19^'  Soit  S  Tangle  solide  proposé  ,  dans  lequel  on  con- 
naît les  trois  angles  plans  ÂSB,  ASC,  BSG;  on  de- 
mande l'angle  que  font  entre  eux  deux  de  ces  plans, 
par  exemple  les  plans  ASB ,  ASC. 

Imaginons  qu'on  ait  fait  la  même  construction  que 
dans  le  théoiéipç  précédent,  l'angle  OAD  serait  Tangle 
requis.  Il  s'agit  donc  de  trouver  le  même  angle  par 
une  constniction  plane  ou  tracée  sur  un  plan. 

Pour  cela  faites  sur  im  plan  les  angles  B'SA,  ASC, 
B'SG,  égaux  aux  angles  BSA,  ASC,  BSC ,  dans  la 
figure  solide  ;  prenez  B'S  et  B^S  égaux  chacun  a  BS 
de  la  figure  solide  ;  des  points  B'  et  B''  abaissez  B'A 
et  B"C  perpendiculaires  sur  SA  et  SG ,  lesquelles  se 
rencontreront  en  un  point  O.  Du  point  A  comme  cen- 
tre et  du  rayon  AB'  décriyez  la  demi-circonférence 
B'^E;  au  point  O  élevez  sur  B'E  la  perpendiculaire 
O^,  qui  rencontre  la  circonférence  en  3,  joignez  A^, 
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et  l'angle  EA&  sera  riiiclinaison  cherchée  des  deux 
plans  ASC ,  ASB ,  dans  l'angle  solide. 

Tout  se  réduit  à  faire  voir  que  le  triangle  A0&  de 
la  figure  plane  est  égal  au  triangle  AOB  de  la  figure 
solide.  Or  les  deux  triangles  B'SA,  BSA,  sont  rectan- 
gles en  A,  les  angles  en  S  sont  égaux  ;  donc  les  angles 
en  B  et  B'  sont  pareillement  égaux.  Mais  Thypoté* 
nuse  SB'  est  égale  à  l'hypoténuse  SB  ;  donc  ces  trian- 
gles sont  égaux;  donc  SA  de  la  figure  plane  est  égale 
à  SA  de  la  figure  solide,  et  aussi  AB',  ou  son  égale 
Ai  dans  la  figure  plane  est  égale  à  AB  dans  la  figure 
solide.  On  démontrera  de  même  que  SC  est  égal  de 
part  et  d'autre  ;  d  où  il  suit  que  le  quadrilatère  SA  OC 
est  égal  dans  Tune  et  dans  Tautre  figure  ,  et  qu'ainsi 
AO  de  la  figure  plane  est  égal  à  AO  de  la  figure 
solide;  donc  dans  Tune  et  dans  lautre  les  triangles 
rectangles  A03,  AOB,  ont  Thypoténuse  égale  et  un 
côté  égal;  donc  ils  sont  égaux,  et  l'angle  EA&,  trouvé 
par  la  construction  plane ,  est  égal  à  Tinclinaison  des 
deux  plans  SAB,  SAC,  dans  Tangle  solide. 

Lorsque  le  point  O  tombe  entre  A  et  B'  dans  la 
figure  plane,  Tangle  £A^  devient  obtus,  et  mesure 
toujours  la  vraie  inclinaison  des  plans  :  c'est  pour 
cela  que  Ton  a  désigné  par  EA^,  et  non  par  OAd, 
Tinclinaison  demandée,  afin  que  la  même  solution 
convienne  à  tous  les  cas  sans  exception. 

Scholie.  On  peut  demander  si,  en  prenant  trois 
angles  plans  à  volonté,  on  pourra  former  avec  ces  trois 
angles  plans  un  angle  solide. 

D*abord  il  faut  que  la  somme  des  trois  angles  don- 
nés soit  plus  petite  que  quatre  angles  droits,  sans  quoi 
l'angle  solide  ne  peut  être  formé*;  il  faut  de  plus 
qu'après  avoir  pris  deux  des  angles  à  volonté  B'SA, 
ASC,  le  troisième  CSB"  soit  tel,  que  la  perpendicu- 
laire BX  au  côté  SG  rencontre  le  diamètre  B'E  entre 
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tes  extrémités  B'  et  E.  Ainsi  les  UmitM  de  b  gr»»- 
deur  de  Tangle  CSB'  iOnt  oelles  qui  font  aboutir  la 
perpendiculaire  B"C  aux  points  B'  et  K  De  ces  points 
abaissez  sur  CS  les  perpendiculaires  B'I ,  EK ,  qui 
rencontrent  en  I  et  K  la  circonférence  décrite  du 
rayon  SB'',  et  les  limites  de  langle  CSB"  seront  CSI 
et  CSK. 

Mais  dans  le  triangle  isoscèle  B^âl,  la  ligne  CS  pro- 
longée étant  perpendiculaire  à  la  base  B'I,  on  a  Fan- 
gle  CSI  =  CSB'=ASC-hASB'.  Et  dans  le  triangle 
isoscèle  ESK  ,  la  ligne  SC  étant  perpendiculaire  à 
£K,  on  a  langle  CSK=:CSE.  D ailleurs ^  à  cause  des 
triangles  égaux  ÀSE,  ASB',  Tangle  ASEi=:ASB'; 
doncCSE  ou  CSK=A3C  — ASB', 

Il  résulte  de  U  que  le  problême  sera  possible  toutes 
les  fois  que  le  troisième  angle  CâB''  sera  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres  ASC^  ASB%  et  plus 
grand  que  leur  difiérence  :  condition  qui  s  accorde 
avec  le  théorème  xxi  j  car,  en  vertu  de  ce  théorème , 
il  faut  quon  ait  CSB"  <  ASC + ASB';  il  faut  aussi 
qu'on  ait  ASC  <  CSB' -h  ASB',  ou  CSB"  >ASC— 
ASB\ 

PROPOSITION    XXV. 
»&oélâmb. 

Étant  donnés  deux  dm  trûis  angiê9  plûm 
quijof^went  un  angle  mUdBy  avtc  Vangû  que 
ieuts  plans  fMit  entns  eust  ^  inmver  U  ttoisièim 
angle  plan. 
fig.  198.  Soient  ASG,  ASB',  les  deux  angles  plans  donnés, 
et  supposons  pour  un  moment  que  CSB"  soit  la  tro»> 
*  siènie  angle  que  Ion  cherche ,  alors ,  en  fiùsant  ia 
même  construction  que  dans  le  problème  précédent^ 
l'angle  compris  entra  les  plant  des  deux  premîe/s 
aérait  EA^.  Or^  de  mteta  qabn  datariuine  l'angte 


EA&  par  le  moyen  de  GSB"  ^  les  deux  autres  étant 
donnés,  de  même  on  peut  déterminer  GSB*  par  le 
moyen  de  EA^^  oe  qui  résoudra  le  problème  pro* 
posé. 

Ayant  pris  âB'  à  Tolonté  ^  abaissez  sur  SA  la  per* 
pendiculaire  indéfinie  B'E^  feites  langle  EA&  égal  à 
l'angle  des  deux  plans  donnés;  du  point  b  où  le  côté 
Ai  renoontre  la  circonférence  décrite  du  centre  A  et 
du  rayon  AB%  abaissez  sur  AS  la  perpendiculaire 
M>  )  et  du  point  O  abaîssex  sur  SG  k  perpendiculaire 
indéfinie  OGB",  que  vous  terminerez  en  B"  de  ma«. 
nière  que  SB'n==SB';  langle  CSB"  sera  le  troisième 
angle  plan  demandé. 

Car  si  on  forme  Un  angle  solide  aTeo  les  trois  an-^ 
gles  plans  B'SA,  ASG^  GSfi")  Titiclinaison  des  plans 
où  sont  les  angles  donnés  ASB%  ASG,  sera  égale  à 
l'angle  donné  EA*. 

Scholie,  Si  un  angle  solide  e^t  quadruple  y  ou  formé  fig.  199. 
par  quatre  angles  plans  ASB ,  BSG ,  GSD ,  DSA ,  la 
connaissance  de  ces  angles  ne  suffit  pas  pour  déter. 
miner  les  inclinaisons  mutuelles  de  leurs  plans;  car 
avec  les  mêmes  angles  plans  on  pourrait  former  une 
infinité  d'angles  solides;  Mais  si  on  ajoute  une  condi- 
tion ,  par  exemple ,  si  on  donne  Tinclinaison  des  deux 
plans  ASB ,  BSG,  alors  l'angle  solide  est  entièrement 
déterminé,  et  on  pourra  trouver  Finclinaison  de 
deux  de  ses  plans  quelconques.  En  effet,  imaginer 
un  angle  solide  triple  formé  par  les  angles  plans  ASB , 
BSG ,  ASG  ;  les  deux  premiers  angles  sont  donnés  ^ 
ainsi  que  l'inclinaison  de  leurs  plans;  on  pourra  donc 
déterminer,  par  le  problème  qu'on  vient  de  résoudre, 
le  troisième  angle  ASG.  Ensuite ,  si .  on  considère 
l'angle  solide  triple  formé  par  les  angles  plans  ASG, 
ÂSD ,  DSG ,  ces  trois  angles  sont  connus  ;  ainsi  Tangle 
solide  est  entièrement  déterminé.  Mais  l'angle  solide 
quadruple  est  formé  par  la  réunion  des  deux  angles 
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solides  triples  dont  on  vient  de  parler  ;  donc,  puisque 
ces  angles  partiels  sont  connus  et  déterminés,  langie 
total  sera  pareillement  connu  et  déterminé. 

L  angle  des  deux  plans  ASD ,  DSC ,  se  trouverait 
immédiatement  par  le  moyen  du  second  angle  solide 
partiel.  Quant  à  Tangle  des  deux  plans  B$C,  CSD,  il 
faudrait  dans  un  angle  solide  partiel  chercher  Tangle 
compris  entre  les  deux  pians  ASC ,  DSC  ,  et  dans 
lautre  l'angle  coniprb  entre  les  deux  plans  ASC , 
BSC  ;  la  somme  de  ces  deux  angles  serait  Fangle  com-> 
pris  entre  les  plans  BSC,  DSC. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que,  pour  dé- 
terminer un  angle  solide  quintuple,  il  faut  connaître , 
outre  les  cinq  angles  plans  qui  le  composent,  deux 
des  inclinaisons  mutuelles  de  leurs  plans  ;  il  en  fau- 
drait trois  dans  Taugle  solide  sextuple,  et  ainsi  de 
suite. 


LIVRE  VL 


LES  POLYÈDRES. 


DEFINITIONS. 


l.  \_/n  appelle  solide  polyèdre  ^  ou  simplement /lo- 
lyédrcy  tout  solide  terminé  par  des  plans  ou  des  faces 
planes.  (Ces  plans  sont  nécessairement  terminés  eux- 
mêmes  par  des  lignes  droites.  )  On  appelle  en  parti- 
culier tétraèdre  le  solide  qui  a  quatre  faces  ;  liexaèdre 
celui  qui  en  a  six  ;  octaèdre  celui  qui  en  a  huit  ;  do- 
décaèdre  celui  qui  en  a  douze  ;  icosaèdre  celui  qui  en 
a  vingt,  etc. 

Le  tétiaèdre  est  le  plus  simple  des  polyèdres  ;  car 
il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  so- 
lide, et  ces  trois  plans  laissent  un  vide  qui ,  pour  être 
fermé ,  exige  au  moins  un  quatrième  plan. 

IL  L'intersection  commune  de  deux  faces  adjacentes 
d'un  polyèdre  s'appelle  côté  ou  eiréte  du  polyèdre. 

III.  On  ?i^ipe\\t  polyèdre  régulier  celui  dont  toutes 
les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux,  et  dont 
tous  les  angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  po- 
lyèdres sont  au  nombre  de  cinq.  Voyez  Vappendice 
aux  livres  VI  ^  VIL 

IV.  he prisme  est  un  solide  compris  sous  plusieurs 
plans  parallélogrammes,  t^minés  de  part  et  d'autre 
par  deux  plans  polygones  égaux  et  parallèles. 

Pour  construire  ce  solide ,  soit  AfiCDE  un  poly- 
gone quelconque;  si  dans  un  plan  parallèle  à  ABC, 
on  mène  les  lignes  FG,  GH,  HI,  etc.,  égales  et  pa- 
rallèles aux  côtés  AB,  BC,  CD,  etc.,  ce  qui  formera 
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le  polygone  FGHIK  égal  à  ABCDE;  si  ensuite  on 
joint  d'un  plan  à  l'autre  les  sommets  des  angles  ho- 
mologues par  les  droites  ÀF,  BG,  CH,  etc.,  les  faces 
ABGF,  BCHG,  etc.,  seront  des  parallélogrammes,  et 
le  solide  ainsi  formé  ABCDEFGHIK  sera  un  prisme. 

V.  Les  polygones  égaux  et  parallèles  ABCDE, 
FGHIK,  s  appellent  les  bases  du  prisme;  les  autres 
plans  parallélogrammes  pris  ensemble  constituent  la 
surface  latérale  ou  corwexe  du  prisme.  Les  droites 
égales  AF,  BG,  CH  ,  etc,,  s'appellent  les  côtés  du 
prisme. 

VI.  La  hauteur  d^un  prisme  est  la  distance  de  ses 
deux  bases ,  ou  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
de  la  base  supérieure  sur  le  plan  de  la  base  infé- 
rieure. 

VII.  Un  prisme  est  droit  lorsque  le?  côtés  AF, 
-    BG,  etc.,  sont  perpendiculaires  aux  plans  des  ba^es: 

alors  chacun  d  eux  est  égal  à  la  hauteur  du  prisme. 
Dans  tout  autre  cas  le  prispie  est  oblique^  et  la  hau- 
teur est  plus  petite  <jue  le  côté. 

VIII.  Un  prisme  est  triangulaire  ,  quadrang^ 
lawe ,  pentagonal^  hexagonal  y  etc.,  ^lon  que  la  base 
est  un  triangle,  un  quadrilatère,  un  peplagone,  un 
hexagone,  etc. 

fig .  ao6.  IX.  Le  prisme  qui  a  pour  b^e  un  parallélogramme , 
a  toutes  ses  faces  parallélogrammique$;  il  s'appelle 
parallélipipede. 

Le  paraUélipipède  est  rectangle  lorsque  toutes  |es 
laces  sont  des  rectangles. 

X.  Parmi  les  pspralMUpipèdes  rect^qgles  on  dis- 
tingue le  cube  ou  hexaèdre  régulier  compris  sous  six 
quarrés  égaux. 
fig.  196.  XI.  L^  pyramide  est  le  ^lide  forpié  lorsque  plu- 
sieurs pl^s  triangulaires  partent  d*un  même  point  $, 
et  sont  terminés  aux  différtînts  côtés  d'un  même  pUvi 
polygonal  ABCDE. 


Le  pelygone  A^CDE  s'ftppélle  la  fci^  de  h  fj^st* 
mide ,  le  point  S  en  est  le  s^^mmet,  et  Vensetnble  dos 
triangles  ASB ,  BSC,  e«o.,  ferme  la  suf^e  een^^exe 
oa  latdréde  de  la  pyramide. 

XII.  La  hoMUêur  de  la  pyramide  est  If  perpendieui 
laîre  abaissée  du  sommet  ^ur  le  plan  de  la  jbase ,  pro- 
longé s'il  est  néoeasaire. 

XIIL  La  pyvamide  est  triafLgulaiF^,  quadiHi^gu^ 
laire^  etc.,  selon  que  )a  base  est  un  triangle,  un  ^a*^ 
drilatère,  etc. 

XIV.  Une  pyramide  est  régtditre^  lorsque  la  base 
est  un  polygone  régulier,  et  qu'en  même  temps  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  la 
base  passe  par  le  centre  de  cette  base  :  cette  ligne 
s'appelle  alors  \*uxe  iie  ta  pyramide. 

XV.  Diagonale  d^un  polyèdre  est  la  droite  qui  joint 
les  sommets  df  deux  angles  solides  non  adjacents. 

XVJ.  J*9ppe)lef^i  poljed^res  ^rmétriques  deux 
polyèdres  quî,  ayant  une  base  oon^mune,  sont  Gpns«- 
truits  semblabletnenf  ^  l'un  au-dessus  du  plan  de  cette 
t^ç,  l'aïufr^  ^H-àç^§DU4,  awQ  cçjije  cQndjliion  que  1^ 
sommets  des  angles  solides  homologues  soient  situés 
à  égales  distances  du  plan  de  la  base,  sur  une  même 
droite  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Par  exemple,  si  la  droite  ST  est  perpendiculaire  fig. ao?. 
au  plan  ABC,  et  qu'au  point  O,  où  elle  rencontre  ce 
plan ,  elle  soit  divisée  en  deux  parties  égales ,  les  deux 
pyramides  SÂBC,  TABG,  qui  ont  la  base  commune 
kfX^y  seront  dfiia  polyèdn^s  symétriqHes. 

blesj  lorsquVlles  ont  deux  faces  sembla^l^  cbai^Hi}^ 
à  chacune,  semblablement  placées  et  également  incli- 
nées entre  elles. 

Ainsi,  en  suf^osant  les  angles  ABC  =  DBF,  BAC  fig-^o'». 
2n:£DF,ApS=3DET,BASsz3EDT,  si  en  outre l'in- 
oUnaison  des  plans  ABS,  AfiC^  est  égale    celle  de 

II. 
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leurs  homologues  DTE,  DEF,  les  pyruoides  SABC, 
TDEF,  seront  semblables. 

XVIII.  Ayant  formé  un  triangle  avec  les  sommets 
de  trois  angles  pris  sur  une  même  face  ou  base  d*un 
polyèdre,  on  peut  imaginer  que  les  sommets  des  dif- 
férents angles  solides  du  polyèdre,  situés  hors  du 
plan  de  cette  base ,  soient  ceux  d'autant  de  pyramides 
triangulaires  qui  ont  pour  base  commune  le  triangle 
désigné,  et  chacune  de  ces  pyramides  déterminera  la 
position  de  chaque  angle  solide  du  polyèdre  par  rap- 
port à  la  base.  Cela  posé  : 

Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsquayant  des 
bases  semblables,  les  sommets  des  angles  solides  ho- 
mologues, hors  de  ces  bases,  sont  déterminés  par  des 
pyramides  triangulaires  semblables  chacune  à  chacune. 

XIX.  J^appellerai  sommets  d'un  polyèdre  les  points 
situés  aux  sommets  de  ses  diCférenU  an^es  solides. 

N,  B,  Tooile*  polyèdres  qae  noua  coiuidM»ns  sont  des  polyèdres 
à  angles  saUlents  on  polyèdres  conpexei.  Hou  appelona  ainsi  ceux 
dont  la  surface  ne  peut  être  rencontrée  par  nne  ligne  droite  en  pins 
de  deux  points.  Dans  ces  sortes  de  polyèdres  le  plan  prolongé  d'nnc 
Iboe  ne  peut  couper  le  solide  ;  il  est  donc  impossible  qja»  le  polyèdre 
soit  en  partie  an-dessns  dn  plan  d*nne  fice,  en  partie  an-detaona;  il 
est  tout  entier  d*un  même  o6té  de  ce  plan. 

PROPO^S.ÏTION  PREMIÈRE. 

VHBORBMB. 

Deux  polyèdres  ne  peuvent  avoir  les  mêmes 
somtnets  et  en  même  nombre  sans  coïncider  tun 
avec  l'autre. 

Car  supposons  lun  des  polyèdres  déjà  construit, 
si  on  veut  en  construire  un  autre  qui  ait  les  mêmes 
sommets  et  en  même  nombre,  il  laudra  que. les  plans 
de  celui-ci  ne  passent  pas  tous  par  les  mêmes  points 
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que  dans  le  premier,  sans  quoi  ils  ne  diiiéreraient 
pais  lun  de  lautre  :  mais  alors  il  est  clair  que  quel- 
ques-uns des  nouveaux  plans  couperaient  le  premier 
polyèdre;  il  y  aurait  des  sommets  au-dessus  de  ces 
plans ,  et  des  sommets  au-dessous ,  ce  qui  ne  peut  con- 
venir à  un  polyèdre  convexe  :  donc,  si  deux  polyèdres 
ont  les  mêmes  sommets  et  en  même  nombre,  ils 
doivent  nécessairement  coïncider  lun  a^ec  l'autre. 

Sckolie.  Etant  donnés  de  position  les  points  A,  B, 
C ,  K ,  etc. ,  qui  doivent  servir  de  sommets  à  un  po- 
lyèdre, il  est  facile  de  décrire  le  polyèdre. 

Choisissez  d'abord  trois  points  voisins  D,  £,  H*  fig.  ao4. 
teb  que  le  plan  DBH  passe,  s'il  y  a  lieu,  par  de  nou- 
veaux points  K ,  C ,  mais  laisse  tous  les  autres  d'un 
même  côté,  tous  au-dessus  du  plan f  ou  tous  au*- 
dessous;  le  plan  DEH  ou  DËHKG,  ainsi  déterminé, 
aéra  une  face  du  solide.  Suivant  un  de  ses  câtés  £H  ^ 
conduisez  un  plan  que  vous  ferez  tourner  jusqu'à  ce 
qu'il  rencontre  un  nouveau  sommet  F ,  ou  plusieurs 
à-la-fois  F ,  I  ;  vous  aurez  une  seconde  face  qui  sera 
FEH  ou  FEHI.  Continuez  ainsi  en  faisant  passer  des 
plans  par  les  cotés  trouvés  jusqu'à  ce  que  le  solide 
soit  terminé  de  toutes  parts  :  ce  solide  sera  le  polyèdre  * 
demandé ,  car  il  n'y  en  a  pas  deux  qui  puissent  avoir 
les  mêmes  sommets. 

PROPOSITION    II. 

THBORBMB. 

Dans  deux  polyèdres  spnétriques  les  faces 
homologues  sont  égales  chacune  à  chacune  y  et 
r  inclinaison  de  deux  faces  adjacentes ,  dans  un    . 
de  ces  soliiles ,  est  égale  à  C  inclinaison  des  faces 
homologues  dans  foutre. 

Soit  ABCDE  la  base  commune  aux  deux  polyèdres,  fif .  ^o5. 
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soient  M  et  N  les  soiiiniets  de  deux  angles  âoUdes 
quelconques  de  lun  des  polyèdres,  M'  et  N'  les  som- 
mets homologues  de  Taulré  polyèdre;  il  faudra,  sui- 
▼ant  la  définUioo,  que  les  droites  MM',  MN%  soient 
perpendîfïulaires  au  plan  ABC^  et  quelles  soient  flivi- 
sées  en  deux  parties  égales  aux  points  met  n  où  elles 
rencontrent  ce  plAn.  Gela  posé,  je  dis  que  la  distance 
MN  est  égale  à  M'N'. 

Car  si  on  fait  tourtier  le  trapèze  m  M'J^'/i  autour 
de  rnn  jusqua  ce  que  son  plan  s'apt>lique  sur  le  plaki 
mMN/i;  à  cause  des  angles  droits  en  m  et  en  is,  le 
c6lè  mW  tombera  sur  son  égal  miM^  et  aN'  sur  /zN  ; 
donc  lès  deux  trapèces  eoincideront ,  et  on  aura 
MN  =  M'N'. 

Soit  P  un  troisième  sommet  du  polyèdre  supérîeiirf 
et  P'  son  homologue  daûs  Fauti'è^  on  aUra  de  même 
MPrirMT'  et  NPkN'Fç  donê  le  triangie  MNP^ 
qui  joint  trois  sommets  quelconques  du  poly^sdre  sm^ 
périeur^  est  égal  eut  triatigle  M'N'P'  qui  joint  les  trois 
sommets  homologues  de  Poutre  poljredf^. 

Si  parmi  ces  triangles  on  considère  ielileinent  celii 
qui  sont  formés  k  la  surface  des  polyèdres ,  on  petot 
déjà  condure  qile  les  surfaces  des  déuii  polyèdres 
sont  composées  dun  mtrae  nombre  de  triangles  égauli 
chacun  à  chacun. 

Je  dis  maintenant  que  si  des  triangles  sont  dans  un 
même  plan  sur  une  fturfece  et  fotiiiebt  une  même  face 
polygone,  les  triangles  homologues  seront  dans  un 
même  plan  sur  Tautrb  surface  et  formeront  une  face 
polygone  égale. 

En  effet,  soient  MPN,  ÎVPQ,  'Jeux  frîàngles  adja- 
cents qu'on  supposé  dànè  un  même  plan ,  et  soient 
M'P'N',  NT'Q',  leurs  homologhes.  On  a  Tanglc 
MNP=M'N'P',  l'angle  PNQ=P'N'Q'j  fet  si  on 
joigjaait  MQ  et  M'Q',  le  triangle  MNQ  serait  égal  à 
M'N'Q',  ainsi  on   aurait   laiigle  MNg  =  M'K'Q'. 
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Mais  puisque  MPNQ  est  un.  seul  plan,  on  a  l'angle 
MNQ=]yC«>-hPNQ;  donc  on  aura  aussi  M'N'Q' 
=crM'NT'-hP;N'Q'.  Or,  si  les  trois  plans  M'NT', 
P  N'Q',  M'N'Q',  n'étaient  pas  confondus  en  un 
seul ,  ces  trois  plans  formeraient  un  angle  solide ,  et 
on  aurait  *  langle  M'N'Q' <  M'N'P'  +  FN'Q';  -«©.s. 
donc,  puisque  cette  condition  n'a  pas  lieu,  les  deux 
tiiangles  M'NT',  P'N'Q',  sont  dans  un  même  plan. 

Il  suit  de  là  que  chaque  Face,  soit  triangulaire,  soit 
polygone,  dans  un  polyèdre,  répond  à  une  face  égale 
dans  Tautre,  et  qu'ainsi  les  deux  polyèdres  sont  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  plans  égaux,  chacun  à 
chacun. 

il  reste  à  prouver  que  Tinclinaison  de  deux  faces 
adjacentes  quelconques  .dans  l'un  des  polyèdres  est 
^ale  à  l'inclinaison  des  deux  faces  homologues  dans 
l'autre. 

Soient  MPN,  NPQ,  deux  triangles  formés  sur 
i'aréte  commune  NP  dans  les  plans  des  deux  faces 
adjacentes;  soient  M'P'N',  N'P'Q',  leurs  homolo- 
gues; on  peut  concevoir  en  N  un  angle  solide  formé 
par  les  trois  angles  plans  AINQ,  MKP,  PNQ,  et  en 
N'  un  angle  solide  formé  par  les  trois  M'IN'Q', 
M'N'P',  P'N'Q'.  Or,  on  a  déjà  prouvé  que  ce»  anglçs 
pians  sont  égaux  chacun  à  chacun;  donc  Tinclinaison 
des  deux  plans  ATNP,  PNQ,  est  égale  à  celle  de  leurs 
homologues  M'N'P',  P'N'Q'  *.  *  "'  '^• 

Donc,  dans  les  polyèdres  symétriques,  les  faces 
sont  égalèà  chaètihe  à  chacune,  et  les  plans  de  deux 
faces  quelconques  adjacentes  d'un  des  solides,  otit 
enue  eux  la  même  inèlinaison  que  ks  plans  des  deux 
b:ces  homologues  dis  l'autre  solide. 

Se/iolie.  On  peut  remarquer  que  les  angles  solides 
d^un  pofyedre  sont  les  symétriques  des  angles  solides 
de  r autre polredrë;  car  si  langle  solide  N  est  formé 
par  les  plans  MNP,  PNQ,  QNR,  etc.,  son  hoiwrfo- 
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gue  N'  est  formé  par  les  plans  M'N'F,  P'N'Q', 
Q'N'R',  etc.  Ceux-ci  paraissent  disposés  dans  le 
même  ordre  que  les  autres;,  mais  comme  les  deux 
apgles  solides  sont  dans  une  situation  inverse  l'un  par 
rapport  à  Tautre,  il  s'ensuit  que  la  disposition  réelle 
des  plans  qui  forment  Tangle  solide  N'  est  Tinverse 
de  celle  qui  a  lieu  dans  Tangle  homologue  N.  D^ail* 
leurs  les  inclinaisons  des  plans  consécuti£i  sont  égales 
dans  l'un  et  dans  l'autre  angle  solide;  donc  ces  angles 
solides  sont  symétriques  l'un  de  l'autre.  Voyez  le 
scholie  de  laprop.  XXllI^  liu.  V. 

Cette  remarque  prouve  qu'un  polyèdre  quelconque 
ne  peut  avoir  qu*un  seul  polyèdre  symétrique.  Car  si  on 
construisait  sur  une  autre  base  un  nouveau  polyèdre 
symétrique  au  polyèdre  donné,  les  angles  solides 
de  celui-ci  seraient  toujours  symétriques  des  angles 
du  polyèdre  donné;  donc  ils  seraient  ^aux  i  ceux 
du  polyèdre  symétrique  construit  sur  la  première 
base.  D'ailleurs  les  faces  homologues  seraient  toujours 
égales;  donc  ces  deux  polyèdres  symétriques  cons« 
truits  sui\une  base  ou  sur  une  autre  auraient  les  faces 
^ales  et  les  angles  solides  égaux  ;  donc  ils  coïncide- 
raient par  la  superposition ,  et  ne  feraient  qu'un  seul 
et  même  polyèdre. 

PROPOSITION  III. 

THBORfiXB. 

Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un 
angle  solide  compris  entre  trois  plans  égaux 
chacun  à  chacun  et  semblablement  placés. 
fi(t.  «oo.  Soit  la  base  ABCDE  égale  à  la  base  eAaley  le  pa- 
rallélogramme ABGF  égal  au  parallélogramme  abgf^ 
et  le  parallélogramme  BCHG  égal  au  parallélogramme 
bchg;  je  dis  que  le  prisme  ABCI  sera  égal  au  pi-isme 
abci. 
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Car  soit  posée  la  base  ABCDE  sur  son  égsAealcde^ 
ces  deux  bases  coïncideront  :  mais  les  trois  angles 
plans  qui  forment  Tangle  solide  6  sont  égaux  aux 
trois  angles  plans  qui  foiment  langle  solide  6^  cba-  , 

cun  à  chacun,  savoir,  ABC  =  aie  y  ABG^=:a6g,  et 
GBG=: gbc;  de  plus  ces  angles  sont  semblablement 
placés  :  donc  les  angles  solides  B  et  ^  sont  égaux ,  et 
par  conséquent  le  côté  B6  tombera  sur  son  égal  bg. 
On  voit  aussi  qu'à  cause  des  parallélogrammes  égaux 
ABGF,  aègfy  le  côté  GF  tombera  sur  son  égal  gf^ 
et  semblablement  GH  sur  gh;  donc  la  base  supé- 
rieure FGHIK  coïncidera  entièrement  avec  son  égale 
fghïk  y  et  les  deux  solides  seront  confondus  en  un 
seul,  puisqu'ils  auront  les  mêmes  sommets  ^.  '* 

Corollaire.  Deux  prismes  droits  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  hauteurs  égales  sont  égaux.  Car  ayant 
le  côté  AB  égal  kaby  et  la  hauteur  BG  égale  à  bgy  le 
rectangle  ABGF  sera  égal  au  rectangle  abgf;  il  en 
sera  de  même  des  rectangles  BGHC,  bghe;  ainsi  les 
trois  plans  qui  forment  Tangle  solide  B  sont  égaux 
aux  trois  qui  forment  l'angle  solide  b.  Donc  les  deux 
prismes  sont  égaux. 

PROPOSITION   IV. 
théoeAmb. 

Dans  tout  parallélipipède  les  plans  opposés 
sont  égaux  et  parallèles. 

Suivant  la  définition  de  ce  solide,  les  bases  ABGD ,  sg.  ao6. 
EFGH,  sont  des  parallélogrammes  égaux,  et  leurs 
côtés  sont  parallèles  :  il  reste  donc  à  démontrer  que 
la  même  chose  a  lieu  pour  deux  faces  latérales  oppo- 
sées ,  telles  que  AEHD,  BFGC.  Or,  AD  est  égale  et 
parallèle  à  BC,  puis<}ue  la  figure  ABCD  est  im  parai- 
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lëlogramme  ^  par  une  raison  semblable  AE  est  égale 
et  parallèle  à  BF  :  donc  1  angle  DAE  est  égal  à  Tangle 
•i3,  5.  CBF*,  et  le  plan  DAE  parallèle  à  CBF  ;  donc  aussi  le 
parallélogramme  DAEH  est  égal  au  parallélogramme 
CBF6.  On  démontrera  de  même  que  les  parallélo- 
grammes opposés  ABFE ,  DCGH  y  sont  égaux  et  pa- 
rallèles. 

Corollaire.  Puis({ue  le  parallélipipède  est  un  solide 
compris  sous  six  plans  dont  les  opposés  sont  égaux  et 
parallèles,  il  s'ensuit  quune  face  quelconque  et  son 
opposée  peuvent  être  prises  pour  les  bases  du  paral- 
lélipipède., 

Scholie.  Etant  données  trois  droites,  AB ,  AE ^  AD, 
passant  par  un  même  point  A,  et  faisant  entre  elles 
des  angles  donnés,  on  peut  sur  ces  trois  droites  cont- 
truire  un  parallélipipède;  il  faut  pour  cela  mener 
par  lextrémité  de  chaque  droite  un  plan  parallèle 
au  plan  des  deux  autres;  savoir ,  par  le  point  B  lui 
plan  parallèle  à  DAE^  par  le  point  D  un  plan  paral- 
lèle à  BAE ,  et  par  le  point  E  un  plan  parallèle  à  BAD. 
Les  renconfi-es  mutuelle  de  ce\  plans  formeront  le 
parallélipipède  demandé. 

PROPOSITION  V. 

THBOHÂMB. 

Dans  tout  parallélipipède  les  angles  soiides 
çppasés  sont  symétriques  Vi/tn  de  Vautre  ;  et 
les  diagonales  menées  pf$r  les  sommets  de  ces 
angles  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties 
égales. 
Cg.  !ko6.  Comparons ,  par  exemple ,  l'angle  iolide  A  i  son 
opposé  G;  Tangle.EAB,  égal  à  EFB,  est  aussi  égal  à 
HGC ♦  lan^le  DAE  — .  DHE  =  GGF ,  et  l'angle  DAB 
aaDCB=  HGF)  donc  les  trois  angles  plans  qui  for^ 
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ment  l'angle  solide  A  sont  égaux  aux  trois  qui  forment 
Tangle  solide  G,  chacun  à  chacun;  d  ailleurs  il  est 
facile  dii  voir  que  leur  disposition  est  différente  dans 
Tun  et  dans  lautre;  donc  i^  les  deux  angles  solides  A 
et  G  sont  symétriques  lun  de  l'autre  *.  *  «3,  5. 

En  second  lieu,  imaginons  deux  diagonales  £C, 
AG  y  menées  lune  et  l'autre  par  des  sommets  opposés  : 
puisque  A£  est  égale  et  parallèle  à  CG  ^  la  figure  AEGG 
est  un  parallélogiamme;  donc  les  diagonales  £C ,  AG9 
se  couperont  miituellement  en  deux  parties  égales. 
On  démontrera  de  même  que  la  diagonale  £C  et  une 
autre  DF  se  couperont  aussi  en  deux  parties  égales; 
donc  2^  les  quatre  diagonales  se  couperont  mutuel- 
lement en  deux  parties  égales ,  dans  un  même  point 
quon  peut  regarder  comme  le  centre  du  paralléli- 
pipéde. 

PROPOSITION  Vi. 

THÊORBMB. 

Le  pian  BDHF,  gui  passe  par  deux  arêtes  fig.  «07. 
parallèles  opposées  BF,   DH,   Mvise  le  parais 
léljpipèd^  AG  en   deux  pristnes  triangulaires 
ÂBbH£F,    GHFBCD,   symétriques  Vun  de 
l'autre. 

D'abord  iQes  deux  solides  sont  des  t>rtsines(  car  les 
triangles  ABD ,  £FH  5  ayant  leurs  oôtëaë^ux  et  paral- 
lèles ,  sont  égaux  ^  et  en  même  temps  les  faces  laténdes 
ABFE^  ADHE,BDHF,  sont  des  parallélogrànlme^; 
donc  le  solide  ABDHEF  est  un  prisme  :  il  en  est  de 
même  du  àolide  GHFBCD.  Je  dis  maintenant  que  ces 
deux  prisnles  sont  syniétHques  l'un  de  l'autre. 

Sur  la  base  ABD  faites  le  prisme  ABDE'F'H'  que 
soit  le  symétrique  du  prisme  ABUEFH.  SuivâHt 
ce  qui  a  été  démontré  %  le  plan  ABF'C  «si  égal  à    "  >• 
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ABFE,  et  le  plan  ADH'E'  est  égal  à  ADHE;  mai:. 
si  on  compare  le  prisme  GHFBCD  au  prisme 
ABDH'E'F',  la  base  GHF  est  égale  à  ABD;  le  pa- 
rallélogramme 6HDC,  qui  est  égal  à  ABFE,  estau5si 
égal  à  ABF'E',  et  le  parallélogramme  GFBC,  qui 
est  égal  à  ADHE,  est  aussi  égal  à  ADH'E';  donc 
les  trois  plans  qui  forment  l'angle  solide  G  dans  le 
prisme  GHFBCD,  sont  égaux  aux  trois  plans  qui  for- 
ment langle  solide  A  dans  le  prisme  ABDH'E'F', 
chacun  à  chacun,  d'ailleurs  ils  sont  disposés  seni- 
*3.  blablement;  donc  ces  deux  prismes  sont  égaux  *, 
et  pourraient  être  superposés.  Mais  l'un  d'eux 
ABDH'E'F'  est  symétrique  du  prisme  ABDHEF; 
donc  lautre,  GHFBCD,  est  aussi  le  symétrique  de 
ABDHEF. 

PROPOSITION  VIL 

LEMKB. 

6g.  90I.  Dans  tout  prisme  ABCI ,  les  sections  NOPQR 
STVXY,  faites  par  des  plans  parallèles,  sont 
des  polygones  égaux. 

Car  les  côtés  NO,  ST,  sont  parallèles,  comme  étant 
les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troi* 
sième  plan  ABGF;  ces  mêmes  côtés  NO,  ST,  sont 
compris  entre  les  pai^allèles  NS,  OT,  qui  sont  côtés 
du  prisme;  donc  NO  est  égal  à  ST.  Par  une  semblable 
raison  les  côtés  OP,  PQ,  QR,  etc.,  de  la  section 
NOPQR,  sont  égaux  respectivement  aux  côtés  TV, 
VX,  XY,  etc.,  de  la  section  STVXY.  D'ailleurs  les 
côtés  égaux  étant  en  même  temps  parallèles,  il  s  en- 
suit que  les  angles  NOP,  OPQ,  etc.,  de  la  première 
section ,  sont  égaux  respectivement  aux  angles  STV, 
TVX,  etc.,  de  la  seconde.  Donc  les  deux  sections 
NOPQR^  STVXY ,  sont  des  polygones  égaux. 


"""1 
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Corollaire.  Toute  section  faite  dans  un  prisme  pa- 
rallèlement à  sa  base ,  est  égale  à  cette  base. 

PROPOSITION   VIII. 

TRBOaâMB. 

Les  deux  prismes  triangulaires  symétriques  fig.  aoS. 
ABDHEF,  BCDFGH,  dans  lesquels  se  décompose 
le  parallélipipède  AG,  sont  équivalents  entre 
eux. 

Par  les  sommets  B  et  F  menez  perpendiculairement 
au  côté  BF,  les  plans  ^adcy  Yehg^  qui  rencontreront, 
d'une  part  en  a,  d,  c,  de  Tautre  en  e,  A,  ^,  les  trois 
autres  côtés  AE,  DH,  CG,  du  même  parallélipipède; 
les  sections  Bade,  Tehg,  seront  des  parallélogrammes 
égaux.  Ces  sections  sont  égales,  parce  qu^elles  sont  faites 
par  des  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  et 
par  conséquent  parallèles  *j  elles  sont  des  parallélo-  *  7. 
grammes,  parce  que  deux  côtés  opposés  d'une  même 
section  aB^dc,  sont  les  intersections  de  deux  plans 
parallèles  ABFE,  DCGH,  par  un  même  plan. 

Par  une  raison  semblable,  la  figure  BaeF  est  un 
parallélogramme ,  ainsi  que  les  autres  faces  latérales 
BFgc^  cdhg,  ad/ie,  du  solide  BadcFehg;  donc  ce  so- 
lide est  un  prisme  *;  et  ce  prisme  est  droit,  puisque  *déf.  4. 
.  le  côté  BF  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  base. 

Cela  posé,  si  par  le  plan  BFHD  on  divise  le  prisme 
droit  BA  eu  deux  prism^  triangulaires  droits  d&deYh  ^ 
BdcYhg;  je  dis  que  le  prisme  triangulaire  oblique 
ABDEFHy  sera  équivalent  au  prisne  triangulaire 
(droit  à&deYk. 

En  effet  ces  deux  prismes  ayant  une  partie  corn* 
mune  ABDà^F,  il  suffira  de  prouver  que  les  parties 
restantes,  savoir,  les  solides  BaADâf,  YeEYUi  sont 
équivalents  entre  eux. 
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Or,  à  cause  des  parallëlogramines  ÂBFE,  oEFe^  les 
côtés  AE,  ae,  égaux  à  leur  parallèle  BF,  sont  égaux 
entre  eux  ;  ainsi ,  ^n  ôtant  la  partie  commune  Ai? ,  il 
restera  Aa  =  Ee.  On  prouvera  âe  même  que  Drf=  HA. 

Maintenant ,  pour  opérer  la  superposition  des  deux 
solides  BaADd^  F^EHA^  plaçons  la  base  Feh  sur  son 
ég^le  Qo^;  alors  le  ppinti?  tombant  en  a,  et  le  point 
k  ^q  df  \e^  côtés  ^^,  àfl^  tojpfih^TQnt  sur  leifrs  ^iix 
aJiy  dD^  pujsquils  son(  perpencl^ciil^irea  ^u  même 
plan  Bad.  Donc  les  deux  solides  dont  il  s^agit  coïnci- 
deront entièrement  l'un  avec  Tautre;  ^onç  le  prisme 
oblique  BADFEH  est  équivalent  au  prisme  droit 
BadFeh. 

On  démontrera  semb]ablement  que  Ifi  prisme  obli* 
que  BDCFH6  est  équiv^l^nt  au  prisme  droit.  B^FA^* 
Mai^  les  deux  prismes  droit3  Bo^fFci^i^p^cF^  sept 
égaux  entre*  eui^ ,  puisqu'ils  ftfi^  ff^ême  );^uteiir  Bf, 
et  que  leurj  ^î^se?  Bad  y  Bdc  s^^\  Rioift^  d'^  même 
S  parallélogramnae  *.  Dgpp  Ic^  djeujt  pci^ip^  tfrîfni^- 
laîres  BApFEï?,  BPCFHG,  équiyçilent^  ^  4^^  pr^fm^ 
égaux,  spnt  équivalents  entf^  çu). 

Corollaire,  Tou^  RTismç  «iWgl^lWf  4BDffEF  est 
la  moitié  du  parallélipipède  46  i  filMWtr^t  W^  M 
même  angle  solide  A ,  ^y^ç  \f»  vg^es  firétes  AS, 
AD,AE. 

PROPOSITION   lï. 

TH]iORiKB. 

%.ft09.  Si  deux  pwcUlélipipèdes  AG,  AL,  oru  une 
hase  commune  ABCD ,  et  que  leurs  bases  supé^ 
Heures  EFGH ,  IKLM ,  soient  comprises  dani  un 
même  plan  et  entre  les  mêmes  parallèles  Et, 
HL,  ces  deux  parallélipipèdes  seront  équiya' 
lents  entre  eux. 


cor, 
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Il  peut  airiver  trois  eas,  selon  que  El  est  plus 
grand ,  plus  petit  ou  égal  à  SF  ;  mais  la  démonstration 
est  la  même  pour  tous  ;  et  d'abord  je  dis  que  le  prisme 
triangulaire  AEIDHM  est  égal  au  prisme  triangulaire 
BFKCGL. 

En  effet,  puisque  AE  est  parallèle  à  BF  et  HE  à 
GP,  l'angle  AEI  =  BFK,  HEI=GFK,  et  HEAi^ 
GFB.  De  ces  six  angles  les  trois  premiers  forment 
l'angle  solide  E ,  les  trois  autres  fonhent  Tangle  solide 
F  ;  donc ,  puisque  les  angles  plans  sont  égaux  chacun 
à  chacun,  et  semblablement  disposés,  il  s'ensuit  que 
les  angles  solides  E  et  F  sont  égaux.  Maintenant,  si 
on  pose  le  prisme  AEM  sur  le  prbme  BFL,  et  d'abord 
la  baseW^FJ  sur  la  base  BFK,  ces  deux  bases  étant 
égales  coïncideront;  et  puisque  l'angle  solide  E  est 
égal  à  Tangle  solide  F,  le  câtc  EH  tombera  sur  son 
égal  FG  :  il  n'en  faut  pas  davantage  podr  prouver  que 
les  deux  prismes  coïncideront  dans  toute  leur  éten- 
due; car  la  base  AEI  ef;  Tar^t^  E^  déterminent  le 
prisme  AEM,  comme  la  base  BFK  et  Taréte  FG  dé- 
terminent le  prisme  BFL  *  :  donc  ces  prismes  sont  *9. 
égaux. 

jyiais  si  du  solide  AL  on  retranche  Iç  prispne  AEM, 
il  restera  le  parallélipipède  AIL;  et  si  du  même  so- 
lide AL  on  retianche  le  prisme  BFL ,  il  restera  le 
parallélipipède  AEG  ;  donc  les  deux  parallélipipèdes 
AIL ,  AEG  )  sont  équivalents  entre  eux. 

PROPOSITION  X. 

Deux  parallélipipèdes  de  même  base  et  de 
même  hauteur  sont  équivalents  entre  eux. 

Soit  ABCD  la  base  commune  aux  deux  paralléli-  fig.  sio. 
pipèdes  A6 ,  AL;  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  leurs 
bases  supérieures  EFGH ,  IKLM,  seront  sur  le  même 
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plan.  De  plus  les  côtés  EF  et  AB.sont  égaux  et  paral- 
lèles ,  il  en  est  de  même  de  IK.  et  AB  ;  donc  EF  est  égal 
et  parallèle  à  IK  :  par  une  raison  semblable  GF  est 
égal  et  parallèle  à  LK.  Soient  prolongés  les  càiés  EF, 
HG,  ainsi  que  LK,  IM,  jusqu'à  ce  que  les  uns  et  les 
autres  forment  par  leurs  intersections  le  parallélo- 
gramme  NOPQ,  il  est  clair  que  ce  parallélogramme 
sera  égal  à  chacune  des  bases  EFGH,  IKXiM.  Or  si 
on  imagine  un  troisième  parallélipipède  qui,  avec  la 
même  base  inférieure  ABCD,  ait  pour  base  supérieure 
NOPQ,  ce  troisième  parallélipipède  serait  équivalent 
«^  au  parallélipipède  AG%  puisqu'ajant  même  base  infé» 
rieure,  les  bases  supérieures  sont  comprises  dans  un 
même  plan  et  entre  les  parallèles  GQ ,  FN.  Par^  même 
raison  ce  troisième  parallélipipède  serait  équivalent 
au  parallélipipède  AL;  donc  les  deux  parallélipipèdes 
AG,  AL,  qui  ont  même  base  et  même  hauteur,  sont 
équivalents  enti^e  eux. 

PROPOSITION   XI. 

THBORBMB. 

Tout  parallé/ipipède  peut  être  changé  en  un 
parallélipipède  rectangle  équis^alent  qui  aura 
même  hauteur  et  une  base  équii^alente . 

fig.  aïo.  Soit  AG  le  parallélipipède  proposé;  des  points  A , 
B,  G ,  D,  menez  AI,  BK,  CL,  DM,  perpendiculaires 
au  plan  de  la  base ,  vous  formerez  ainsi  le  parallélipi* 
pède  AL  équivalent  au  parallélipipe  de  AG ,  et  don  t  les 
faces  latérales  AK ,  BL,  etc. ,  seront  des  rectangles.  Si 
donc  la  base  ABCD  est  un  rectangle,  AL  sera  le  paral- 
lélipipède rectangle  équivalent  au  parallélipipède  pro- 
posé AG.  Mais  si  ABCD  n'est  pas  un  rectangle ,  menez 

6g.  911.  ^o  et  BN  perpendiculaires  sur  CD,  ensuite  OQ  et 
NP  perpendiculaires  sur  la  base,  vous  aurez  le  solide 
AB^OIKPQ  qui  sera  un  parallélipipède    rectangle  : 
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en  effet,  par  construction,  la  base  ABNO  et  son  op<* 
posée  IKPQ  sont  des  rectangles;  les  faces  latérales  en 
84;^nt  aussi,  puisque  les  arêtes  AI,  OQ,  etc. ,  sont  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  base;  donc  le  solide  AP 
est  un  parallélipipède  rectangle.  Mais  les  deux  parai- 
lélipipèdes  AP,  AL,  peuvent  être  censés  avoir  même 
basc^  ABKI  et  même  hauteur  AO  :  donc  ils  sont  équi- 
valents; donc  le  parallélipipède  AG,  qu'on  avait  dV  ^ 
bord  changé  en  un  parallélipipède  équivalent  AL,  se  •t'ait, 
trouve  de  nouveau  changé. en  un  parallélipipède  rec- 
tangle équivalent  AP,  qui  a  la  même  hauteur  AI,  et 
dont  la  base  ABNO  est  équivalente  à  la  base  ABGD. 

PROPOSITION   XIL 

THÉOaiMB. 

Deux  parallélipipedes  rectangles  AG,  AL,  Sg.  aiij 
qui  ont  la  même  base  ABCD,  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  A£,  AI. 

Supposons  d'abord  que  les  hauteurs  A£,  AI,  soient 
entre  elles  comme  deux  nombres  entiers,  par  exemple, 
comme  1 5  est  à  8.  On  divisera  AE  en  1 5  parties  égales, 
dont  AI  contiendra  8,  et  par  les  points  de  division  x, 
y  y  z,  etc.,  on  mènera  des  plans  parallèles  à  la  base. 
Ces  plans  partageront  le  solide  AG  en  i5  parallélipi- 
pedes partiels  qui  seront  tous  égaux  entre  eux,  comme 
ayant  des  bases  égales  et  des  hauteurs  égalée;  des  bases 
égales,  patce  que  toute  section  comme  MIKL,  faite 
dans  un  prisme  parallèlement  à  sa  base  ABGD,  est  égaie 
à  cette  base*;  des  hauteurs  égales,  parce  que  ces  hau-  «  ^, 
leurs  sont  les  divisions  mêmes  A-r,  xjr^  xz^  etc.  Or, 
de  ces  i5  parallélipipedes  égaux,  huit  sont  contenue 
dans  AL;  donc  le  solide  AG  est  au  solide  AL  comme 
i5  est  à  8,  ou  en  général  comme  ^  hauteur  AE  est  à 
la  hauteur  AL 
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En  second  lien,  si  le  rapport  de  AB  à  AI  «c  peitt 
s'exprimer  en  nombres ,  je  dis  qu'on  n'en  aura  pas 
moins  solid.  AG  :  solid.  AL  :  :  AE  :  Al.  Car,  «cette 
proportion  n'a  pas  lieu,  supposons  qu  on  ait  sol,  AG  : 
sol.  AL  :  :  AE  :  AO.  Divisez  AE  en  parties  égales  dont 
chacune  soit  plus  petite  que  OI,  il  y  aura  au  moins 
un  point  de  division  m  entre  O  et  L  Soit  P  le  paral- 

r  .  léiipipède  qui  a  pour  base  ABCD  et  pàixr  hauteur 
Am;  puisque  les  hauteurs  AE,  Am  sont  entre  elles 
comme  deux  nombres  entiers,  on  aura  soi,  AG  :  P  :: 
AE  :  A/71.  Mais  on  a/par  hypothèse,  soi.  AG  :  sol.  AL  :: 
AE  :  AO  ;  de  là  résulte  sol.  AL  :  P  :  î  AO  :  Am.  Mais  AO 
est  plus  grand  que  Am;  donc  il  faudrait,  pour  que  la 
proportion  eût  lieu,  que  le  solide  AL  tdt  plus  grand 
que  P.  Or  au  contraire  il  est  plus  petit  :  donc  il  est 
impossible  que  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
sol.  aG  :  soL  AL  :  :  AE  :  j?,  soit  une  ligne  plus  grande 

•  que  AI.  Par  un  raisonnement  semblable  on  démon- 

trerait que  le  quatrième  terme  ne  peut  être  plus  petit 
que  Al  ;  donc  il  est  égal  à  AI  ;  donc  les  parallelipipèdes 
rectangles  de  même  busfi  sont  entre  eux  oomin^  leui'S 
hauteurs. 

PROPOSITION  XIIL 

THBoaâii^.  . 

fg.«x3.  Deux  paraHélipipèdes  rectangles  AG,  AK, 
qui  ont  m^tne  hauteur  AE,  sont  entre  eux  comme 
leurs  ha^es  ABCD ,  AMNO. 

Ayant  placé  les  deui(  solides  l'un  à  côté  d«  l'aulre^ 
comme  la  figure  lea  représente,  prolongea  la  plan 
ONUL»  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  le  pUn  DCGJi  suL 
-vant  PQ,  vous  aurez  un  troi&ième  pai^Uéiipipède  AQ^ 
qu'on  pourra  comparer  à  chacun  des  parallelipipèdes 
AG  ^  AK.  Les  deux  solides  AG,  AQ,  ayaiil  miôie  Îmm 
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AEHD,  tènt  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  kO^AAf 
pareillement  les  deux  solides  AQ,  AK,  ayant  même 
basé  AOI^B^  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs 

AD,  Ali.  Ainsi  on  aura  les  deux  proportions, 

soi.  AG  :  sol.  AQ  ::  AÔ  :  AO, 

soi.  AQ  :  sol.  AK  ::  AD  :  AM. 
Multipliant  ces  deux  proportion^  par  ordre ,  et  omet* 
tant,  dans  le  résultat,  le  multiplicateur  commun  sol 
AQ,  on  aura, 

sol.  AG  :  sol.  AK  ::  AB  x  AD  :  AO  h  AM. 
Mais  AB  x  AD  représente  la  base  ABCD,  et  AO  X  AM 
représente  la  base  AMIfO  ;  donc  deux  paralléUpi« 
pèdes  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux 
oonme  leurs  bases. 

PROPOSITION  XIV. 

Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques 
sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  hases 
par  leurs  hauteurs ,  ou  comme  les  produits  de 
leurs  trois  dimensions. 

'  Car  ayant  placé  les  deux  solides  AG,  AZ,  de  nuu>  fig.  tiS 
nière  que  leurs  surfaces  aient  l'angle  commun  fiAË^ 
prolongez  les  plans  nécessaires  pour  former  le  ta)i- 
sMme  paraliélipipède  AK.  de  même  hauteur  avec  le 
parallélipipède  AG.  On  aura,  par  la  propositÂon  pré« 
eédente, 

sol.  AG  :  soL  AK  ::  ABCD  :  AMNO. 
Mais  les  deux  pamlléUpipèdes  AK ,  A:£, qui  ont  même 
base  AMNO,  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs 

AE,  AK;  ainsi  on  a, 

sol.AKxsol.  kZ  ::  AE  :  AX. 
Mtdtipliont  cei  deux  proportions  par  ordre,  et  oraet« 
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tant 9  dans  le  résultat,  le  multiplicateur  commilA  »L 
AK,  on  aura 

soL  AG  :  sol.  AZ  ::  ABGDxAE  :  AMNOxAX. 
A  la  place  des  bases  ABGD  et  AMNO,  on  peut  mettre 
AB  X  AD  et  AO  x  AM ,  ce  qui  donnera , 

sol.  AG  :  soLkluii  ABx  ADx  AE  :  AOx  AMx  AX. 
Donc  deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques 
sont  entre  eux,  etc. 

Scholie.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  prendre  pour  me- 
sure dun  parallélipipède  rectangle  le  pi'oduit  de  sa 
base  par  sa  hauteur,  ou  le  produit  de  ses  trois  dimen- 
sions. C'est  sur  ce  principe  que  nous  évaluerons  tous 
les  autres  solides. 

Pour  l'intelligence  de  cette  mesure  il  faut  se  rap* 
peler  qu'on  entend  par  produit  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs lignes,  le  produit  des  nombres  qui  représentent 
ces  lignes,  et  ces  nombres  dépendent  de  l'unité  linéaire 
qu'on  peut  prendre  à  volonté  :  cela  posé,  le  produit 
des  trois  dimensions  d'un  parallélipipède  est  un  nom- 
bre qui  ne  signifie  rien  en  lui-mâme,  et  qui  serait 
différent  si  on  avait  pris  une  autre  unité  linéaire.  Mais 
si  on  multiplie  de  même  les  trois  dimensions  d'un  autre 
parallélipipède,  en  les  évaluant  d'après  la  même  unité 
linéaire,  les  deux  produits  seront  entre  eux  comme 
les  solides,  et  donneront  l'idée  de  leur  grandeur  re- 
lative. 

La  grandeur  d'un  solide,  son  volume  ou  son  éten- 
due constituent  ce  qu'on  appelle  sa  solidité^  et  le  mot 
de  solidité  est  employé  particulièrement  pour  désigner 
la  mesure  d'iHi  solide  :  ainsi  on  dit  que  la  solidité  d'un 
parallélipipède  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur ,  ou  au  produit  de  ses  trois  di- 
mensions. 

Les  trois  dimensions  du  cube  étant  égales  entre 
elles,  si  le  coté  est  i,  la  solidité  sera  i  X  i-hi,ou  i  ; 
fti  le  côte  est  2 ,  la  solidité  sera  ^><3Hd|0tt>{;4ile 
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cAtë  est  3,  la  solidité  sera  3  x  3  X  3,  ou  07,  et  ainsi  dé 
suite;  ainsi  les  côtés  des  cubes  étant  comme  les  nombre^ 
I',  2,  3,  etc.,  les  cubes  eux-mêmes  ou  leurs  solidités 
sont  comme  les  nombres  i,  8,  27,  etc.  De  là  vient  qu'on 
appelle  en  arithmétique  cu5e  d'un  nombre  le  produit 
qui  résulte  de  trois  facteurs  égaux  à  ce  nombre. 

Si  on  proj^osait  de  faille  un  cube  double  d'un  cube 
donné,  il  faudrait  que  le  côté  du  cube  cherché  fi!it  au 
côté  du  cube  donné  comme  la  racine  cube  de  2  est  à 
lunité.  Or  on  trouve  facilement,  par  une  construc- 
tion géométrique,  la  racine  quarrée  de  2  ;  mais  on  ne 
peut  pas  trouver  de  même  sa  racine  cube ,  du  moins 
par  les  simples  opérations  de  la  géométrie  élémen- 
taire, lesquelles  consistent  à  n'employer  que  des 
lignes  droites  dont  on  connaît  deux  points,  et  des 
cercles' dont  les  centres  et  les  rayons  sont  déterminés. 

A  raison  de  cette  difficulté  le  problème  de  la 
duplication  du  cube  a  été  célèbre  parmi  les  anciens 
géomètres,  comme  celui  de  la  trisection  de  F  angle  ^ 
qui  est  à -peu -près  du  même  ordre.  Mais  on  connaît 
depuis  long- temps  les  solutions  dont  ces  sortes  de 
problêmes  sont  susceptibles ,  lesquelles  ,  quoique 
moins  simples  que  les  constructions  de  la  géométrie 
élémentaire,  ne  sont  cependant  ni  moins  exactes ^ 
ni  moins  rigoureuses. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORBME. 

La  solidité  d*^n  parallélipipède^  et  en  gé- 
néral la  solidité  d*un  prisme  quelconque  ^  est 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  i^  un  parallélipipède  quelconque  est  équiv;ii* 
lent  à  un  parallélipipède  rectangle  de  même  hauteur 
tX  de  base  écjuivalente*,  Or  la  ^çliclité  de  çelul-ci  e«t 
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égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur;  donc  la 
solidité  du  premier  est  pareillement  égale  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

â^  Tout  prisme  triangulaire  est  la  moitié  du  parai'* 
lélipipède  construit  de  manière  qu'il  ait  la  même  hau« 
^^*  leur  et  une  base  double*.  Or  la  solidité  de  celui^'^ci  est 
égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur  ;  donc  celle 
du  prisme  triangulaire  est  égale  au  produit  de  sa  base, 
moitié  de  celle  du  parallélipipède^  multipliée,  par  sa 
hauteur. 

3^  Un  prisme  quelconque  peut  être  partagé  en  au« 
tant  de  prismes  triangulaires  de  même  hauteur  qu'on 
peut  former  de  triangles  dans  le  polygone  qui  lui  s^t 
de  base.  Mais  la  solidité  de  chaque  prisme  triangulaire 
est  égale  à  sa  basé  multipliée  par  sa  hauteur  ;  et  puis- 
que la  hauteur  est  la  même  pour  tous,  il  s'ensuit  que 
la  somme  de  tous  les  prismes  partiels  <era  égale  à  la 
somme  de  tous  les  triangles  qui  leur  serrent  de  bases, 
multipliée  par  la  hauteur  commune.  Donc  la  solidité 
d'un  prisme  polygonal  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire*  Si  on  compare  deux  prismes  qui  ont 
mêtne  hauteui^^  les  produits  des  bases  par  les  hau- 
teurs seront  comme  les  bases;  donc  deux  prismes  de 
même  hauteur  sont  entre  eux  comms  leurs  bases;  par 
une  raison  semblable,  deux  prismes  de  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  bautekrs*, 

PROPOSITION  XVI. 

LBKXB. 

fig.ai4.      St  une  pyramide  SABCDE  e^  coupée  par  un 
plan  abd  parallèle  à  sa  base, 

r  Les  côtés  SA,  SB,  SC,....  et  la  kauteurSO,  se- 
ront divisés proportionnelletnent en  a,  b,  c, . .  efo , 
a*  La  section  abcde  sera  un  polygone  sembla*' 
ble  à  la  base  ABCDE. 


iitriis  VI.  i83 

Cât  t^  Itt  fhm  ABC,  aie.,  ^unt  pa^^lèles^  leur« 
inlerseetioTMt  AB^  aè^  par  ttn  trokième  plan  SAfi> 
seront  parallèleA*)  donc  l«s  triangles  SAB,  -Sa3,  sont  *iO|S^ 
semblables,  et  on  a  la  proportion  SA:  Sa::  Sfi  :  Sa; 
on  aurait  de  même  SB  :  S&  ::  SC  :  Se;,  et  ainsi  dé 
suite.  Donc  tous  les  côtes  SA,  8B,  SU,  etc.,  sont 
coupés  proportionnellement  en  a,  3,  c,  etc.  La  hau- 
teur SO  est  coupée  dans  la  niéme  proportion  au 
point  o;  car  BO  et  io  sont  parallèles,  et  ainsi  on  a 
SO:&»::SB:S&. 

ao  Puisque  ai  est  parallèle  k  AB^  ie  à  BG^  cd  k 
CD,  etc.,  langle  abc  =  ABC ^  l'angle  &crf=:BCD,  et 
ainsi  de  suite.  De  plus,  à  cause  des  triangles  sembla- 
Iles  SAB,  S^*,  on  à  AB  :  a*  r  :  SB  :  8*  î  et  i  cauàe  des 
triangles  settiblables  SBC,  S^<?,  oti  a  SB  :  S^  :  :  fiC  :  te; 
âbnc  AB  :  a3  :  :  BC  :  Bc;  on  aurait  de  même  tiC  :  ic  :t 
CD  :  édj  6t  ainsi  de  suite.  Donc  les  pdljrgories  ABCDB, 
ahcde^  otit  léS  angles  égaux  chacun  à  chacun  et  les 
côtés  homologues  proportionnels  ;  donc  \U  sont  setli<> 
blables. 

CôtoUàtte.  Soieut  SABCDE,  SXYZ,  d«i*  pyM*. 
mides  dont  le  âomitièt  e%t  cMnmUri,  et  qui  dtit  même 
hauteur,  ou  dont  les  bases  sont  situées  dans  un  même 
jilan  ;  si  on  coupe  ces  pyramitto  par  un  même  plan 
parallèle  au  plan  des  bases,  «t  qull  en  résulte  les 
aeètious  ahcde^'  âcj%;  je  dis  qui;  Us  section^  abcde^ 
lyt ,  seront  entre  elles  comme  les  bases  ABGDE ,  XYZ. 

Caf  lés  polygones  ABCDË,  abcdé^  éutut  éeiublables, 
leuts  aftrlaces  sotit  comme  le»  quaffés  des  côtéa  ho*- 
mul^ei  AB,  àh;  maia  AB  \  aè\iSA\^\  donc 

ABCDE  :  alcde  :  :  SA  •*  Sa.'l^ar  la  même  raison,  llTZ  : 

a^  :  :  SX  :  Sa*,  liais  puisque  abcxjrz  n'est  qu'un 
ménae  plan^  on  a  ausai.SA  :  Stf  }:  SX  :  Sjb\  donc 
ABGD£  s  abcde  2:  XYZ  ;  a:j%$  donc  les  sections  tfte</<?« 
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sejrz ,  sont  entre  elles  comme  les  bases  ABQDE,  XTZ. 
Donc  si  les  bases  ABCDE,  XTZ  sont  équivalences,  les 
«  sections   faites  à    égale  hauteur  sont   paraUement 

équivalentes. 

PROPOSITION  XVIL 

THBOmiMS. 

Deux  pyramides  triangulaires  qui  ont  des  bar 
ses  équwalerUes  et  des  hauteurs  égales j  sont 
équivalentes. 

fig.iiS.  Soient  S  ABC,  sabc  les  deux  pyramides  dont  les 
bases  ABC,  o^,  que  nous  supposons  placées  sur  un 
même  plan^  sont  équivalentes  et  qui  ont  même  baur 
teur  TA;  si  ces  pyramides  ne  sont  pas  équivalentes, 
soit^a^c  la  plus  petiteet  soit  Aria  hauteur  d'un  prisme 
qui  étant  construit  sur  la  base  ABC,  serait  égal  à 
leur  différence. 

Divisez  la  hauteur  commune  AT  en  parties  ^[ales  plus 
petites  que  A^,  et  soit  k  une  de  ces  parties;  parles 
points  de  division  de  la  hauteur,  faites  passer  des 
plans  parallèles  au  plan  des  bases;  les  sections  faites 
par  chacun  de  ces  plans  dans  les  deux  pyramides,  seront 

'««.  équivalentes*,  telles  que  DEF  et  tlefj  GHI  et  ghi^  etc. 
Cela  posé,  sur  les  triangles  ABC,  DEF,  GHI,  etc.,  pris 
pour  bases,  construisez  des  prismes  extérieurs  qui 
aient  pour  arêtes  les  parties  AD,  DG,  6K,  etc.  du 
coté  SA  ;  de  môme  sur  les  tringles  def^  ghi^  klm^  eu* 
pris  pour  bases ,  construisez  dans  la  seconde  pyramide 
des  prismes  intérieurs  qui  aient  pour  arêtes  les  parties 
correspondantes  du  cetera;  tous  ces  prismes  paitiels 
auront  pour  hauteur  commune  k. 

La  somme  des  prismes  extérieurs  de  la  pyramide 
SABC  est  plus  grande  que  cette  pyramide,  la  sommû 


«or. 
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des  prbtneft  intérieurs  de  la  pyramide  sabc  est  plus 
petite  que  cette  pyramide;  donc  par  ces  deux  raisons 
la  différeoce  entre  les  deux  sommes  de  prismes  devra 
être  plus  grande  que  la  différence  entre  les  deux 
pyramides* 

Or  à  parti^  des  bases  ABC,  abc^  le  second  prisme 
extérieur  DEFG  est  équivalent  au  premier  prisme 
intérieur  drfay  puisque  leurs  bases  DEF,  def^  sont 
équivalentes  et  qu'ils  ont  une  même  hauteur  k  ;  sont 
équivalents  par  la  même  raison  le  troisième  prisme 
extérieur  GHIK  et  le  second  intérieur  gtàd^  le  qua- 
trième extérieur  et  le  troisième  intérieur,  ainsi  de 
«uite  jusqu'au  dernier  des  uns  et  des  autres.  Donc 
tous  les  prismes  extérieurs  de  la  pyramide  SABC,  à 
l'exception  du  premier  ABCD ,  ont  leurs  équivaleuts 
dans  les  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc.  Doiie 
le  prisme  ABCD  est  la  différence  entre  la  somme  des 
prismes  extérieurs  dé  la  pyramide  SABC  et  la  somme 
des  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc;  mais  la 
différence  de  ces  deux  sommes  est  plus  grande  que 
la  différence  des  deux  pyraipides;  donc  il  faudrait 
que  le  prisme  ABCD  filit  plus  grand  que  le  prisme 
ABGX;  or  au  contraire  iLest  plus  petit,  puisqu*ils 
ont  une  même  base  ABC,  et  que  la  hauteur  k  du 
premier  est  moindre  que  la  hauteur  kx  du  second. 
Donc  rhypothèse  d*où  Ton  est  parti  ne  saurait  avoir 
lieu;  donc  les  deux  pyramides  SABC,  sabc^  de  bases 
équivalentes  et  de  hauteurs  égales ,  sont  jéquivalentef* 

PROPOSITION    XVIII. 

TH  ioxâlIB. 

ToiUe  pyramide  triangulaire  est  le  tiers  du 
prisme  triangulaire  de  même  base  et  die  même 
hauteur. 

Soit  SABC  une  pyramide  triangulaire ,  ABCDES  un  *g-  w*. 
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pridihe  triangulaire  de  même  base  et  de  néme  henteiitfy- 
je  (li«  que  la  pyramide  cai  le  tien  du  priaroe* 

Retranches  du  prisme  la  pjraœide.SABG  ^  il  restera 
le  solide  SACDE,  qu^oti  peut  eonsîdëDer  comlne  une. 
pyramide  quadrangiilaire  donc  le  sommet  eal  S  et  qui 
a  pour  t^se  le  parallélogratilnie  ACDE  ;  tire»  la  diago- 
«aie  CE  et  conduisez  le  plan  SCE  qui  partagera  la  py* 
ramide  quadrangulairt  on  deus  pyramides  triangulaires 
SACE  SOCË*  Cea  deux  pyramklea  ont  p0ur  hauteut 
commune  la  perpendioidaire  abaissée  du  sommet  S 
sur  le  plan  ACDE  ;  elles  ont  des  bases  égales,  puis^pa 
les  triangles  AGE ,  DG  E,  sont  les  deux  moitiés  du  méma 
parallélogramme;  doneles  deux  pyramides  SAGE, 
SDCE  y  sont  équiralentes  entre  elles  )  mais  la  pyrainîde 
SDCË  et  la  pyraitiide  SABC  ont  des  bases  égales  ABG , 
DES;  elles  ont  aussi  même  hauteur  ^  car  cette  faauienr 
est  la  .distance  des  plans  parallèles  ABC ,  DES«  Donc 
ka  deux  pyramides  SABC,  SDCE^  aimt  équiTaleutct { 
Bdais  an  a  démontré  que  la  pyramide  SDGE  est  équi<* 
Talente à  la  pyramide  SAGE  ;  doneles  trois  pyramides 
£ABC ,  SDCE,  SAGE^  qui  composent  le  prisme  ABD 
aont  équivalentes  entre  elles.  Ddilc  la  pyramide  SABG 
est  le  tiei's  du  prisme  ABD  qui  a  •  nsênte  baie  et 
uiérAe  hauteur. 

Corollaire,  ta  solidité  d  une  pyramide  Màri^lalM 
est  égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  êA,  hâutétir 

PROPOSITIOF   XIX. 

«g  114.  Toute  pyramide  SABGDE  a  pour  mesure  le 
tiers  du  pwduU  de  sa  basé  ABCDB  par  M  hau- 
teur AO. 

Car  en  faisant  passer  les  plans  SEB ,  SEC ,  par  les 


diagonaleA  £B ,  EC ,  on  divuera  la  pyramide  polygo< 
siale  SABCDë  on  plusieurs  pyramides  triangulaire*. 
qui  auront  toutes  la  même  hauteur  SO.  Mais  par  le. 
tli^oreme  précédent  chacune  de  «ces  pyramides  se 
mesure  en  multipliant  chacune  des  bpses  AB£  |  BCEy 
CD£  5  par  le  tiers  de  sa  hauteur  SO  ;  donc  la  somme 
des  pyramides  triangulaires ,  ou  la  pyramide  polygo* 
naW  SABCDE,  aura  pour  mesure  la  somme  des  tri- 
angles AB£,  BC£,  CD£ ,  ou  le  polygone  ABCD£^ 
multiplié  par  -^SO;  donc  toute  pyramide  a  pour  me^ 

sure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
Corollaire  L  Toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme 

de  même  base  et  de  même  hauteur. 

'  Corollaire  II.  Deux  pyramides  de  même  hauteur 
ôont  entre  elles  comme  leurs  bases ,  et  deux  pyra- 
mides de  même  base  sont  entre  elles  comme  leur^ 
hauteurs. 

Scholie.  On  peut  évaluer  la  solidité  de  tout  corps 
polyèdre  en  le  décomposant  en  pyramides ,  et  cette 
décomposition  peut  se  faire  de  plusieurs  manières  : 
une  des  plus  simples  est  de  faire  passer  les  plans  de 
division  par  le  sommet  d^un  même  angle  solide  \  alors 
on  aura  autant  de  pyramides  partielles  qu'il  y  a  de 
faces  dans  le  polyèdre ,  excepté  celles  qui  forment 
Tangle  solide  d*où  partent  les  plans  d'e  division. 

PROPOSITION   XX. 

THBOmAltB. 

Deux  polyèdres  symétrique$  .êont  êqu4valerU$ 
ent^  eux  ou  égaux  en  solidité. 

Car  i^  deux  pyramides  triangulaires  symétriques,  %ftoi. 
telles  que  SABG,  TABC,  ont  pour  mesure  commune 
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le  produit  de  la  base  ABC  par  le  tiers  de  la  hauteur 
SO  ou  TO;  donc  ces  pyramides  sont  équivalentes 
entre  elles. 

a**  Si  on  partage  d  une  manière  quelconque  Fun  des 
polyèdres  symétriques  en  pyramides  triangulaires, 
on  pourra  partager  de  même  l'autre  polyèdre  en  py- 
ramides triangulaires  symétriques;  or  les  pyramides 
triangulaires  symétriques  sont  équiyalentes  chacune 
à  chacune  ;  donc  les  polyèdres  entiers  seront  équita- 
lents  entre  eux  ou  égaux  en  solidité. 

Scholie.  Cette  proposition  semblait  résulter  immé- 
diatement de  la  proposition  II ,  où  Ton  a  fait  Toir  que 
dans  deux  polyèdres  symétriques,  toutes  les  parties 
constituantes  dun  solide  sont  égales  aux  parties  cons- 
tituantes de  Tautre;  mais  il  nen  était  pas  moins  né* 
cessaire  diS  la  démontrer  d^me  manière  rigoureuse. 

PROPOSITION   XXL 

THÉORâlIB. 

Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  pa- 
rallèle à  sa  base^  le  trône  qui  reste  en  étant  la 
petite  pyramide  y  est  égal  à  la  somme  de  trois 
pyramides  qUi  auraient  pour  hauteur  commune 
fa  hauteur  du  tronc  ^  et  dont  les  bases  seraient 
la  base  inférieure  du  tronc  j  sa  base  supérieure  ^ 
et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases.  ^ 

Soit  ABCDE  une  pyramide  coupée  par  le  plan  abd 
parallèle  à  la  base  ;  soit  TF6H  une  pyramide  triangu- 
laire dont  la  base  et  la  hauteur  soient  égales  ou  ëqui* 
valentes  à  celles  de  la  pyramide  SABCDE.  On  peut 
supposer  les  deux  bases  situées  sur  un  même  plan  ;  et 
alors  le  plan  abd^  prolongé,  décerminera  dans  la  py» 
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Munide  trîjuigulaire  une  secùon/gh ,  située  à  la  mène 
liauteur  au-dessus  du  plan  commun  des  hases  :  d^ou 
il  résulte  91e  la  section^^A  est  à  la  section  aid  comme 
1a  base  FGH  est  à  la  base  ABD  *  ;  et  puisque  les  bases  '  '^^ 
sont  équivalentes,  les  sections  le  seront  aussi.  Les  py- 
ramides Sabcdej  T/gh^  sont  donc  équivalentes,  puis- 
qu'elles ont  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes-    .     .  « 
iues  pyramides  entières  SABCDE,  TFGH,  sont  équi- 
valentes par  la  même  raison  ;  donc  les  troncs  ABDdaby 
¥Gllhfg^  sont  équivalents ,  et  par  conséquent  il  suf- 
fira de  démontrer  la  proposition  énoncée ,  pour  le  seul 
cas  du  tronc  de  pyramide  triangulaire. 

Soit  FGHhfg  un  tronc  de  pyramide  ti*iangulaire  *S*  *>^ 
k  bases  parallèles  :  par  les  trois  points  F,  ^,  H,  con* 
duisez  le  plan  F^H  ,  qui  retranchera  du  tronc  la  py 
ramide  triangulaire  ^FGH.  Cette  pyramide  a  pour  base 
la  base  inférieure  FGH  du  tronc ,  elle  a  aussi  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc ,  puisque  le  sommet  g 
est  dans  le  plau  de  la  base  supérieure  fgh. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide,  il  restera  la 
pyramide  quadrangulaire  ^AHF,  dont  le  sommet  est 
g  et  la  base  /AHF.  Par  les  trois  points  y,  ^,  H ,  con- 
duisez le  plan^H,  qui  partagera  la  pyramide  qua- 
drangulaire en  deux  triangulaires  ^F/B,  g/hH.  Cette 
dernière  a  pour  base  la  base  supérieure  gj/i  du  tronc, 
et  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc,  puisque  son 
sommet  H  appartient  à  la  base  inférieure  :  ainsi  nous 
avons  déjà  derux  des  trois  pyramides  qui  doivent  com- 
poser le  tronc. 

Il  reste  À  considérer  la  troisième  ^F/H  :  or,  si  on 
mène^K  parallèle  à^F,  et  qugn  im^ne  une  nou* 
velle  pyramideyTHK  y  dont  le  sommet  est  K  et  la  base 
F/ H,  ces  deux  pyramides  auront  même  base  F]/Hi 
elles  auront  aussi  même  hauteur^  puisque  les  sommets 
^  et  K  sont  situés  sur  une  ligne  ^K  parallèle  à  F/^  et 
par  conséquent  parallèle  au  plan  de  la  buse  ;  donc  ce 


pytamides  nont  équivalentes.  Mais  la'pyrtimdeyf'Mi 
peut  être  oonsidétëe  oomme  ayant  son  soranel  en  /, 
et  ainsi  elle  aura  même  hauteur  que  le  troBc  ;  quant 
èi  sa  base  PKH ,  je  dis  qu  elle  est  moyenne  propoitioB» 
nQlle  entre  les  bases  VGHj/gh.  En  effet  les  triangles 
¥HKj/ffh^  ont  un  angle  égal  F=/,  et  un  côté  ^ml 

♦j4,3.  FK==/g^;  onadonc*FHK:/^A::FH:/À.  On  a  aussi 
FHG  :  FHK  :  :  F6  :  FK  ou  fg.  Mais  les  triangles  sem- 
blables  FGH,  >^A,  donnent  FG:^::FH:^A;  done 
FGH  :  FHK:  :  FHK  i/gAj  et  ainsi  la  base  FHK  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases  FGH, 
fgh.  Donc  un  tronc  de  pyramide  triangulaire,  à  bases 

^^  parallèles,  équivaut  à  trois  pyramidea  qni  ont  pour 
hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc ,  et  dont  les 
bases  sont  la  base  inférieure  du  tronc ,  sa  l>ase  supé« 
rieure,  et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
deui  bases. 

PROPOSITION    XXIL 

thboaAmb. 

iig.ii6.  •^'  ^^  coupe  un  prisme  triangulaire  dont  ABC 
est  la  base  y  par  un  plan  DES  incliné  à  cette 
basCf  le  solide  ABC  DES,  qui  résulte  de  cette 
section  y  sera  égal  à  la  somme  de  trois  pyramides 
dont  les  sommets  sont  DjE^S^  et  la  base  com- 
mune ABC. 

Par  les  trois  points  S,  A,  G,  faites  passer  le  plan 
SAC,  qui  retranchem  du  prisme  tronqué  ABCDBS  It 
pyramide  triangulaire  SABG  :  cette  pyramide  a  pour 
base  ABC  et  pour  sommet  le  point  S. 

Apres  avoir  retranché  cette  pyramide ,  il  restera  k 
pyramide  quadrangulaire  SACUE,  dont  S  est  le  som* 
met,  et  ACDE  la  base.  Par  les  trois  points  S,  B,  C| 


mkenét  ttiûoilB  «a  plan  &EÇj  qui  4ivlMfa  U  pyra- 
mide quadrangulaire  en  deux  pyramides  triangultiros 
SAGE,  SCDE. 

La  pyramide  SAEC,  qui  a  pour  bà^e  le  triangle 
AEG  et  pour  sommet  le  point  S,  est  équivalente  à  une 
pyramide  EABG,  qui  aurait  pour  base  AEG  et  pour 
Aommet  le  point  B.  Gar  ces  deux  pyramides  ont  même 
h^e  ;  eU^  <in^  aussi  même  hauteur,  puisque  la  ligne 
B3,  «tant  parallèle  à  chacune  das  lignes  AE,  CP,  e^t 
parallèle  à  leur  plan  ACE;  donc  1^  pyramide  SAEC 
est  équivalente  à  là  pyramide  EABG,  laquelle  peut 
èîT0  oonsidérée  comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour 
sommet  le  point  E. 

La  troisième  pyramide  SCDE  peut  être  changée 
d'abord  en  ASCD;  car  ces  deux  pyramides  ont  la 
même  base  SCDj  elles  ont  aussi  la  même  hauteur; 
puisque  AE  est  parallèle  au  plan  SGD;  donc  la  pyra- 
mide SCDE  est  équivalente  à  ASCD.  Ensuite  la  py* 
ramide  ASCD  peut  être  changée  en  ABCD ,  car  ces 
deux  pyramides  ont  la  base  commune  ACD  ;  elles  ont 
aussi  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  S  et  B 
sont  situés  sur  une  parallèle  au  plan  de  la  base.  Donc 
la  pyramide  SCDE,  équivalente  à  ASCD,  est  aussi 
équivalente  i  ABCD  ;  or ,  celle-ci  peut  être  regardée 
comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour  sommet  lé 
point  D. 

Donc  enfin  le  prisme  tronqué  ABCDES  est  égal  k 
la  somme  de  trois  pyramides  qui  ont  pour  base  com« 
mune  ABC,  et  dont  les  sommets  sont  respectivement 
les  points  D,  E,  S. 

Corollaire.  Si  les  arêtes  AE,  BS,  CD,  sont  perpen* 
dlcidaires  au  plan  de  la  base ,  elles  seront  en  même 
temps  les  hauteurs  des  trois  pyramides  qui  composent 
le  prisme  tronqué;  de  sorte  que  la  solidité  du  prisme     ' 
tronqué  sera  exprimée  par -ABC  xAE  +  f  ABC  xBS 
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+ 1 ABC  X CD,  quantité  qui  se  rëduità  ^ABC  X  (AE-f- 
BS  +  CD). 

PROPOSITION  XXIII. 

THSOEBlftB. 

Deux  pyramides  triangulaires  semblables  ont 
les  faces  homologues  semblables  y  et  les  angles 
solides  homologues  égaux. 

Suivant  la  définition,  les  deux  pyramides  tiiaiigu- 
laires  S  ABC,  TDEF,  sont  semblables,  si  les  deux  tri- 
ff.ioS.  angles  SAB,  ABC,  sont  semblables  aux  deux  TDE, 
DEF,  et  semblablement  placés,  cest-à-dire,  si  l'on  a 
l'angle  ABS=DET,  BAS=EDT,  ABC=DEF,  BAC 
=  £DF,  et  si  en  outre  Tinclinaison  des  plans  SAB, 
ABC,  est  égale  à  celle  des  plans  TDE,  DEF  :  cela 
posé ,  je  dis  que  ces  pyramides  ont  toutes  les  faces 
semblables  chacune  à  chacune ,  et  les  angles  solides 
homologues  égaux^ 

Prenez  BG=ED,  BH=EF,  BI=ET,  et  joignez 
6H,  GI,  IH.  La  pyramide  TDEF  est  égale  à  la  pyra* 
mide  IGBH;  car  ayant  pris  les  c6tés  GB,  BH^  égaux 
aux  côtés  DE,  £F,  et  Tangle  GBU  éunt,  par  hypo- 
thèse, égal  à  Tanglc  DEF,  le  triangle  GBH  est  égal 
à  DEF;  donc,  pour  opérer  la  superposition  des  deux 
pyramides,  on  peut  d^abord  placer  la  base  DEF  sur 
son  égale  GBH;  ensuitç,  puisque  le  plan  DTE  est  in- 
cliné sur  DEF  autant  que  le  plan  SAB  sur  ABC,  il  est 
clair  que  le  plan  DET  tombera  indéCniment  sur  le 
plan  ABS.  Biais, par  hypothèse,  Vangle  DET  =  GBI, 
donc  ET  tombera  sur  son  égale  BI  ;  et  piûsque  lea 
quatre  points  D,  E,  F,  T,  coïncident  avec  les  quatre 
1 1.  G|  B,  H,  I,  il  s  ensuit  *  que  la  pyramide  TDEF  coin* 
cide  avec  la  pymmide  IGBH. 
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Or^  à  taMe  Ues  triangles  égaux  DEF,  GBH,  on  a 
I  angle  BGH  =  EDF  =  BAC  ;  donc  GH  est  parallèle  à 
AC.  Par  une  raison  semblable  GI  est  parallèle  à  AS  ; 
donc  le  plan  IGH  .est  parallèle  à  SAC^.  De  là  il  suit  *,3^  5. 
que  le  triangle  IGH,  ou  son  égal  TDF,  est  semblable 
à  SAC *;  et  que  le  triangle  IBH ,  ou  son  égal  TEF ,  est  *  1 5 
semblable  à  SBC  ;  donc  les  deux  pyramides  triangu- 
laires semblables  SABC,  TDEF,  ont  les  quatre  faces 
semblables  chacune  à  chacune  :  de  plus  elles  ont  les 
angles  solides  homologues  égaux. 

Car  on  a  déjà  placé  langle  solide  E  sur  son  homo. 
logue  B ,  et  on  pourrait  faire  de  même  pour  deux  autres 
angles  solides  homologues  ;  mais  on  voit  immédiate* 
ment  que  deux  angles  solides  homologues  sont  égaux, 
par  exemple ,  les  angles  T  et  S,  parce  qu  ils  sont  for- 
més par  trois  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun  , 
et  semblablement  placés. 

Donc,  deux  pyramides  triangulaires  semblables  ont 
les  faces  homologues  semblables  et  les  angles  solides 
homologues  égaux. 

Corollaire  I.  Les  triangles  semblables  dans  les  deux 
pyramides  fournissent  les  proportions  AB:DE::BC: 
EF  ::  AC  :  DF  :  :  AS  :  DT  ::  SB  :  TE  :  :  SC  :TF;  donc, 
dans  les  pyramides  triangulaires  semblables^  les  côtes 
homologues  sont  proportionnels, 

II.  Et  puisque  les  angles  solides  homologues  sont 
égaux ,  il  s'ensuit  que  riiwlinaison  de  deux  faces  queL 
conques  d^une  pyramide  est  égale  a  rinclinaison  des 
deux  faces  hotnologues  de  la  pyramide  semblable. 

III.  Si  on  coupe  la  pyramide  triangulaire  SABG 
par  un  plan  GIH  parallèle  à  Tune  des  faces  SAC,  la 
pyramide  partielle  BGIH  sera  semblable  à  la  pyramide 
entière  BASC  :  car  les  triangles  BGI,  BGH,  sont  sem- 
blables aux  triangles  BAS,  BAC,  chacun  à  chacun, 
et  semblablement  placés  ;  rinclinaison  de  leurs  plans 

i3 
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est  la  même  de  part  et  d'autre;  donc  Uê  deux  pyra- 
mides sont  semblables. 

fig.  ai4.  IV.  En  général,  fi  on  eot^ê  une  pp^mmide  qud^ 
eefujue  SABCDE  par  un  pian  abc  de  par^Mle  k  la 
base^  la  pyramide  partielle  Sabode  sera  sembléêih  a 
la  pyramide  entière  SABCDE.  Car  les  bases  ABCDB, 
ahûde^  sont  semblables,  et  en  joignant  AC,  ««,  on 
vient  de  prouver  que  la  pyramide  triangulaire  8ABC 
est  semblable  à  la  pyramide  SoAc  \  done  le  point  8  eA 
détermiiië  par  rapport  à  la  base  ABG  comme  le  pptBt 

*aéf.x8.  S  Test  par  rapport  k  la  hase  ake^^  donc  les  deux  py* 
ramides  SABCDE,  %abcde^  son«  semblables. 

ScMblie.  Au  lieu  des  cinq  données  requises  par  li|  dé- 
finition  pour  que  deux  pyramides  triangulairef  soient 
semblables,  on  pourrait  en  substituer  cinq  autres, 
suivant  différentes  combinaisons ,  et  il  en  résulterait 
autant  de  théorèmes ,  parmi  lesquris  on  peut  distin- 
guer celui-ci  :  Deux  pyramides  triangulaires  spni  senb> 
hlables  lorsqu'elles  ont  les  eêtés  hûmoloffues  propor* 
tionnels. 

fig.  «03.  Car,  si  on  a  If^  proportions  AB  :  DE  ;:  BC  ;  EF  :;  AC 
:PF::A3:DT.:SB:TE::SC:TF,  ce  qui  renferme 
c\nq  conditions)  les  triangles  4PS ,  ABC ,  seront  sent- 
l^lables  aux  triangles  DET,  DEF,  et  semblablem^t 
placés.  On  aura  aussi  le  triangle  SBC  semblable  a 
TSF  ;  donc  les  trois  angles  plans  qui  forment  Fangle 
solide  B ,  seront  égaux  aux  angles  plans  qui  forment 
Tangle  solide  E ,  chacun  à  chacun  ;  d'où  il  suit  que 
riiiclinaison  des  plans  SAB ,  ABG ,  est  égale  à  celle.de 
leurs  homologues  TDE ,  DEF ,  et  qu^ainsl  les  deux 
pyramides  sont  semblables. 

PROPOSITION  XXIV. 

D^W^  polyèdres  semblable^  ont  les  faces  ho- 
mologua s^mblabfes^  et  ks  ÇiU^le^  solides  hamQ- 
logues  égaux. 
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Soit  ABCDS  la  bMd  d'un  polyèdre  ;  AOienk  M  et  N  fig>  «19- 
^cs  sommets  de  deux  angles  «olides,  hors  de  cette  base, 
détermiiiéi  par  les  pyramides  triangulaires  M  ABC, 
NABC ,  dont  la  base  oommuoe  est  ABC;  soient  dai^s 
Tautra  polyèdre^  abcda  la  base  homologue  ou  sem- 
blable à  ABCDE ,  /vi  et  A  les  sommets  homologues  à 
M  et  N  ^  déterminés  par  ks  pyramides  mmbo ,  nakc , 
semblables  aux  pyramides  MABC  ,  NABC  ;  je  dis 
dalx>rd  que  les  distances  MN,  mn^  sont  proportion- 
nelles aux  eôtés  homologues  kR^ab. 

£n  efbi,  les  pyraroidiés  MABG,  mabc^  étant  sem- 
blables, Vindinaisou  des  plans  MAC,  BAC,  est  égale 
à  O0lie  des  plana  mac^  boa  ;  pareillement  les  pyramides 
M  ABC,  tuÂcy  étant  semblables,  Tinclinaison  des  plans 
N AG ,  BAC ,  est  ^le  à  celle  des  plans  na€^  bae  :  donc, 
si  on  retranche  les  premières  inclinaisons  des  der- 
nières, il  restera  Finolinaison  des  plans  NAC,  MAC, 
égale  à  oelle  des  plans  nac^  mac.  Mais,  à  cause  de  la 
similitude  des  mêmes  pyramides,  le  triangle  MAC  est 
semblable  à  ffuzo,  et  le  triangle  NAG  est  lembUble  à 
nuo  :  donc  les  deux  pyramides  tnaiigulaires  MNAC, 
nuèoo,  ont  deux  faees  semblables  chacune  à  chacune  9 
aemblablement  placées  et  également  inclinées  entre 
elles;  donc  ces  pyramides  sont  semblables*,  et  leurs  *  ^^• 
eAtés  homologues  donnent  la  proportion  MN  :  mn  :: 
'kHLiam^  D*ailleurs  AMtomr:  AB:ai;  donc  TS^imn 
:  :  AB  :  A. 

Soient  P  et  /?  deux  autres  sommets  homologues  de 
mêmes  polyèdres,  et  on  aura  semblablement  VSlpn 
::  AB:a&,  PM :/»/»::  AB:  a3.  Donc  MN: toi.:  PN:/w 
::  PM  ipm.  Donc  te  triangle  PNM  qui  joint  trois  som^ 
mets  quelconques  iPun  polyèdre  est  semblable  au  trt* 
angle  pnm  qui  ioini  les  trois  sommets  homologues  de 
VaMtrê  polykdre. 

Soient  encore  Q  et  j^  deux  sommets  homologues,  et 
le  triangle  PQN  sera  semblable  à  pqn.  Je  dis  de  plus 

i3. 
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que  rincIinaisoD  des  plans  PQN,  PMN,  est  égale  à 
celle  des  ^Islus  pqn,  pmn. 

Car  si  on  joint  QM  et  qm,  on  aura  toujours  le  tri- 
angle QNM  semblable  a  qnm,  et  par  conséquent Fangle 
QNM  égal  à  qnm.  Concevez  en  N  un  angle  solide  for- 
mé par  les  trois  angles  plans  QNM,  QNP,  PJiM,  et 
en  n  un  angle  solide  formé  par  les  trois  angles  plans 
qnni^  anpypnm  :  puisque  ces  angles  plans  sont  égaux 
chacun  à  chacun,  il  s'ensuit  que  les  angles  solides  son 
égaux.  Donc  rinclinaison  des  deux  plans  PNQ,  PNMj 
est  égale  à  celle  de  leurs  homologues /7/i^,^/im;  donc, 
si  les  deux  triangles  PNQ,  PNM,  étaient  dans  un 
même  plan,  auquel  cas  on  aurait  rangleQNM=QNP 
-4- PNM,  ou  aurait  aussi  langle  qnm=qnp+pnniy  et 
les  deux  triangles  qnp^  pnm^  seraient  aussi  dans  un 
même  plan. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  démontré  a  lieu,  quels 
que  soient  les  angles  M,  N,  P,  Q,  comparés  à  leurs 
homologues  m,  n^  p^  q. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  l'un  des 
polyèdres  soit  partagée  en  ti*iangles  ABC,  ACD, 
MNP,  NPQ,  etc.,  on  voit  que  la  surface  de  1  autre 
polyèdre  contiendra  un  pareil  nombre  de  triangles 
aicj  acdy  mnp^  ^PJt  o^<^«>  semblables  et  semblable- 
ment  placés  ;  et  si  plusieurs  triangles,  comme  MPN, 
NPQ,  etc.,  appartiennent  à  une  même  face  et  sont 
dans  un  même  plan ,  leurs  homologues  mpn^  ^P3^  ^^'> 
seront  pareillement  dans  un  même  plan.  Donc  toute 
face  polygone  dans  un  polyèdre  répondra  à  une  face 
polygone  semblable  dans  l'autre  polyèdre  ;  donc  les 
deux  polyèdres  seront  compris  sous  un  même  nombre 
de  plans  semblables  et  semblablement  placés.  Je  dis  de 
plus  que  les  angles  solides  homologues  seront  égaux. 

Car,  si  langle  solide  N,  par  exemple,  est  formé 
par  les  angles  plans  QNP,  PNM,  MNR,  QNR,  Tan- 
gle  solide  homologue  n  sera  formé  par  les  angks 
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plans  qnp^  pnm^  mnr^  qnr.  Or,  ces  angles  plans  sont 
ëgaux  chacun  à  chacun ,  et  l'inclinaison  de  deux  plans 
adjacents  est  égale  à  celle  de  leurs  homologues  ;  donc 
les  deux  angles  solides  sont  égaux ,  comme  pouvant 
être  superposés. 

Donc  enfin  deux  polyèdres  semblables  ont  les  faces 
homologues  semblables  et  les  angles  solides  homo- 
logues égaux. 

Corollaire.  Il  suit  de  la  démonstration  précédente 
que  si ,  avec  quatre  sommets  d'un  polyèdre ,  on  forme 
une  pyramide  triangulaire ,  et  cju  on  en  forme  une 
Seconde  avec  les  quatre  sommets  homologues  d^un 
polyèdre  semblable,  ces  deux  pyramides  seront  sem- 
blables ;  car  elles  auront  les  côtés  homologues  pro. 
portionnels*.  *«i,«ch. 

On  voit  en  même  temps  que  deux  diagonales  ho* 
mologues*^,  par  exemple,  AN,  an^  sont  entre  elles  *'7»«* 
comme  deux  côtés  homologues  AB ,  ah, 

PROPOSITION   XXV. 

THBORiMS. 

Deux  polyèdres  semblables  peuvent  se  parta- 
ger en  un  même  nombre  de  pyramides  triangu- 
laires semblables  chacune  à  chacune,  et  sem- 
blablement  placées. 

Car  on  a  déjà  vu  que  les  surfaces  de  deux  polyè- 
dres peuvent  se  partager  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun ,  et  semblable- 
ment  placés.  Considérez  tous  les  triangles  d'un  po- 
lyèdre, excepté  ceux  qui  forment  langle  solide  A, 
comme  les  bases  d'autant  de  pyramides  triangulaires 
dont  le  sommet  est  en  A  ;  ces  pyramides  prises  en- 
semble composeront  le  polyèdre  :  partagez^de  même 
Tautre  polyèdre  en  pyramides  qui  aient  pour  sommet 
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commun  celui  de  langle  a  homolo|^e  a  A;  il  est  dair 
que  la  pyramide  qui  joint  quatre  sommets  d'un  po^ 
lyèdre  sera  semblable  à  la  pyramide  qui  joint  les  qua- 
tre sommets  homologues  de  l'autre^ polyèdre.  Donc 
deux  polyèdres  semblables,  etc. 

PROPOSITION  XX,V1. 

THBOEjâMB. 

Deux  pyramides  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  cubes  des  côtés  homologues. 

>i  '  2  1  'i.  Car  deux  pyramides  étant  semblables ,  la  plus  petite 
pourra  être  placée  dans  la  plus  grande ,  de  manière 
qu'elles  aient  Tangle  solide  S  commun.  Alors  les  bases 
ABCDE^  abcde^  seront  parallèles;  car,  puisque  les 
*aa.  faces  homologues  sont  semblables*,  l^angle  Sab  est 
égal  à  SAB ,  ainsi  que  Sbc  à  SBC  ;  donc  le  plan  ahc 

*«3,  5.  est  parallèle  au  plan  ABC*.  Cela  posé,  soit  SO  la 
perpendiculai-re  abaissée  du  sommet  S  sur  le  plan 
ABC ,  et  soit  o  le  point  où  cette  perpendiculaire  ren- 
contre le  plan  abc  ;  on  aura,  suivant  ce  qui  a  été  déjà 

**^'  démontré*,  SO:So ::SA:Sa:: AB:a*;  et  par  consé- 
quent 

iSOr^So::  KRiab. 

Mais  les  bases  ABCDE,  abcde^  étant  des  figures  sem«* 
blables,  on  a, 

ABCDE  :  abcde  ::  ÂB*:  âb* 
Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  il  en 

résultera  la  proportion , 

ABCDE  X  7  SO .  abcde  X  y  So  :  :  Ab':  aï] 

or,  ABCDE  X  y  SO  est  la  soUdité  de  la  pyramide 
*  '^-  SABCDE^,  et  abcde x\ho  est  celle  de  la  pyramidtf 
Sabcde  ;  donc  deux  pyramides  semblables  sont  eûtrs 
<*1ii*s  comme  les  cubes  de  leurs  côtés  hofnoioguw» 
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■«    .» 

Dieux  pofyèdres  semblablsg  sonf  entre  eims 
comme  les  tube$  des  eàtés.  homologues. 

Car  deux  polyèdres  semblables  peuvent  être  par-  H-  ^'D' 
Cages  en  un  même  nombre  de  pyramides  triangulaires 
semblables  chacune  à  chacune \  Or,  les  deux  pyra-  *  ^^' 
mides  semblables  APNM,  apnm^  sont  entre  elles 
comme  les  cubes  des  côtés  homologues  AM,  am^  ou 
comme  les  cubes  des  côtés  homologues  AB,  ab.  Le 
même  rapport  aura  lieu  entre  deux  autres  pyramides 
homologues  quelconques;  donc  la  somme  de  toutes 
les  pyramides  qui  composent  un  polyèdre,  ou  le  po- 
lyèdre lui-même ,  est  à  l'autre  polyèdre ,  comme  'le 
cube  d'un  côté  quelconque  du  premier  est  au  cube 
du  côté  homologue  du  second. 

Scholie  généraL 

On  peut  présenter  en  termes  algébriques ,  c'est-à- 
dire,  de  la  manière  la  plus  succincte, la  récapitidation 
des  principales  propositions  de  ce  livre  concernant  les 
solidités  des  polyèdres. 

Soit  B  la  base  dun  prisme,  H  sa  hauteur;  la  soli- 
dité du  prisme  sera  B  x  H  ou  BH. 

Soit  B  la  base  d'une  pyramide,  H  sa  hauteur;  la 
solidité  de  la  pyramide  sera  BXjH,  ou  Hx^B,  ou 
^BH. 

Soit  H  la  hauteur  d  un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles ,  soient  A  et  B  ses  bases  ;  h/AB  sera  la 
moyenne  proportionnelle  entre  elles,  et  la  sollditi*  du 
tronc  sera  ^Hx(A4-Bh-\/AB.) 


aOO  GÊOMÉTIIIB. 

Soit  B  la  base  d'un  tronc  de  prisme  triangulaire 
H,  H',  H",  les  hauteurs  de  ses  trois  sommets  supé* 
rieurs,  la  solidité  du  prisme  tronqué  sera  ~Bx(H+ 
H'  +  H^ 

Soient  enfin  P  et  /;  les  solidités  de  deux  polyèdres 
Semblables,  A  et  a  deux  côtés  ou  deux  diagonales 
homologues  de  ces  polyèdres,  on  aura  P  :/>  ::  A': a. 


*'  ^■'*^  V'^^  ^%'V^d%<%  %^%>%<^^>^  ^i/%fV^/^^t  ^,<^»«^,^»m1^lfc^^a.^^^%^<%<m^>»i*^^i'»^^**^i'%»^*^«^ 
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LA  SPHÈRE. 


DEFINITIONS, 


I.  LiA  sphère  est  un  solide  terminé  par  une  surface 
courbe,  dont  tous  les  points  sont  également  distants 
d'un  point  intérieur  qu'on  appelle  ceture. 

On  peut  imaginer  que  la  sphère  est  produite  par  fig«>3o. 
la  révolution  du  demi-cercle  DAE  autour  du  diamètre 
DE  :  car  la  surface  décrite  dans  ce  mouvement  par  la 
Courbe  DAE  aura  tous  ses  points  à  égales  distances 
du  centre  G. 

II.  Le  rajron  de  la  sphère  est  une  ligne  droite  me- 
née du  centre  à  un  point  de  la  surface  ;  le  diamètre 
ou  axe  est  une  ligne  passant  par  le  centre ,  et  termi- 
née de  part  et  d'autre  à  la  surface. 

Tous  les  rayons  de  la  sphère  sont  égaux  ;  tous  les 
diamètres  sont  égaux  et  doubles  du  rayon. 

in.  n  sera  démontré  *  que  toute  section  de  la  *  P"  '• 
sphère,  faite  par  un  plan ,  est  un  cercle  :  cela  posé, 
on  appelle  grand  cercle  la  section  qui  passe  par  le 
centre ,  petit  cercle  celle  qui  n'y  passe  pas. 

TV,  Un  plan  est  tangent  à  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
qu'un  point  commun  avec  sa  surface. 

y.  Le  pôle  iTun  cercle  de  la  sphère  est  un  point 
de  la  surface  également  éloigné  de  tous  les  points  de 
la  circonférence  de  ce  cercle.  On  fera  voir*  que  tout  *P'*^- 
cercle,  grand  ou  petit,  a  toujours  deux  pôles. 

VI.  Triangle  sphirique  est  une  partie  de  la  surface 
de  la  sphère  comprise  par  trois  arcs  de  grands  cercles. 
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Ces  arcs,  qui  s'appellent  les  côtes  du  triangle,  sont 
toujours  supposés  plus  petits  qae  la  demi«<âroonJë- 
rence.  Les  angles  qhé  leurs  plânl  fbnC  entre  eux  sont 
les  angles  du  triangle. 

VII.  Un  triangle  sphérique  prend  le  nom  de  rec* 
tangle^  isoscèle ,  équilatéraif  dans  I9  mêmes  cas  qu'un 
triangle  rectiligne. 

VIII.  Polygone  sphérique  est  une  partie  de  la  sur- 
face de  la  sphère  terminée  par  plusieurs  arcs  de  grands 
cercles. 

IX.  Fm&tiu  Mt  la  partie  de  la  suiface  de  la  spbèr« 
comprise  «fitre  deut  demi-grands  oerdes  qui  ••  ter* 
minent  à  un  diamètre  commun. 

X.  J'appellerai  ûôin  ou  ongltt  sphMque  la  partie  du 
solide  de  là  sphèi*è  com^^riM  entre  le^  mêmes  doni* 
gtatids  cercles ,  et  à  laquelle  le  fuséan  âert  de  base. 

XI.  Pyramide  spIiiriqUè  est  la  paHle  du  solide  de 
la  sphère  comprise  entre  les  plans  d'un  atigle  solide 
dont  le  commet  est  au  centré.  La  ha^e  dé  là  pjfraniide 
est  le  polygone  sphérique  ltitëiicé{)té  pAt*  \^  mènté» 
plans. 

XII.  On  appelle  tôtiê  la  partie  de  la  surfiicé  dé  Ut 
âphèfé  comprise  entre  déUt  plans  parallèles  ^  en 
sont  les  bases,  L'utt  de  ces  plans  peut  éttig  taâ^C  à  h 
sphère,  alors  la  2ône  n'a  qu  une  basé. 

XIII.  Segment  sphérique  ^ii  la  portion  du  Solidti 
de  la  Sphère  coiUprise  entre  deux  plans  p&ràllèles  qui 
en  sont  les  l)ases. 

L^'un  de  ces  pUns  peut  être  tangent  â  là  éphèfe, 
alors  le  segment  sphérique  n'a  qu^un6  base. 
fig.  910.       Xt  V.  La  hauteur  et  une  zone  ou  dHun  segment  est 
la   distailce  des  deux  plans  parallèles   qui  sont  les 
bases  de  la  zoqe  ou  du  segment. 

XV.  Tandis  que  le  demi«*cercle  DAE  tourtiant  au- 
tour  du  fUamètre  DE  décrit  la  sphère^  tout  secteur 
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circulaire 5  comitie  DGF  ou  FGH,  décrit  un  «olidt 
qtJi'on  appelle  seatmir  sphèriquei 

PROPOSiIT{ION  PREMIERE. 
vlisoliâaiB. 

Toute  secHon  de  la  sphère  ^  faite  par  unplan^ 
0ât  un  cercle. 

Soit  AMB  là  f  emicm  faite  par  un  plan  dafM  la  sphère  ^*  ^*'* 
dont  h  cenite  e»i  G.  Du  point  C  menefe  la  perpendii^ 
cuiaire  CO  sur  le  plan  AMB,  et  différentes  lignes  GM^ 
CM ,  à  différents  points  de  la  courbe  AMB  qui  termine 
la  section. 

Les  obliques  GM,  GM^  GB  ^.sont  égales ,  puisqu'elles 
sont  des  rayons  de  la  sphère ,  elles  sont  donc  égale- 
ment éloignées  de  la  perpendiculaire  CO*  ;  donc  toutes       *  *" 
les  lignes  OM,  OM,  OB,  sôttt  égales;  donc  là  seétiOfi 
AMB  est  un  cercle  dont  le  point  O  est  le  centré. 

CorolkUrë  L  Si  la  seotlon  passe  par  le  centre  de  la 
sphère,  son  rayon  sera  lé  rayon  de  lu  sphène;  donc 
tôt»  lé»  grands  oerdes  sont  ëgauic  entre  eux. 

IIi  Disui  grands  cerôleft  se  coupent  toujours  en  deux 
patties  égales;  car  leur  ihtefsecdon  commune,  pas« 
sant  par  le  «entre,  est  un  diamètre. 

m.  Tout  grand  eerele  diirise  la  sphère  et  sa  smfaee 
en  deux  parties  égales;  ear  si,  après  avoir  sépara  les 
deux  hémisphères  ^  on  les  applique  sur  la  base  oom* 
mune  en  tournant  leiur  convexité  du  même  càté ,  les 
deux  surfaces  coïncideront  Tune  avec  lautre  ,  sans 
quoi  il  y  aurait  des  points  plus  près  du  centre  les  uns 
que  les  autres. 

Cf.  Lé  centré  d'tm  petit  ctittîle  et  celui  de  1a  sphère  fi«-  »»' 
sont  sur  tine  même  droite  perpendiciilaire  au  plan  du 
petit  cerclée 

V«  \m  peciis  ovroles  sont  d'autatit  plus  petits  qu'ils 
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sont  |>lii5  éloignés  du  centre  de  la  sphère  ;  car  plus  la 
distance  CO  est  graiide,  plus  est  petite  la  corde  AB, 
diamètre  du  petit  cercle  ÂMB. 

VI.  Par  deux  points  donnés  sur  la  surface  d'une 
sphère,  on  peut  faire  passer  un  arc  de  grand  cercle; 
car  les  deux  points  donnés  et  le  centre  de  la  sphère 
sont  trois  points  qui  déterminent  la  position  d'un  plan 
Si  cependant  les  deux  points  donnés  étaient  aux  ex- 
trémités dun  diamètre,  alors  ces  deux  points  et  le 
centre  seraient  en  ligne  droite,  et  il  y  aurait  une  in- 
finité de  grands  cercles  qui  pourraient  passer  par  les 
deux  points  donnés, 

PROPOSITION  IL 

THBOEBVS. 

fig.  MU.  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC  ,  un  côté 
quelconque  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux 
autres. 

Soit  O  le  centre  de  la  sphère ,  et  soient  menés  lés 
rayons  OA,  OB,  OC.  Si  on  imagine  les  plans  AOB, 
AOG,  COB,  ces  plans  formeront  au  point  O  un  angle 
solide,  et  les  angles  AOB,  AOG,  GOB,  auront  pour 
mesure  les  côtés  AJB,  AC,  BC,  du  triangle  sphérique 
ABC»  Or,  chacun  des  trois  angles  plans  qui  composent 
Tangle  solide  est  moindre  que  la  somme  des  deux 

^91,5.  autres*;  donc  un  côté  quelconque  du  triangle  ABC 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres, 

PROPOSITION    IIL 

thborAmb. 

Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  tuitre, 
sur  la  surface  de  la  sphèrcj  est  Varc  de  grand 
cercle  qui  joint  les  deux  points  dormes. 
fif.  aaS.       Soit  ANB  Tare  de  grand  cercle  qui  joint  les  points 
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A.  et  B ,  et  soit  hors  de  cet  &rù ,  s'il  est  possible^  M  un 
point  de  la  ligne  la  plus  courte  «Dtre  A  et  B.  Par  le 
point  M  menez  les  arcs  de  grands  cercles  MA,  MB, 
et  prenez  BN=MB. 

Suivant  le  théorème  précédent  lare  ANB  est  plus 
court  que  AM  +  MB;  retranchant  de  part  et  d'auti^ 
BN=:BM,  il  restera  AN<AM.  Or,  la  distance  de  B 
en  M,  soit  quelle  se  confonde  avec  lare  BM,  ou 
qu  elle  soit  toute  autre  ligne,  est  égale  à  la  distance  de 
B  et  N^;  car  en  faisant  tourner  le  plan  du  grand  cercle 
BM  autour  du  diamètre  qui  passe  par  B ,  on  peut  ame- 
ner le  point  M  sur  le  point  N ,  et  alors  la  ligne  la  plus 
courte  de  M  en  B,  quelle  qu'elle  soit,  se  confondra 
avec  celle  de  N  en  B  ;  donc  les  deux  chemins  de  A  en 
B,  l'un  en  passant  par  M,  l'autre  en  passant  par  N, 
ont  une  partie  égale  de  JML  en  B  et  de  N  en  B.  Le  pre- 
mier chemin  est ,  par  hjrpothèse ,  le  plus  court  ;  donc 
la  distance  de  A  en  M  est  plus  courte  que  la  distance 
de  A  en  N ,  ce  qui  serait  absurde ,  puisque  l'arc  AM 
est  plus  grand  que  AN  ;  donc  aucun  point  de  la  ligne 
la  plus  courte  entre  A  et  B  ne  peut  être  hors  de  Tare 
ANB  i  donc  cet  arc  est  lui-même  la  ligne  la  plus  courte 
entre  ses  extrémités. 

PROPOSITION  IV. 

TEBORÂMB. 

La  somme  des  trois  côtés  d*un  triangle  sphé- 
rique  est  moindre  que  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 

Soit  ABC  un  triangle  sphérique  quelconque  ;  pro-  ^  ^^^ 
longez  les  côtés  Afi,  AC,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencon- 
trent de  nouveau  en  D.  Les  arcs  ABD,  ACD,  seront 
des  demi-circonférences ,  puisque  deux  grands  cercles 
se  coupent  toujours  en  deux  parties  égales*  ;  mais  dans    «  i. 
le  triangle  BGD  on  a  le  c6të  BG  <  BD  -h  CD  *  ;  «joutant    *  >. 
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àt  part  et  d'autn  AB  -4r  AG,  on  aura  AB+  AC-|^  BC 
<  ABD + ACD  ^  Q'««i«àKUre ,  plus  petit  qu'una  cirooii- 
fiopençê. 

PROPOSITION   V. 

La  somme  des  cStés  de  tout  polygone  sphé- 
rique  est  moindre  que  la  circonférence  d*un 
grand  cercle. 
fig.  a«5.  Soit,  par  exemple,  le  pentagone  ABCDE:  prolon- 
gez les  côtés  AB,  DC,  jus(][ua  leur  rencoutre  en  F: 
puisaue  BC  est  plus  petit  quç  BF  +  CF ,  le  contour  du 

f)ent^gone  ABCDE  est  plus  petit  que  celui  du  quadri- 
atère  AEDF.  Prolongez  de  nouveau  les  côtes  AE, 
FD ,  jusqu'à  leur  rencontre  eu  G ,  on  aura  ED  <  EG 
-l-GB;  donc  le  contour  du  quadrilatère  AEDF  est 
plus  petit  que  celui  du  triangle  AF6  ;  celui-ci  est  plus 
petit  que  la  circonlérence  d'un  grand  cercle  ;  donc 
ajojtiori  le  contour  du  polygone  ABCDE  est  moindre 
que  cette  même  circonférence. 

Sckolie.  Cette  proposition  est  au  fond  la  m^mç  que 
la  XXII*  du  livre  v  ;  car,  si  O  est  le  centre  de  la  sphère, 
on  peut  imaginer  au  point  O  un  angle  solide  formé 
par  les  angles  pls^ifl  AOBf  BQQ|  CQD,  etc.,  et  la 
somme  de  ces  angles  doit  être  plus  petite  que  quatre 
angles  droits,  ce  qui  ne  diffère  pas  de  la  proposition 
présente.  I^  4énu)nstratÎQn  q^ie  nom  v^oo»  d^  4on* 
ner  est  différente  de  celle  du  livre  v  j  i une  et  lautre 
supposent  que  le  polygone  ABCDE  est  convie,  ou 
qu'aucun  côté  prolongé  pe  coupe  la  figure. 

PROPOSITION    VI. 

thbo&Ame. 

fis«Mio.      Si  on  mène  le  diamètre  DE  p^rpendicukin 
«4  plan  du  grand  cêreU  AMB,  kâ  e^trémUs 


'  dcf. 
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D  eiE  4^  ce  diamètrû  seront  Im  pâlfUf  du  (narcle 
èlMR  j  0t  4e  tous  les  petits  cercles ,  comme  FNG , 
qui  lui  sont  parallèles. 

Car  DQ  étant  perpendiculalrf  au  plan  AMB ,  eat 
perpendiculaire  à  toutes  les  droites  GA,  CM,  GB^  etc., 
menées  par  son  pied  dans  ce  plan  ]  donc  tous  les  ares 
DA,  DM,  DB,  etc. ,  sont  des  quarts  de  eirconfërenee  : 
il  en  est  de  même  des  arcs  ËA,  EM,  EB,  etc.  ;  donc 
les  points  D  et  B  sont  chacun  également  éloignés  de 
tous  les  points  de  la  circonférence  AMB;  donc  ils  sont 
les  p61es  de  cette  circonférence  *.   '^ 

En  second  lieu,  le  rayon  DG,  perpendiculaire  au 
plan  AMB ,  est  perpendiculaire  à  son  parallèle  FNG  \ 
donc  il  passe  par  le  centre  O  du  eerole  FNG  ^  \  donc  *  '* 
si  on  tive  les  obliques  DF,  DN,  DO,  ces  obliques  s'é- 
carteront également  de  la  perpendioulaire  DO  et  seront 
égales.  Mais  les  cordes  étant  égales,  tes  arcs  sont 
égaux  ;  donc  tous  les  ares  DF,  DN,  D6 ,  etc.,  sont  égaux 
entre  eux  ;  donc  le  point  D  est  le  pôle  du  petit  cercle 
FNQ ,  et  par  la  même  raison  le  point  E  est  Tautre  pAle. 

Corollaire  I.  Tout  arc  DM  mené  d'un  point  de  lare 
de  grand  cercle  AMB  à  son  pôle  est  un  quart  de  cir- 
conférence, que  nous  appellerons  pour  abréger  un 
quadransy  ou  un  quadrant,  et  ce  quadrant  fait  en 
même  temps  un  angle  droit  avec  l'arc  AM.  Caria  ligne 
DC  étant  perpendiculaire  au  plan  AMC,  tout  plan 
DMG  qui  passe  par  la  ligne  DC  est  perpendiculaire  au 
plan  AMC  *\  donc  langle  de  ces  plans,  ou,  suivant  la  *iS,  6. 
déf.  vi,  lapgle  AMD,  est  un  angle  droit, 

II.  Pour  trouver  le  pôle  d'un  arc  donné  AM,  menez 
l'arc  indéfini  MD  perpendiculaire  à  AM ,  prenez  MD 
égal  à  un  quadrant,  et  le  point  D  sera  un  des  pôles 
de  Tare  MD  ;  ou  bien  menez  aux  deux  points  A  et  M 
les  arcs  AD  et  MD  perpendiculaires  à  AM ,  le  point  de 
concours  D  de  ces  deux  ares  sera  le  pôle  demandé. 
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III.  Réciproquement,  si  la  distance  du  point  D  à 
chacun  des  points  A  et  M  est  égale  à  un  quadrant ,  je 
dis  que  le  point  D  sera  le  pôle  de  lare  AM,  et  qu'en 
même  temps  les  angles  DAM,  AMD,  seront  droits. 

Car  soit  C  lé  centre  de  la  sphère,  et  soient  menés  les 
rayons  GA,  CD,  CM:  puisque  les  angles  ACD,  MCD, 
sont  droits,  la  ligne  CD  est  perpendiculaire  aux  deux 
droites  CA,  CM  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  à  leur 
plan  ;  donc  le  point  D  est  le  pôle  de  Tare  AM  ;  et  par 
suite  les  angles  DAM,  AMD,  sont  droits. 

Scholie,  Les  propriétés  des  pôles  permettent  de  tra- 
cer sur  la  surface  de  la  sphère  des  arcs  de  cercle  avec 
la  même  facilité  que  sur  une  surface  plane.  On  voit, 
par  exemple ,  qu en  faisant  toiu*ner  lare  DF  ou  toute 
autre  ligne  de  même  intervalle  autour  du  point  D, 
l'extrémité  F  décrira  le  petit  cercle  FN6  ;  et  si  on  fait 
tourner  le  quadrant  DFA  autour  du  point  D  ,  Tex- 
trémité  A  décrira  Tare  de  grand  cercle  AM. 

S^il  faut  prolonger  Tare  AM,  ou  si  on  ne  donne  que 
les  points  A  et  M  par  lesquels  cet  arc  doit  passer,  on 
déterminera  dVbord  le  pôle  D  par  Tintersection  de 
deux  arcs  décrits  des  points  A  et  M  comme  centres 
avec  un  intervalle  égal  au  quadrant.  Le  pôle  D  étant 
trouvé,  on  décrira  du  point  D,  comme  centre  et  avec 
le  même  intervalle,  lare  AM  et  son  prolongement. 

Enfin,  s^il  faut  du  point  donné  P  abaisser  un  arc 
perpendiculaire  sur  lare  donné  AM,  on  prolongera 
celui-ci  en  S  jusqu'à  ce  que  T intervalle  PS  soit  égal  à 
un  quadrant;  ensuite  du  pôle  S  et  du  même  intervalle 
on  décrira  Tare  PM,  qui  sera  lare  perpendiculaire  de^ 
mandé. 


PROPOSITION    VII. 
vbboeAmx. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  Vextrémité  d'un 
rayon  est  tangent  à  la  spKère. 

Soit  FA6  un  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  fig.  ««a. 
rayon  OA  ;  si  on  prend  un  point  quelconque  M  sur 
ce  plan ,  et  qu'on  joigne  OM  et  AM ,  l'angle  OAM  sera 
droit,  et  ainsi  la  xiistance  OM  sera  plus  grande  que 
OA.  Le  point  M  est  donc  hors  de  la  sphère  ;  et,  comme 
il  en  est  de  même  de  tout  autre  point  du  plan  FAG, 
il  s^ensuit  que  ce  plan  n'a  que  le  seul  point  A  com- 
mun avec  la  surface  de  la  sphère  ;  donc  il  est  tangent 
à  cette  surface  *•  *a4f.4. 

Scholie.  On  peut  prouver  de  même  que  deux  sphères 
n'ont  qu'un  point  commun,  et  sont  par  conséquent  - 
tangentes  l'une  à  l'autre  :  lorsque  la  distance  de  leurs 
centres  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  difTércnce  dé 
leurs  rayons,  alors  les  centres  et  le  point  de  contact 
sont  en  ligne  droite. 

PROPOSITION   VIII. 

THBOaâlIB. 

V  angle  BAC  que  font  entre  eux  deux  arcs  de  H-  «»«. 
grands  cercles  AB ,  AC ,  est  égal  à  V angle  FAG , 
formé  par  les  tangentes  de  ces  arcs  au  point  A  : 
il  a  aussi  pour  mesure  Varc  DE,  détrit  du  point 
A  comme  pôle  entre  les  côtés  AB,  KZ,  prolongés 
s^îl  est  nécessaire. 

^Car  la  tangente  AF,  menée  dans  le  plan  de  Tare 
AB,  est  perpendiculaire  au  rayon  AO;  la  tangente 
AG,  menée  dans  le  plan  de  l'arc  AG,  est  perpendi* 
culaire  au  même  rayon  AO.  Donc  l'angle  FAG  est 

i4 
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♦17,1  ^gai  à  l'angle  des  plans  OAB,  OAC*,  qui  est  celui  des 
arcs  AB,  AC,  et  qui  se  désigne  par  BAC. 

Pareillement,  si  l'arc  AD  e§t  égal  à  un  quadrant, 
ainsi  que  AE,  les  lignes  OD,  OE,  seront  perpendicu- 
laires à  AO,  et  Tatigle  DOE  sera  encore  épi  à  Fangle 
des  plans  AOD,  AOE  ;  donc  l'arc  DE  est  II  mesure  de 
l'angle  de  ces  plans,  ou  la  mesure  de  Taiigle  CAB. 

Corollaire.  Les  angles  des  triangles  spkëriqiMs  pe^ 
vent  se  comparer  entre  eux  par  Ite  ate»  de  granda  cei^ 
clés  décrits  de  leurs  sommets  (iomme  pôlen  et  compris 
«entre  leurs  côtés  :  ainsi  il  est  facile  de  faire  titi  an^e 
«%al  à  un  atigle  donné. 
f  g.  ft3i  Sehotie.  Les  angles  opposés  au  sommet ,  téb  que 
ACO  et  BCN,  sont  égaux  ;  car  l'un  ou  Vautre  «l  tDtH 
jours  l'angle  formé  par  les  deux  plans  ACB ,  OCW. 

On  voit  aussi  que  dans  la  rencontre  dé  deux  atrs 
ACB,  OGN,  les  deux  angles  adjacents  AGO,  OCB, 
pris  to^'emble ,  râlent  toujours  deux  angles  droite. 

PROPOSITION    IX. 

THÉORBME. 

%a«7»       Etant  donné  le  triangle  ABG|^i  des  points 

A,  B,  C,  comme  pôles  y  on  décrit  les  arcs  EF, 

FD ,  DE ,  qui  forment  le  triangle  DEF  ;  récipro- 

*        quement  les  trois  points  D,  E,  F,  seront  les 

pôles  des  côtés  BG,  AG ,  AB. 

Car  le  point  A  étant  le  pôle  de  lare  EF,  la  distance 
AE  est  un  quadrant  j  le  point  C  étant  le  pôle  de  lare 
DE  y  la  distance  CE  ^st  pareillement  un  quadrant; 
donc  le  point  E  est  éloigné  d  un  quadrant  de  chacun 
.  g  des  points  A  et  C  ;  donc  il  est  le  pôle  dé  l*arc  AC  *. 
xoT,  3/  On  démontrera  de  même  que  D  est  le  pôle  de  Tare 
BC ,  et  F  celui  de  l'arc  AB. 

Corollaire.  Dbnc  fe  trîanglO  ABC  peut  être  décrit 
par  le  ujoyen  de  l!)EF ,  comme  JDEF  par  le  moyen  de 

4Ba 


LiVHfi    Vil.  jltl 

PROPOSITION  X. 

Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le 
théorêirùe  précédent ^  chaque  angle  de  Vun  des 
triangles  ABC,  DEF,  aura  pour  mesure  la  demU  Cg.aa?. 
circonférence  moins  le  côté  opposé  dans  Vautre 
triangle. 

Soient  prolongés,  s'il  est  nécessaire ^  lés  côtés  AB^ 
AG ,  jusqu'à  la  rencontre  de  EF  en  6  et  tl  ;  puisque 
le  point  A  est  le  pôle  de  Tare  GH,  Tangle  A  aura  pour 
mesure  l'arc  GH.  Maïs  Tare  EH  est  un  quadrant 
ainsi  que  GF,  puisque  E  est  le  pôle  de  AH,  et  F  le 
pôle  de  AG;  donc  EH  +  GF  vaut  une  demi -circon- 
férence. Or  EH  +  GF  est  la  môme  chose  que  EF  -f- 
OH  ;  donc  l'arc  GH  qui  mesure  Fanglte  A  est  égal  k 
utie  demi-circonférence  moins  le  côté  EF  ;  de  même 
Tangle  B  aura  pour  mesure  \  cfrû.  —  DF  et  l'atlgle  C , 
^  erre  — DE. 

Cette  propriété  doit  être  réciproque  entre  Ifes  dëul 
triangles,  puisqu'ils  se  décrivent  de  la  même  manière 
Tun  p.ir  le  moyen  de  l'autre.  Ainsi  on  trouvera  qtio 
les  angles  D,  E,  F,  du  triangle  DEF,  ont  pout  me- 
sures respéctlvemeilt  \  cird.  —  BC ,  {  cire,  —  AC,  ;  c^7r* 
—  AB.  En  effet  l'ailgle  D,  par  exemple,  a  pottr  me* 
/lUre  Tare  MI  ;  dr  MI  +  BC  =  MC  +  BI  =  ^  cire.  .' 
donc  Tare  MI ,  mesure  de  l'angle  D ,  =:  ^  cire.  —  BC, 
et  ainsi  deé  autres. 

Scholie.  Il  faut  remarquer  qu'outre  le  triangle  DEt*  gg,  a^g^ 
dii  en  pourrait  former  trois  autres  par  l'intersectioft 
des  trois  arcs  DE,  EF,  DF.  Maiâ  k  propositioti  a(:* 
ttielle  n'a  Heu  que  pour  le  triangle  central,  qui  est 
distingué  des  trois  autres  ^n  ce  que  les  deux  angles  A 
et  D  sont  situés  d'un  mémç  côté  de  BG  les  deux  B  ff.as;. 

M. 


et  E  d'un  même  côté  de  AC,  et  les  deux  C  et  F  dW 
même  côté  de  AB. 

On  donne  différents  noms  aux  deux  triangles  ABC, 
DEF  ;  nous  les  appellerons  triangles  polaires. 

PROPOSITION  XI. 

I.BMMB. 

Ig.  MQ.  Etant  donné  le  triangle  ABC ,  si  du  pâle  A  et 
de  Vintervalle  AC  on  décrit  Varc  de  petit  cercle ^ 
DEC  ;  si  du  pôle  Betde  V intervalle  BC  on  décrit 
pareillement  l'arc  HFC ,  et  que  du  point  D ,  où 
les  arcs  DEC,  DFC,  se  coupent ^  on  mène  les 
arcs  de  grands  cercles  AD ,  DB  ;  je  dis  que  le 
triangle  ADB  ainsi  formé  aura  ses  parties  égales 
à  celles  du  triangle  ACB. 

Car  par  construction  le  côté  AD=AG,  DB  =  BGy 
AB  est  commun  ;  donc  ces  deux  triangles  ont  les  côtés 
égaux  chacun  à  chacun.  Je  dis  maintenant  que  les 
anglâ  opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux. 

En  effet,  si  le  centre  de  la  sphère  est  supposé  en 
O,  on  peut  concevoir  un  angle  solide  formé  au  point 
O  par  les  trois  angles  plans  AOB,  AOG,  BOG;  on 
peut  concevoir  de  même  un  second  angle  solide  formé 
par  les  trois  angles  plans  AOB,  AOD,  BOD.  Et  puis- 
que les  côtés  du  triangle  ABC  sont  égaux  à  ceux  du 
triangU  ADB,  il  s'ensuit  que  les  angles  plans  qui 
forment  un  de  ces  angles  solides  sont  égaux  aux  angles 
plans  qui  forment  Tauti-e  angle  /solide,  chacun  à 
t^  K  <^l^Acun  :  mais  dans  ce  cas  il  a  été  démontré  ^  que  les 
plans  dans  lesquels  sont  les  angles  égaux  sont  égale- 
ment inclinés  entre  eux  ;  donc  les  angles  du  triangle 
sphérique  DAB  sont  égaux  à  ceux  du  triangle  CAB, 
savoir  DAB=BAC,  DBA=ABC,  et  ADB=:ACB; 
donc  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ADB  sont  ^ux 
aux  côtés  et  aux  angles  du  triangle  ACB, 
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Scholie,  L'égalitë  ile  ces  triangles  n^est  cependant 
pas  une  égalité  absolue  ou  de  superposition  ,  car  il 
serait  impossible  de  les  appliquer  l'un  sur  lautre 
exactement,  à  moins  qu'ils  ne  fussent  isoscèles.  L'éga- 
Jitë  dont  i]  s  agit  est  ce  que  nous  avons  déjà  appelé 
une  égalité  par  sjrrnmétrie^  et  par  cette  raison  nou3 
appellerons  les  triangles  ACB,  ADB,  triangles  sjrmr 
métriques. 

PROPOSITION  XII. 

THBOaiMB. 

Deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère^  ou 
sur  des  sphères  égales  y  sont  égaux  dans  toutes 
leurs  parties  y  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  le  côté  AB=EF,  le  côté  AC=EG,  et  l'angle  ^g»3o. 
BAG=:F£G,  le  triangle  EFG  pourra  être  placé  sui* 
le  triangle  ABC  ou  sur  son  symmétrique  ABD,  de  la 
même  manière  qu'on  superpose  deux  triangles  recti* 
lignes  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux.  Donc  toutes  les  parties  du  triangle  EFG  seront 
égales  à  celles  du  triangle  ABC,  c'est-à-dire  qu'outre 
les  trois  parties  qui  sont  supposées  égales,  on  aura  le 
côté  BC  =  FG,  l'angle  ABC  =EFG,  et  l'angle  ACB 
=:EGF. 

PROPOSITION  XIII. 

THBOaÂMB. 

Deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère ,  ou 
sur  des  sphères  égales  ^  sont  égaux  dans  toutes 
leurs  parties  y  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adja- 
cent à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Car  Fun  de  ces  triangles  peut  être  placé  sur  l'autre 
ou  sur  son  symmétrique ,  comme  on  le  fait  dans  le  cas 
pareil  des  triangles  Tectilignçs*  Vqjre^prop.  VII ^  UvJ, 
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PROPOSITION  XIV. 

THBORÂMB. 

iSV  deux  triangles  sifyés  sur  la  même  sj^hère, 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  éqailatéraux 
entre  eux,  ils  seront  aussi  équiangles ,  et  les  angles 
égaux  seront  opposés  aux  côtés  égaux. 
%•  329.  Cela  est  manifeste  par  la  proposition  xi,  oii  Ton  a 
vu  qu'avec  trois  côté*  donnés  AB,  AC,  BC,  on  ne 
peut  fai^-e  que  deux  triangles  ACB,  ABD,  différents 
quant  à  U  position  des  parties,  mais  égaux  quant  à 
la  grandeur  de  ces  mêmes  parties.  Donc  deux  triangles 
équilatéraux  entre  eux  sont  ou  absolument  égaux,  on 
au  moins  égaux  par  symmétrie  ;  dans  lun  et  l'autrç 
cas  ils  sont  équiangles ,  et  les  angles  égaux  sont  oppo- 
sés aux  côtés  égaux. 

PROPOSITION  XV. 

Dans  tout  triangle  sphéri^ue  ùoscèle  les  angles 
opposés  au90  côtés  égaux  sont  égaux;  et  récipro- 
quement^ si  deux  angles  d'un  triangle  sphérique 
sont  égaux,  le  triangfe  sera  iso^cèle^ 
fig.  23i.  I**  Soit  le  côté  AB= AC  ;  je  dis  qu'on  aura  Tangle 
G=B  :  car  si  du  sommet  A  au  point  D,  milieu  de  la 
base,  on  mène  Ffirc  AD,  l^  deMx  trUagl^  APD, 
ADC,  auront  les  trpi»  côtés  égaux  cliitçun  à  cbacmi; 
savoir,  AD  commun  ,  BD=  DQ,  et  AB=AC  '  donc, 
par  le  théorème  précédent,  ces  triangles  auront  les 
apgles  égaux,  et  ou  aura  B=C. 

a^  Soit  l'angle  B  =  C  ;  je  dis  qu'on  aura  AC=AB  ; 
côr  si  le  côté  AB  nV»st  pas  égal  à  AC ,  soit  AB  le  plus 


grand  de*  deux,  prenez  BO  =  AC,  et  joignez  OC. 
Les  deux  c&iià  BO,  BG, sont  éguux  aux  deux  AG,  BC . 
Tangle  compris  par  les  premiers  OBG  est  égal  à  Tangle 
compris  par  les  seconds  ACB.  Dqnc  les  deux  triangles 
60G|  ACB^  ont  les  autres  parties  égales  *,  et  on  a  **'^ 
l'angle  OCB::=  ABC  :  mais  Tangle  ABC,  par  hypothèse 
=  ACB j  donc  on  aurait  0GB  =  ACB,  ce  qui  est  im- 
possible ;  donc  on  ne  peut  supposer  AB  diflerent  de 
AC;  donc  les  côtés  AB,  AC,  opposés  aux  angles  égaux 
B  et  C,  sont  égaux. 

Scholie,  La  même  démonstration  piou^e  que  Tangle 
BAD=DAC  ,  et  que  l'angle  BDA= ADC.  Donc  ces 
deux  durnien  «ont  droits  )  donc  Parc  mené  du  9om^ 
met  cTwi  triangle  sphérique  isoscèU  au  milieu  d^  sa  base 
est  perpendiculaire  à  cette  base  ^  et  divise  C angle  du 
sommet  en  deux  parties  égales. 

PROPOSITION  XVL 
YHjâomixii. 

Dans  un  triangle  sphérique  ABC,  si  V angle  A  fig.aSa; 
est  plus  grand  que  V angle  B ,  le  côté  BC  opposé 
à  Fangle  A  sera  plus  grand  que  le  côté  AC  op- 
posé à  l'angle  B  ;  réciproquement^  si  le  côté  BC 
est  plus  grand  que  CA ,  V angle  A  sera  plus  grand 
que  Vangy  B. 

i»  S^it  TaBgle  A >  B,  faites  îan|^  BAD;=B,  vous 
aurçi  AP:;s:D]H  ^  ;  oiaîs  AD  -^  DC  ost  plus  grand  que  *  i5. 
AC  î  à  U  place  de  AD  mettait  DB,  on  aura  DB+  DC 
ouBG>AC. 

a^  Si  on  suppose  BC>  AC,Je  dis  que  l'angle  BAC 
se}*a  plus  grand  que  ABC  :  car ,  si  BAC  était  égal  à 
ABC^on  aurait  BC=AC  ;  et  si  on  avait  BAG<  ABC , 
il  ftVnsuivrait ,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré,  qu'on 
a  BC<AC;  ce  qui  est  contre  la  suppasiiîon.  Doiic 
\*aBg1e  BAC  est  plus  grand  quo  ABC* 
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PROPOSITION  XVII. 

THBOEâME. 

dg.  a33.  Si  les  deux  côtés  AB,  ÂC,  du  triangle  sphé- 
rique  ABC  sont  égaux  aux  deux  côtés  HE,  DP , 
du  triangle  DEF  tracé  sur  une  sphère  égale ,  si 
en  même  temps  V angle  A  est  plus  grand  que 
V angle  Ti  y  je  dis  que  le  troisième  côté  BC  du  pre- 
mier triangle  sera  plus  grand  que  le  troisième 
EF  du  second, 

La  démonstration  est  absolument  semblable  à  ceUe 
de  la  prop.  x,  livre  i. 

PROPOSITION  XVIII. 

THBOaiMB. 

Si  deux  triangles  tracés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales  sont  équiangles  entre 
eux  y  ils  seront  aussi  équilatéraux. 

Soient  A  et  B  les  deux  triangles  donnés,  P  et  Q  leurs 
triangles  polaires.  Puisque  les  angles  sont  égaux  dans 
les  triangles  A  et  B,  les  côtés  seront  égaux  dans  les  po* 

*  10.  laires  P  et  Q"^  :  mais  de  ce  que  les  triangles  P  et  Q  sont 

équilatéraux  entre  eux,  il  s'ensuit  qu'ils  sont  aussi 

*  14.  équiangles  *  ;  enfin ,  de  ce  que  les  angles  sont  ^nx 

*  lo.  dans  les  triangles  P  et  Q,  il  s'ensuit  *  que  les  côtés  sont 

égaux  dans  leurs  polaires  A  et  B.  Donc  les  triangles 
équiangles  A  et  B  sont  en  même  temps  équilatéraux 
entre  eux. 

On  peut  encore  démontrer  la  même  proposition  sans 

le  secours  des  triangles  polaires  de  la  manière  suivante. 

fig*  ft34.       Soient  ABC ,  DEF,  deux  triangles  équiangles  entre 

eux ,  de  sorte  qu'on  ait  A=D,  B=:E,  C=F;  je  dis 

qu'on  aura  le  côté  AB=:DE,  AC=DF,  BC=:EF. 
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Sur  le  prolongement  des  côtés  AB^AC,  prenez  A6 
s=DE;  et  AH =DF;  joignez  6H  et  prolongez  les  arcs 
BC,  GH ,  jusqu'à  ce  quils  se  rencontrent  en  I  et  K. 

Les  deux  côtés  A6,  AH,  sont  par  construction 
égaux  aux  deux  DF,  DE;  l'angle  compris  GAH=BAG 
=  EDF;  donc  *  les  triangles  AGH,  DEF,  sont  égaux  ♦»*. 
dans  toutes  leurs  parties,  donc  l'angle  AGH  ==  DEF 
==:ABC,  et  l'angle  AHG=DFE=  ACB, 

Dans  les  triangles  IBG,  KBG,  le  côté  BG  est  com- 
mun ,  l'angle  IGB=:GBK  ;  et  puisque  IGB+  BGK  est 
égal  à  deux  droits,  ainsi  que  GBK+IBG,  il  s'ensuit 
que  BGK=IBG.  Donc  les  triangles  IB6,  GBK,  sont 
égaux  * ,  donc  IG =BK,  et  1B=GK.  *  '^ 

Pareillement,  de  ce  que  Tangle  AHG=:ACB,  on 
conclura  que  les  triangles  ICH ,  HCK,  ont  un  côté  égal 
adjacent  à  deux  angles  ^aux  ;  donc  ils  sont  égaux  ; 
donc  IH=CK,  et  HK=IC. 

Maintenant,  si  des  égales  BK,  IG,  on  retranche  les 
égales  CK,  IH,  les  restes  BC,  GH,  seront  ^ux.  D'ail- 
leurs l'angle  BCA=AHG,  et  Pangle  ABC=:.AGH. 
Donc  les  triangles  ABC,  AHG,  ont  un  coté  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  égaux  ;  donc  ils  sont  égaux  : 
mais  le  triangle  DEF  est  égal  dans  toutes  ses  parties 
au  triangle  AHG  ;  donc  il  est  égal  aussi  au  triangle 
ABC,  et  on  aura  AB=DE,  AC=DF,  BC=EF; 
<iouc,  si  deux  triangles  sphériques  sont  équiangles 
entre  eux,  les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  seront 
égaux. 

Scholie.  Cette  proposition  n'a  pas  lieu  dans  les 
triangles  rectilignes ,  où  de  l'égalité  des  angles  on  ne 
peut  conclure  que  la  proportionnalité  des  côtés.  Mais 
il  est  aisé  de  rendre  compte  de  la  différence  qui  se 
trouve  à  cet  égard  entre  les  triangles  rectilignes  et 
les  triangles  sphériques.  Dans  la  proposition  présente, 
ainsi  que  dans  les  prop.  xii,  xiii,  xiy  et  xvir,  où 
il  s  agit  de  la  comparaison  des  triangles ,  il  est  dit 
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eipreM^menl  ^ve  oe»  triangle»  «ont  tvacén  sur  la 
oiime  sphère  ou  sur  des  sphères  égales.  Ok  \m  arcs 
sei^l)lab|es  sont  proportionnels  au^  rajpns;  donc, 
sur  des  sphères  égales^  deux  triantes  ne  peuwnt 
étTf  seqablalUes  saus  être  égaux.  Il  n'est  donc  pas 
surprenant  que  l'égalité  des  angles  entraîne  Vagaliié 
des  côtés. 

Il  en  serait  autrement  ai  le»  triangles  étaietit  tracés 
sur  des  sphères  inégales;  alora  les  angles  étant  égaux, 
les  triangles  seraient  semblables  ^  et  les  côtés  horncb» 
logues  seraient  entre  eunp  qpniine  les  rajons  des 
sphères. 

TROPOSITION  XIX. 
tn  iQnâxs. 

La  somme  des  angles  de  tout  triangle  sphè- 
riqne  est  moindre  que  six  et  plus  grande  que 
deux  angles  droite. 

Car  i<>  chaque  angle  d'un  triangle  sphérique  est 
moindre  que  deux  angles  droita  {voy&u  k  tcholis  ci' 
^pres)\  donc  la  sonune  des  Ifois  angles  est  luoindie 
que  m  angles  droits. 

%^  I^a  mesure  de  chaque  angle  d'un  triangle  sphé- 
rique est  égale  à  la  demi  «•circonférence  moins  le  côté 
*xo.  correspondant  du  triangle  polaire^;  donc  la  somme 
des  trois  angles  a  pour  mesyire  trois  demi -circonfé- 
rences moins  la  somme  des  côtés  du  triangle  polairt?- 
Or  cette  dernière  somnie  est  plus  petite  quune  cir- 
*4.  conférence*;  donc,  en  la  reti^nchant  de  trois  denû- 
circonférences,  le  reste  sera  plus  grand  qu'une  demi* 
circoiiféreace ,  qui  est  la  mesure  de  deux  angl^ 
droits;  donc  a^  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle 
aphérique  est  plus  grande  que  deux  anglçs  droiu. 

Cofollaire  I,  L»a  somme  des  angles  d'un  triangle 
sphérique  n'est  pas  constante  comme  celle  des  ui- 


angles  rectiligne^  ;  elle  vi^rie  depuU  detu  angles  droi^ 
ju5<|u  à  aii^i  w^  pouvoir  être  ég»le  à  Time  pi  à  Vautre 
limite*  Ainsi  deux  angles  dunnés  ne  fpnt  pas  connaître 
|e  troisième. 

Corollaire  II.  Un  triangle  sph^rique  peut  avoir 
deux  ou  trois  angles  droits,  deux  ou  trois  angles 
obtus. 

Si  le  triangle  APG  est  bi^tectanglç^  c'est- à- dire  fig.  siSS. 
ft  il  a  deux  angles  droits  B  et  G,  le  sommet  A  sera  le 
pôle  de  la  hase  BG^;  et  les  côtés  AB,  AC,  seront  des  *6. 
quadrants, 

Si  en  outre  Tangle  A  est  droit ,  le  triangle  ASC  sera 
tri^rectangle y  ses  angles  seront  tous  droits  et  ses  côtés 
des  quadrants.  Le  triangle  tri -rectangle  est  contenu 
huit  fois  dans  la  surface  de  la  sphère  ;  c'est  ce  que  Ton 
voit  par  la  fig.  236  y  en  supposant  l'arc  MN  égal  à  xin 
quadrant. 

Scholie.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  pré- 
cède, et  conformément  à  la  définit,  vi,  que  les  trian- 
gles sphériques  ont  leurs  côtés  toujours  plus  petits 
que  la  demi  -  circonférence  ;  alors  il  sVnsuit  que  les 
angles  sont  toujours  plus  petits  que  deux  angles  droits  : 
ear,  si  le  côté  AB  est  moindre  que  la  demi-cîrfon£é-  fig-  ^A- 
renée,  ainsi  que  AC,  ces  arcs' doivent  être  prolongés 
tous  deux  pour  se  rencontrer  en  D.  Or  les  deux  angles 
ABC,  CBD  ,  pris  ensemble,  valent  deux  angles  droits; 
dono  Vangle  ABG  tout  seul  est  moindre  que  deqx 
angles  droits. 

Nous  observerons  cependant  qu'il  existe  des  trian- 
gles spiiérlqiies  dent  oertains  eôlés  sont  plus  grands 
que  la  demi  -  oiixH>nférence ,  el  certains  angles  plus 
grands  que  deux  angles  droits.  Gar,  si  on  prolonge 
le  eôté  AC  en  une  circonférence  entièi*e  ACE,  ce  qui 
reste,  en  retranchant  de  la  demi'* sphère  le  triangle 
ABC,  est  un  nouveau  triangle,  qu'on  peut  désigner 
aussi  par  ABC,  et  dont  les  côtés  sont  AB,  BC,  AEDG. 


'*  920  GéûMBTRtE. 

On  voit  donc  que  le  côte  AEDG  est  plus  grand  que  la 
demi-circonfërence  AED  ;  mais  en  même  temps  Tan* 
gle  opposé  en  B  surpasse  deux  angles  droits  de  la 
quantité  CBD. 

Au  reste,  si  on  a  exclu  delà  dé6nition  les  triangles 
dont  les  cdtés  et  les  angles  sont  si  grands  y  c'est  qua 
leur  résolution  ou  la  détermination  de  leurs  parties 
se  réduit  toujours  à  celle  des  triangles  renfermés  dans 
la  définition.  En  effet,  on  voit  aisément  que  si  on 
connaît  les  angles  et  les  côtés  du  triangle  ABC,  on 
connaîtra  immédiatement  les  angles  et  les  côtes  du 
triangle  de  même  nom  qui  est  le  l'esté  de  la  demi-sphère. 

PROPOSITION  XX, 

THBOaâlEB. 

fif.  a56.  Le  fuseau  AMENA  est  à  la  surface  de  la  sphère 
comme  C  angle  M  AN  de  ce  fuseau  est  à  quatre 
angles  droits,  ou  comme  Varc  MN  qui  mesure 
cet  angle  est  à  la  circonférence. 

Supposons  d'abord  que  Tare  MN  soit  i  la  circon- 
férence MNPQ  dans  im  rapport  rationnel ,  par  exem- 
ple, comme  5  est  à  éfi.  On  divisera  la  circonférence 
MNPQ  en  48  parties  égales,  dont  MN  contiendra  5; 
joignant  ensuite  le  pôle  A  et  les  points  de  division 
par  autant  de  quarts  de  circonférence,  on  aura  48  tri- 
angles dans  la  demi-sphère  AMNPQ,  lesquels  seroot 
tous  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  auit>nt  toutes  leurs 
parties  égales.  La  sphère  entière  contiendra  donc  96 
de  ces  triangles  partiels,  et  le  fuseau  AMBNA  en  con- 
tiendra 10  ;  donc  le  fuseau  est  à  la  sphère  comme  10 
est  à  96,  ou  comme  5  est  à  48,  c*esi>4-dire  comme 
l'arc  MN  est  à  la  circonférence. 

Si  lare  MN  n est  pas  commensurable  avec  la  cir- 
conférence ,  on  prouvera  par  le  même  raisonnement 
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dont  on  a  déjà  tu  beaucoup  d'exemples ,  que  le  fuseau 
est  toujours  à  la  sphère  comme  lare  MN  est  à  la  cir« 
conférence. 

Corollaire  I.  Deux  fuseaux  sont  entre  eux  comme 
leurs  angles  respectifs. 

Corollaire  II.  On  a  déjà  vu  que  la  surface  entière 
de  la  sphère  est  égale  à  huit  triangles  tri-rectangles*;  *  19. 
donc,  si  l'aire  d'un  de  ces  triangles  est  prise  pour 
Tunité,  la  surface  de  la  sphère  sera  représentée  par  8. 
Cela  posé ,  la  surface  du  fuseau  dont  l'angle  est  A  sera 
exprimée  par  a  A  (si  toutefois  l'angle  A  est  évalué         ^ 
en  prenant  l'angle  droit  pour  unité)  ;  car  on  a  aA  :  8 
::  A: 4-  Il  7  a  donc  ici  deux  unités  différentes  ;  l'une 
pour  les  angles  f  c'est  l'angle  droit  ;  l'autre  pour  les 
Surfaces 9  c'est  le  triangle  sphérique  ti*i- rectangle,  ou    ' 
celui  dont  tous  les  angles  sont  droits ,  et  les  côtés  des 
quarts  de  circonférence. 

SchoUf.  L'onglet  sphérique  compris  par  les  plans 
AMB,  ANB,  est  au  solide  entier  de  la  sphère  comme 
l'angle  A  est  à  quatre  angles  droits.  Car  les  fuseaux 
étant  égaux,  les  onglets  sphériques  seront  pareille^ 
ment  égaux  :  donc  deux  onglets  sphériques  sont  entre 
eux  comme  les  angles  formés  par  les  plans  qui  les 
comprennent. 

PROPOSITION  XXI. 

THBORÂMB. 

Deux  triangles  sphériques  sjrmmétriques  sont 
égaux  en  sur/ace. 

Soient  ABC ,  DEF  deux  triangles  symmétriques , 
c'est-à-dire,  deux  triangles  qui  ont  les  côtés  égaux,  AB  £g.  «Sy. 
=  DE,  AG=:DF,  CB  =  EF,  et  qui  cependant  ne 
pourraient  être  superposés  ;  je  dis  que  la  surface  ABC 
est  égale  à  la  surface  DEF, 
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Soit  P  le  pôle  du  petit  cercle  qui  passerait  par  lei 
trois  points  A,  B,  C  (t)  ;  de  ce  point  soient  menés  les 
*«•  arcs  égaux  *  PA,  PB,  PC  ;  au  point  F  faites  Tangîe 
DFQ=ACP,  Varc  FQ±±CP,  et  joigne»  DQ,"  EQ. 

Les  côtés  DF,  FQ,  sont  égaux  âUx  côtés  AC,  CP, 
l'angle  DFQ=ACP  ;  donc  les  deux  triangles  DFQ, 
'  i4.  ACP,  sont  égaux  dans  toutes  léUrs  parties*  ;  donc  le 
côté  DQ=AP,  et  ranglê  DQF=APC. 

Dans  les  triangles  proposés  DFË,  AfiC,  lés  angles 
DFfi,  ACB,  opposés  aux  tôtés  égâul  DE,  Aft,  ^tatit 
^  IX,  égaux  *,  si  on  en  fretraftchë  les  ahgles  DFQ,  ACPi 
égaux  par  construction,  il  restera  Tatigle  QFE  égala 
PCB.  D'ailleurs  les  côtés  QF,  FE,  sont  é^aux  aux 
côtés  PC,  CB  ;  dortd  les  deut  triangles  FQË,  CPB, 
sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  ;  dont  le  côté 
QE=PB,  et  l'angle  FQE=:CPB. 

Si  on  observe  maintenant  que  les  triangles  DPQ, 
*  ACP,  qui  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  sont 
en  même  temps  isosceles,  oh  verra  quUls  peuvetit  s^ap' 
pliquer  Fun  sur  l'autre }  car ^  ay<int  placé  PA  sur  sofi 
égal  QF,  le  côté  PC  tombera  sur  son  égal  QD,  ei 
ainsi  les  deux  triangles  seront  confondus  en  Un  seul  î 
donc  ils  sont  égaux,  donc  la  surface  DQFtt=APC. 
Par  une  raison  semblable  la  surface  FQE:=±CPB,  et 
la  surface  DQE=APB  ;  donc  on  a  DQF  +  FQE  — 
DQE=APC+CPB— APB;  ou  DFE=ABC;  donc 
les  deux  triangles  symmétriques  ABC,  DEF,  sont 
égaux  en  surface. 

SchoUe.  Les  pôles  P  et  Q  pourraient  être  situés  tu- 
dedans  des  triangles  ABC ,  DEF  ;  alors  il  faudrait 
ajouter  les  trois  triangles  DQF,FQE,  DQE,  pour 

(r)  Le  eercle  qui  passe  par  les  trois  points  A,  B,  C,  6ii  qu 
eit  circonscrit  «u  triaagle  ABC,  nepeutétre  qu'un  petit  «ércli 
de  la  sphère  |  car ,  si  c'était  un  grand  cercle  i  les  trois  oÀlés  Ai| 
BC ,  AC ,  seraient  situés  dans  on  même  plan  i  et  le  trianf  le  ABC 
le  réduirait  ii  un  de  ses  Gôté»« 


tlVUfc   Tlt.  123 

«n  composer  le  ttîangle  DEF,  et  pareillement  II  fau- 
drait ajouter  les  trois  triangles  APC ,  CPB ,  APB ,  pour 
en  composer  le  triangle  ABC;  d*ailleurs  la  dëmonstm- 
tiou  et  la  conclusion  seraient  toujours  les  mêmes. 

PROPOSITION   XXÏI. 

t&jiOAittÉ. 

Si  deupc  grdhâs  cercles  AOB ,  CCD ,  se  coupent  fiç.  ass. 
comme  on  i^oudm  dans  Vhémisphère  A  OCBD> 
ia  sommé  des  triangtes  opposés  AOC ,  BOD ,  sera 
égale  aufiiseau  dont  Pangle  est  BOD/ 

Car,  en  prolongeant  les  arcs  OB,  CD,  dans  l'autre 
hémisphère  jusqu'à  leur  rencontre  en  N ,  O^  sera 
une  demi-tîrconWrencë,  ainsi  que  AOB  ;  retranchant 
de  part  et  d'autre  OB,  on  aura  BN  =  AO.  Par  une 
raison  semblable  on  a  Dlf  =  CO ,  et  BD  i=  AC  j  donc 
lés  deux  triangles  AOC,  BDN,  ont  les  trois  côtes  égaux 
d*ailleurs  leur  position  est  telle  ^ulb  sont  sjmmétri- 
ques  Tun  de  Tautre;  donc  ils  sont  égaux  en  surface*  *  »u 
et  la  somme  des  triangles  AOC,  BOt),  est  équivalente 
au  fuseau  OBNDO  dont  l'angle  est  BOD. 

Seholie.  Il  est  clair  aruBsi  que  les  deux  pyramides 
sphériques  qui  ont  pour  bases  les  triangles  AOC, 
BOD ,  prises  ensemble ,  équivalent  à  Tonglet  sphé. 
riqùe  dont  Tangle  Cst  BOD. 

PROPOSITION    XXIII. 
^ruiôiiittÉ. 

£ci  sur/ma  d'un  tfiakgle  sphérique  quelconque 
a  pour  mêêure  r«»cès  de  la  somme  de  ses  trois 
angles  wr  dettâ^  angles  droits. 

Soit  ABC  le  triangle  pi^oposé;  prolotigiit  M  cdtël  i^g.tSg* 
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jusqu  a  ce  qu'ils  rencontrent  le  grand  cercle  DEPG  , 
mené  comme  on  voudra  hors  du  triangle.  En  yertu  du 
théorème  précédent ,  les  deux  triangles  ADE,  AGH, 
pris  ensemble ,  équivalent  au  fuseau  dont  l'angle  est 
A,  et  qui  a  pour  mesure  a  A*  :  ainsi  on  aura  ADE  + 
A6H=:aA;  par  une  raison  semblable  B6F  +  BID 
=  aB  y  CIH  +  GFE  ==  2C.  Mais  la  somme  de. ces  six 
triangles  excède  la  demi-sphère  de  deux  fois  le  tri- 
angle ABC,  d'ailleurs  la  demi-sphère  est  représentée 
par  4;  donc  le  double  du  triangle  ABC  est  égal  à  aA 
+  aB  +  aC  —  4>  ®t  P^^  conséquent  ABC  =  A+  B 
+C — a  ;  donc  tout  triangle  sphérique  a  pour  mesure 
la  somme  de  ses  angles  moins  deux  angles  droits. 

Corollaire  I.  Autant  il  y  aura  d'angles  droits  dans 
cette  mesure,  autant  le  triangle  proposé  contiendra 
de  triangles  tri-rectangles  ou  de  huitièmes  de  sphère 
qui  sont  funité  de  surface*.  Par  exemple,  si  les  angles 
sont  égaux  chacun  aux'j  dun  angle  droit,  alors  les 
trois  angles  vaudront  4  angles  droits,  et  le  triangle 
proposé  sera  représenté  par  4  —  a  ou  a  ;  donc  il  sera 
égal  à  deux  triangles  tri-rectangles  ou  au  quart  de  la 
surface  de  la  sphère. 

Corollaire  II.  Le  triangle  sphérique^ABC  est  équi- 

valent  au  fuseau  dont  l'angle'  est  i  ;  de 

même  la  pyramide  sphérique ,  dont  la  base  est 
ABC ,  équivaut  à  longlet  sphérique  dont  l'angle  est 
A  +  B+C 


I. 


Scholie.  En  même  temps  qu^on  compare  le  triangle 
sphérique  ABC  au  triangle  tri -rectangle,  la  pyra- 
mide sphérique  qui  a  pour  base  ABC  se  compare  avec 
la  pyramide  tri-recungle ,  et  il  en  résulte  la  même 
proportion.  L  angle  solide  au  sommet  de  la  pyramide 
se  compare  de  même  avec  l'angle  solide  au  sommet 
de  la  pyramide  tri -rectangle  :  en  effet  la  comparai* 
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son  s'établit  par  la  coïncidence  des  parties.  Or,  si 
les  bases  des  pyramides  coïncident,  il  est  évident  que 
les  pyramides  elles-mêmes  coïncideront,  ainsi  que 
les  angles  solides  à  leur  sommet.  De  là  résultent  plu- 
sieurs conséquences. 

i^  Deux  pyramides  triangulaires  sphériques  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases;  et,  puisqu'une  pyra-' 
mide  polygonale  peut  se  partager  en  plusieurs  pp'a'- 
mides  triangulaires ,  il  s'ensuit  que  deux  pyramides 
spbériques  quelconques  sont  entre  elles  comme  les 
polygones  qui  leur  servent  de  bases. 

2^  Les  angles  solides  au  sommet  des  mêmes  pyra- 
mides sont  également  dans  la  proportion  des  bases  • 
donc,  pour  comparer  deux  angles  solides  quelcon- 
ques ,  il  faut  placer  leurs  sommets  au  centre  de  deux 
splières  égales,  et  ces  angles  solides  seront  entre  eux 
comme  les  polygones  sphériques  interceptés  entre 
leurs  plans  ou  faces. 

L'angle  au  sommet  de  la  pyramide  tri-rectangle  est 
formé  par  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux  :  cet 
angle,  qu'on  peut  appeler  angle  solide  droite  est  très- 
propre  à  servir  d'unité  de  mesure  aux  autres  angle^ 
solides.  Gela  posé,  le  même  nombre  qui  donne  Taire 
d'un  polygone  sphérique  donnera  la  mesure  de  l'angle 
solide  correspondant.  Par  exemple ,  si  Faire  du  poly- 
gone sphérique  est  \ ,  c'est-à-dire ,  s'il  est  les  \  du 
triangle  tri -rectangle,  l'angle  solide  correspondant 
sera  aussi  les  \  de  l'angle  solide  droit. 

PROPOSITION   XXIV. 

THBOaBMS. 

La  surface  d'un  polygone  sphérique  a  pour 
mesure  la  somme  de  ses  angles,  moim  le  prO' 

i5 
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duit  de  deux  angles  droits  par  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  moins  deux. 
g.  a4o.  -D^jjj^  même  commet  A  soient  menées  à  tous  les 
autres  sommets  les  diagonales  AG ,  AD  ;  le  polygone 
ABGDE  sera  partagé  en  autant  de  triangles  moins 
deux  quUI  a  de  côtés.  Mais  la  surface  de  chaque  tri- 
angle a  pour  mesure  la  somme  de  ses  angles  moins 
deux  angles  droits ,  et  il  est  clair  que  la  somme  de  tous 
les  angles  des  triangles  est  égale  à  la  somme  des  angles 
du  polygone  :  donc  la  surface  du  polygone  est  égale  à 
la  somme  de  ses  angles  diminuée  d'autant  de  fois  deux 
angles  droits  qu*il  a  de  côtés  moins  deux. 

Scholie.  Soit  s  la  somme  des  angles  d'un  polygone 
sphdrique ,  n  le  nombre  de  ses  côtés  ;  Fangle  droit 
étant'  supposé  Funité ,  la  surface  du  polygone  aun 
pour  mesure  s — 2  (n — 2)  ou  s — 2;i-f-4« 

PROPOSITION  XXV. 

VHliORAvH. 

Soit  s  le  nombre  des  angles  solides  dunpofyèdre,  B  ie 
nombre  de  ses  faces  ,À.le  nombre  de  ses  arêtes;  Je  dis  qu*oR 
aura  toujours  S  -|-  H=  A+ a. 

Prenez  au-dedans  du  polyèdre  un  point  d*otL  vous  mène- 
rez des  lignes  droites  aux  sonunets  de  tous  ses  angles  ;  ima- 
ginez ^isuite  que  du  même  point  comme  centre  on  dëcriTe 
une  surface  sphérîque  qui  soit  rencontrée  par  tontes  cet 
lignes  en  autant  de  points  ;  joignez  ces  points  par  des  arcs 
de  grands  cercles  ,  de  manière  à  former  sur  la  surface  de  la 
sphère  des  polygones  correspondants  et  en  même  nombre 
ayec  les  faces  du  polyèdre.  Soit  ABCDE  un  de  ces  polygones 
fig.  »4o.  et  soit  n  le  nombre  de  ses  côtés  ;  sa  surface  sera  x— aJi  +  4, 
/étant  la  somme  des  angles  A,  B ,  C ,  D  ,  £,  Si  on  évalue 
temblablcment  la  surface  de  chacun  des  autres  polygones 
sphériques ,  et  qu*on  les  ojoute  toutes  ensemble ,  on  en  con- 
clura que  leur  somme  «  ou  la  surface  de  la  sphère  représente 
par  8,  est  égaje  à  la  lomme  de  tous  les  angles  des  polygoncf 
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moins  deux  fois  le  nombre  de  leurs  côtes ,  plus  4  pris  autant 
de  fois  qu'il  y  a  de  faces.  Or ,  comme  tous  les  angles  qui 
s*ajustent  autour  d'un  même  point  A  valent  quatre  angles 
droits ,  la  somme  de  tous  les  angles  des  polygones  est  égale 
à  4  pi^is  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'angles  solides;  elle  est 
donc  égale  à  4S.  Ensuite  le  double  du  nombre  des  côtés  AB  , 
BC ,  CD ,  etc.  est  égal  au  quadruple  du  nombre  des  arêtes 
ou=:  4A,  puisque  la  même  arête  sert  de  côté  à  deux  faces  : 
donc  on  aura  8  =  48 — 4-A.-I-4H;  ou,  en  prenant  le  quart 
decbaque  membre,  1  =  5)  — A  +  H;  donc  S-|-H=A4-a. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  la  somme  des  angles  plans 
qui  forment  les  angles  solides  dun  polyèdre  est  égale  à  au^» 
tant  de  fois  quatre  angles  droits  qu'il jr  a  d'unités  tlans  S— «a» 
S  étant  le  nombre  des  angles  solides  du  polyèdre. 

Car,  si  on  considère  une  face  dont  le  nombre  de  côtés 
est  n  ,  la  somme  des  angles  de  celte  face  sera  %n — 4  angles 
droits*.  Mais  la  somme  de  tous  les  m  ,  ou  le  double  du  nom-  *  •  *  * 
bre  des  côtés  de  toutes  les  faces, =4^  »  ^t  4  pns  autant  de 
fois  qu'il  y  a  de  faces  r=4H;  donc  la  somme  des  angles  de 
toutes  les  faces  zz:  4  A — 4H.  Or,  par  le  théorème  qu'on  Tient 
de  démont  rer ,  on  a  A  -—  H  =:  S  —  a ,  et  par  conséquent  4 A 
-<-  4H  =  4  (S  —  a).  Donc  la  somme  des  angles  plans  ,  etc. 

PROPOSITION  XXVI. 

THBOAÂMB. 

De  tous  les  triangles  sphériques  Jormés  avec  deux  côtés   fi?.  27^ 
donnés  GB  ,  CA  ,  et  un  troisième  à  volonté ,  le  plus  grand    et  273, 
ABC  est  celui  dans  lequel  l'angle  C  ,  compris  par  les  côté 
donnés,  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles  A  et  B. 

Prolongez  les  deux  côtes  AC ,  AB .  jusqu'à  leur  rencontre 
en  D ,  TOUS  aurez  un  triangle  spbérique  BCD  ,  dans  lequel 
Tangle  DBC  sera  aussi  égal  à  la  somme  des  deux  autres 
angles  BDC ,  BCD  :  car  BCD  +  BCA  étant  égal  à  deux 
angles  droits,  ainsi  que  CBA+CBD  ,  on  a  BCD  +  BCA= 
CBA+CBD  ;  ajoutant  de  part  et  d'autre  BDC  rr  BAC ,  on 
aura  BCD  +  BCA+BDC  =  CBA+CBD  -f-BAC.  Or,  par 
bTpotbèse,  BCAsGBA+BAC;  donc  CDD = BCD +  DDC, 

i5,     . 
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Menez  BI  qui  fasse  Fangle  CBI=BCD ,  et  par  snlte  IBA 
r=BDC  ;les  deux  triangles  IBG ,  IBD ,  seront  isoscèles ,  et  oA 
aura  IC=:IB=iID.  Donc  le  point  I ,  milieu  de  DC ,  est  à 
égale  distance  des  trois  points  B ,  G ,  D  :  par  une  rabon  sena- 
blable  le  point  O ,  milieu  de  AB  y  sera  également  distant 
des  trois  points  A ,  B ,  C. 
H'  •7>'  Soit  maintenant  CA'  =:  CA  et  Tangle  BCA'  >  BCA  ;  si  l'os 
joint  A'B ,  et  qn*on  prolonge  les  arcs  A'C  ,  A'B  ,  jusqu^à 
leur  rencontre  en  D\  Tare  D'CA'  sera  une  demi-circonférenee 
ainsi  que  DCA  ;  donc  puisqu^on  a  CA'=CA ,  on  aura  aussi 
CD'=:  CD.  Mais  dans  le  triangle  CUy,  on  a  Cl + ID'  >  CD'^ 
donc  ID' > CD  —CI ,  ou  ID' > ID. 

Dans  le  triangle  isoscèle  CIB  divisons  Tangle  du  sommet  I 
en  deux  également  par  Tare  EIF  qui  sera  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  BC.  Si  on  prend  un  point  L  entre  I  et  £,  la 
distance  BL ,  égale  à  LC ,  sera  moindre  que  BI  ;  car  on  peut 
démontrer,  comme  dans  la  prop.  ix ,  liv.  i,  qu*on  a  BL+ 
LC  <  BI +IC  ;  donc  en  prenant  les  moitiés  de  part  et  d'autre, 
on  aura  BL  <  BI.  Mais  dans  le  triangle  D'LC  on  a  IVL  >  D'G 
—  CL ,  et  à  plus  forte  raison  D'|i  >  DC — CI ,  ou  D'L  >DI , 
ou  D'L  >  BI  ;  donc  D'L  >  BL.  Donc  si  on  cherche  sur  l'arc 
EIF  un  point  également  distant  des  trois  points  B  ,  G ,  D% 
ce  point  ne  saurait  se  trouver  que  sur  le  prolongement  de 
£1  vers  F.  Soit  V  le  point  cherché ,  en  sorte  qu'on  ait  D'  V 
z=z  BI'=  Cr  ;  les  triangles  l'CB ,  FCDS  l'BD',  étant  isoscèles, 
on  aura  les  angles  égaux  I'BC=rCB  ,  rBD'=rD'B ,  rCD, 
sI'D'C.  Mais  les  angles  IVBG+CBA' valent  deux  an^es 
droits ,  ainsi  que  D'CB+BCA'  ;  donc 

D'Br+  l'BC  +  CBA'=  a , 

BCr— rCD'  +  BCA'=:a. 
Ajoutant  les  deux  sommes  et  observant  qu'on  a  rBC=BCI' 
et  D'BI'— rCD'=BDT— l'D'C  =:  CD'B=CA'B,  on  aura 

arBC+GA'B+CBA'+BCA'=4. 
Donc  C A'  B  4-  GB A'+  BCA' — a  (  mesure  de  l'aire  du  trian- 
gle A'BG  )  =  a  —  al'BC  ;  de  sorte  qu'on  a  ain  A'BG  =z  a  — 
a  ang^  l'BC  ;  semblablement  dans  le  triangle  ABC ,  on  au- 
rait aire  ABC  =  a  —  a  angle  IBG.  Or ,  on  a  démontré  qne 
l'angle  FBC  est  plus  grand  que  IBG  i  donc  Taire  A'BG  est 
plus  petite  que  ABC. 
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La  inénte  démonstration  et  la  même  conclusion  auraient  ^S*  ^7^* 
lîcu,  si,  en  prenant  toujours  Tare  CA'  =  C A,  on  faisait 
l'angle  BCA'<BCA;  donc  ABC  est  le  triangle  le  plus  grand 
entre  tous  ceux  qui  ont  deux  côtés  donnés  et  le  troisième  à 
volonté. 

SchoUe  I.  liC  triangle  ABC ,  le  plus  grand  entre  tous  ceux  6g.  241. 
qui  ont  deux  côtés  donnés  CA,  CB,  peut  être  inscrit  dans 
un  demi-cercle  dont  la  corde  du  troisième  côté  AB  sera  le 
diamètre  ;  car  O  étant  le  milieu  de  AB ,  on  a  tu  que  les  dis- 
tances OC,  OB,  sont  égales;  donc  la  circonférence  de  petit 
cercle  décrite  du  point  O  comme  pôle  et  de  Tinteryalle  OB 
passera  par  les  trois  points  A,  B ,  C  Déplus  la  ligne  droite 
BA  est  un  diamètre  de  ce  petit  cercle  \  par  le  centre  qui  doit 
se  trouver  à  la  fois  dans  le  plan  du  petit  cercle  et  dans  le 
plan  de  Tare  de  grand  cercle*  BOA ,  se  trouvera  nécessai-  « 
rement  dans  l'intersection  de  ces  deux  plans  qui  est  la  droite    coi^4« 
BA  y  et  ainsi  BA  sera  un  diamètre. 

II.  Dans  le  triangle  ABC ,  l'angle  C  étant  égal  à  la  somme 
des  deux  autres  A  et  B ,  il  a'ensuit  que  la  somme  des  trois 
angles  est  double  de  Tangle  C.  Mais  celte  somme  est  tou- 
jours plus  grande  que  deux  angles  droits  *  ;  donc  l'angle  C  » 
est  plus  grand  qu'un  droit. 

m.  Si  l'on  prolonge  les  côtés  CB ,  CA ,  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  £  »  le  triangle  BA£  sera  égal  au  quart  de  la  surface 
de  la  sphère.  Car  l'angle  £= C= ABC +CAB;  donc  les 
trois  angles  du  triangle  BA£  équivalent  aux  quatre  ABC  » 
AB£ ,  CAB,  BA£,  dont  la  somme  est  égale  à  quatre  angles 
droiU;  donc  la  surface  du  triangle  BA£*=4  —  a  =  a,  *t4*. 
qui  est  le  quart  de  la  surface  de  la  spbère. 

IV .  n  n'y  aurait  pas  lieu  à  maximum ,  si  la  somme  àt%  deux 
côtés  donnés  CA ,  CB ,  était  égale  ou  plus  grande  que  la 
demi-circonférence  d'un^grand  cercle.  Car  puisque  le  trian* 
gle  ABC  doit  être  inscrit  dans  un  demi-cerde  de  la  sphère , 
la  somme  des  deux  côtés  CA ,  CB ,  sera  moindre  que  la 
demi-circonférence  BCA* ,  et  par  conséquent  moindre  que  la  *  S, 
demi-drconférence  d'un  grand  cercle. 

La  raison  pourquoi  il  n'y  a  pas  de  maximum  ^  lorsque  la 
somme  des  deux  côtes  donnés  est  plus  grande  que  la  demi* 
circonférence  d'un  grand  cercle,  c'est  qu'alors  le  triangle 


&3o  G^OMÉTRIB. 

augmeatc  de  ))lus  en  plus  à  mesure  que  Tangle  compris  par 
les  côtés  donnés  est  plus  grand  ;  enfin ,  lorsque  cet  angle  sera 
^gal  à  deux  droits ,  les  trois  côtés  seront  dans  un  même 
plan ,  et  formeront  une  circonférence  entière  ;  le  triangle 
sphérique  deviendra  donc  égal  à  la  demi -sphère,  mais  il 
cessera  alors  d'être  triangle. 

PROPOSITION  XXVII. 

THjiO&ÂMS. 

De  tous  les  triants  spkériques  formés  avec  un  c6té  donné 
et  un  périmètre  donnée  le  plus  grand  est  celui  dans  lequel 
les  deux  câtés  non  déterminés  sont  égaux, 

fig.  a4a.  Soit  AB  le  côté  donné  commun  aux  deux  triangles  ACB, 
ADB  ,  et  soit  AC-f-CB  =  AD  +  DB  ;  je  dis  que  le  triangle 
isoscèle  ACB ,  dans  lequel  AC  =  CB,  est  plus  grand  que  le 
iion-isoscèle  ADB. 

Car  ces  triangles  ayant  la  partie  commune  AOB ,  il  suffit 
de  faire  voir  que  le  triangle  BOD  est  plus  petit  que  AOC. 
L'angle  CBA  égal  à  GAB  est  plus  grand  que  OAB;  ainsi 

**«•  le  côté  AO  est  plus  grand  que  OB*  ;  prenez  OI=OB,  faites 
OK  =  CD ,  et  joignez  Kl  \  le  triangle  OKI  sera  égal  à  DOB^ 
Si  on  nie  maintenant  que  le  triangle  DOB  ou  son  égal  KOI 
soit  plus  petit  que  OAG ,  il  faudra  qu*il  soit  égal  ou  plus 
grand  ;  dans  Fun  et  Tautre  cas ,  puisque  le  point  I  est  entra 
les  points  A  et  O ,  il  faudra  que  le  point  K  soit  sur  OC  pro- 
longé ,  sans  quoi  le  triangle  OKI  serait  contenu  dans  le 
triangle  CAO  ,  et  par  conséquent  plus  petit.  Gela  posé ,  le 
plus  court  chemin  de  G  en  A  étant  GA ,  on  a  GK  +KI4- 
IA>GA.Maîs  GK=OD— GO,  AI=AO— OB,KI=BD; 
doncOI) — GO+AO — OB+Bp>GA,  et  en  réduisant  AD 
— CB-hBD>GA,  ou  AD-4-BD>AG-4-GB.  Or  cette  iné- 
galité est  contraire  à  Thypothèse  AD  +  BD  =  AC  +  Gfi, 
donc  le  point  K  ne  peut  tomber  sur  le  prolongement  de  OC; 
donc  il  tombe  entre  O  et  G,  et  par  conséquent  le  triangle 
KOI ,  ou  son  égal  ODB ,  est  plus  petit  que  AGO  donc  le 
triangle  isoscèle  ACB  est  plus  grand  que  le  non-isosoèlc  ADB 
de  même  base  et  de  môme  périmètre. 
SçlioUe.  Ces  deux  dernières  proposiiions  soat  analogues 
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aux  propositions  i  et  m  de  Tappendice  au  liv.  rv  ;  ainsi  on 
pent  en  tirer ,  par  rapport  aux  polygones  sphérîqucs ,  les 
conséquences  qui  ont  lieu  pour  les  polygones  rectilignes* 

Void  les  principales  : 

1**  De  tous  les  polygones  sphériques  isopérimètres  et  d*un 
même  nombre  de  côtés,  le  plus  grand  est  un  polygone  équi- 
latéral. 

Même  démonstration  que  pour  la  prop.  II  de  Tappendicc 
au  livre  IV. 

7?  De  tous  les  polygones  sphériques  formés  avec  des  côtés 
donnés  et  un  dernier  à  volonté ,  le  plus  grand  est  celui  qu*on 
peut  inscrire  dans  un  (lemi-cercle  dont  la  corde  du  côté  non 
déterminé  sera  le  diamètre. 

La  démonstration  se  déduit  de  la  prop.  XXYI ,  comme 
on  Ta  vu  dans  la  prop.  lY  de  rappcndtce  cité;  il  faut  pour 
l'existence  du  maximum  ,  que  la  somme  des  c^tés  donnés 
soit  moindre  que  la  dcmi-circonfércncc  d'un  grand  cercle. 

3°  Le  plus  grand  des  polygones  sphériques  formés  avec 
des  côtés  donnés ,  est  celui qu*onpeut  inscrire  dans  un  cercle 
de  la  sphère. 

Même  démons txation  que  pour  la  prop.  VI  de  Tappcndice 
au  livre  IV. 

4®  Le  plus  grand  des  polygones  sphériques  qui  ont  le 
même  périmètre  et  le  même  nombre  de  côtés ,  est  celui  qui 
a  ses  an^s  égaux  et  ses  côtés  égaux. 

C'est  ce  qui  résulte  des  corollaires  i  et  3  qui  précèdent. 

No9a,  Toutes  les  propositions  de  maximum  concernant 
les  polygones  sphériques  s'appliquent  aux  angles  solides 
dont  ces  polygones  sont  la  mesure. 
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APPENDICE  AUX  LIVRES  VI  et  VH. 

LES   POLYÈDRES  RÉGULIERS. 


PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THEOEÂMB. 

Il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers. 

Car  on  a  défini  polyèdres  réguliers  ceux  dont  toutes  l«i 
faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux ,  et  dont  tous  les 
angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  conditions  ne  peu- 
vent avoir  lieu  que  dans  un  petit  nombre  de  cas. 

i'  Si  les  faces  sont  des  triangles  équilatéraux ,  on  peut 
former  chaque  angle  solide  du  polyèdre  avec  trois  angles 
de  ces  triangles ,  on  avec  quatre ,  ou  avec  cinq  :  de  là  naissent 
trois  corps  régidiers ,  qui  sont  le  tétraèdre ,  Toctaêdre ,  et 
l*icosaèdre.  On  n'en  peut  pas  former  nn  plus  grand  nombre 
avec  des  triangles  équilatéraux  ,  car  six  angles  de  ces  tri- 
angles valent  quatre  angles  droits ,  et  ne  peuvent  former 
SI ,  5.  d*angle  solide*. 

2*  Si  les  faces  sont  des  quarrés ,  on  peut  assembler  leurs 
angles  trois  à  trois  ;  et  de  là  résulte  l'hexaèdre  on  cnbe. 

Quatre  angles  de  quarrés  valent  quatre  angles  droits ,  et 
ne  peuvent  former  d*angle  solide. 

3*  Enfin ,  si  le'f  faces  sont  des  pentagones  réguliers ,  on 
pourra  encore  assembler  leurs  angles  trois  à  trois  y  et  il  en 
résultera  le  dodécaèdre  régulier. 

On  ne  peut  aller  plus  loin  ;  car  trou  angles  d'hexagones 
réguliers  valent  quatre  angles  droits ,  et  trois  d'heptagones 
encore  plus. 

Donc  il  ne  pent  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers  | 
trois  formés  avec  des  triangles  équilatéraux ,  un  avec  des 
quarrés ,  et  un  avec  des  pentagones. 

ScàoUe.  On  va  prouver  dans  la  proposition  suivante  que 
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ces  rînq  polyèdres  existent  réellement ,  et  qu'on  peut  en 
déterminer  toutes  les  dimensions  lorsqu'on  connaît  une  de 
leurs  faces.  '^ 

PROPOSITION  II. 

PEOBIiAmB. 

EtMFit  donnée  Pune  des  faces  d* un  polyèdre  réffiUer,  ou 
seulement  son  côté,  construire  le  polyèdre. 

Ce  problème  en  présente  cinq  qui  vont  être  résolus  suc* 
cessiTement. 

Construction  du  tétraèdre* 

Soit  ABC  le  triangle  équilatéral  qui  doit  être  une  des  faces  fig.  941. 
du  tétraèdre  ;  au  point  O ,  centre  de  ce  triangle,  élevez  OS 
perpendiculaire  au  plan  ABC;  terminez  cette  perpendiculaire 
au  point  S ,  de  sorte  que  AS= AB  ;  joignez  SB ,  SC ,  et  la 
pyramide  SABC  sera  le  tétraèdre  requis. 

Car»  à  cause  des  distances  égales  OA ,  OB ,  OC ,  les  obli- 
qiies  SA ,  SB  ,  se ,  s'écartent  également  de  la  perpendicu- 
laire SO  et  sont  égales.  L'une  d'elles  SA  =  AB;  donc  les 
quatre  faces  de  la  pyramide  SABC  sont  des  triangles  égaux 
au  triangle  donné  ABC.  D'ailleurs  les  angles  solides  de  cette 
pyramide  sont  égaux  entre  eux ,  puisqu'ils  sont  formés  clia« 
cnn  ayec  trois  angles  plans  égaux  ;  donc  cette  pyramide  est 
un  tétraèdre  régulier. 

Construction  de  l'hexaèdre, 

Sdt  ABCD  un  quarré  donné  :  sur  la  base  ABCD  constmi-  fig.  144. 
ses  un  prisme  droit  dont  la  hauteur  A£  soit  égale  au  c6té 
AB.  Il  est  dair  que  les  faces  de  ce  prisme  sont  des  quarrés 
égaux ,  et  que  ses  angles  solides  sont  égaux  entre  eux  comme 
étant  formés  chacun  avec  trois  angles  droits  ;  donc  ceprisme 
est  un  Hexaèdre  régulier  ou  cube. 

Construction  de  Voctaêdre. 

Soit  AUB  un  triangle  équilatéral  donné  :  sur  le  c6té  Afi  fig  t4^* 
décriyez  le  quarré  ABCD  ;  au  point  O ,  centre  de  ce  quarré, 
élevez  sur  son  plan  la  perpendiculaire  TS ,  terminée  de  part 
et  d'autre  en  T  et  S,  de  manière  que  OT  =  OS  =  AO 
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joignez  eLâuit«  SA^  SB ,  TA  »  «te. ,  vouft  ftUMs  an  mImU 
SARCDT  ^  composé  de  deux  pjrattides  quadrangulairet 
S ABCD ,  T  ABCD ,  adossées  par  leur  base  commune  ABGD  « 
ce  solide  sera  Toctacdre  régaUer  demandé. 

En  effet,  le  triangle  AOS  est  rectangle  eu  O,  ainsi  qne  le 
triangle  AOD  ;  les  c6téi  AO ,  OS  »  OD ,  sont  égaux  ;  donc 
ces  triangles  sont  égaux ,  donc  AS  =  AD.  On  démontrera 
de  même  que  tons  les  autres  triangles  rectangles  AOT,  BOS, 
COT ,  etc.  ,  sont  égaux  au  triangle  AOD  ;  donc  tous  les 
côtés  AB ,  AS ,  AT,  etc.  sont  égaux  entre  eux ,  et  par  con- 
séquent le  solide  SABCDT  est  compris  sous  huit  trianglei 
égaux  au  triangle  équUatéral  donné  ABM.  Je  dis  de  plus  que 
les  angles  solides  du  polyèdre  sont  égaux  entre  eux  :  par 
exemple,  Tangle  S  est  égal  à  Tangle  B. 

Car  il  est  visible  que  le  triangle  SAC  est  égal  au  triangle 
DAC  ,  et  qu'ainsi  l'angle  ASC  est  droit  ;  donc  la  figure 
SATC  est  un  quarré  égal  au  quarré  ABCD.  Mais  si  on  com- 
pare la  pyramide  BASCT  à  la  pyramide  SABCD ,  la  base 
ASCT  de  la  première  peut  se  placer  sur  la  base  ABCD  de  la 
seconde  ;  alors  le  point  O  étant  un  centre  commun ,  la  hau- 
leur  OB  de  la  première  coïncidera  avec  la  hauteur  OS  de  la 
seconde ,  et  les  deux  pyramides  se  confondront  en  une  seule; 
donc  Tangle  solide  S  est  égal  à  l'angle  solide  B  v  donc  le  so- 
lide SABCDT  est  un  octaèdre  régulier. 

SchoUe.  Si  trois  droites  égales ,  AC ,  BD  »  ST,  sont  per- 
pendiculaires entre  elles  et  se  coupent  dans  leur  milieu ,  les 
extrémités  de  ces  droites  seront  les  sommets  d'un  octaèdre 
régulier. 

Co/utruction  du  dodécaèdre. 

fis.  246.  ^^^  ABCDE  un  pentagone  régulier  donné  ;  soint  ABP, 
CBP ,  deux  angles  plans  ^uz  à  l'angle  ABC  t  aveo  ces  angles 
plans  formea  l'angle  solide  B ,  et  détermine»  par  la  propo- 
sition xxiY,  livre  ▼,  l'inclinaison  mutuelle  de  dciu  de  ces 
plsns ,  inclinaison  que  j'appelle  K.  Formez  semblablemcnt 
aux  points  C,  D,  E,  A,  àt%  angles  solides  égaux  â  Tangle 
solide  B ,  et  situés  de  la  même  manière  :  le  plan  CBP  sera  le 
même  avec  le  plan  BCG ,  puisqu'ils  sont  inclinés  l'un  et 
Tanlj^  de  la  même  quantité  K  sur  le  plan  ABCD.  On  peut 
donc  dans  le  plan  PBCG  décrire  k  pentagone  BCGFP  égel 
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au  pentagone  ABCD£.  Si  on  fait  de  même  dans  chacun  deê 
autres  plans  CDI ,  DEL ,  etc. ,  on  aura  une  surface  convexe 
PFGH ,  etc.  composée  de  six  pentagones  réguliers  égaux  «t 
inclinas  chacun  sur  son  adjacent  de  la  môme  quantité  K. 
Soit  pfffh  ,  etc.  une  seconde  surface  égale  à  PFGH ,  etc. ,  je 
dis  que  ces  deux  surfaces  peuvent  être  réunies  de  manière  à 
ne  former  qu'une  seule  surface  convexe  continue.  En  effet, 
Tangle  op/,  par  exemple,  peut  se  joindre  aux  deux  angles 
OPB ,  BPF ,  pour  faire  un  angle  solide  P  égal  à  Tangle  B  ;  et 
dans  cette  jonction  il  ne  sera  rien  change  à  Tinclinaison  des 
plans  BPF,  BPO ,  puisque  cette  inclinaison  est  telle  qu^ll  le 
faut  pour  la  formation  de  l'angle  solide.  Mais  en  même  temps 
que  Tangle  solide  P  se  forme ,  le  côtéy{/*s 'appliquera  sur  son 
égal  PF,  et  au  point  F  se  trouveront  réunis  trois  angles 
plans  VTGjj?fe,  efg^  qui  formeront  un  angle  solide  égal  à 
chacun  des  angles  déjà  formés  ^  cette  jonction  se  fera  sans 
rien  changer  ni  à  l'état  de  l'angle  P,  ni  à  celui  de  la  surface 
ejgh,  etc.  ;  car  les  plans  PFG,  efp,  déjà  réunis  en  P,  ont 
entre  eux  l'inclinaison  convenable  K,  ainsi  que  les  plans 
efg^  efp.  Continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit 
que  les  deux  surfaces  s'ajusteront  mutuellement  l'une  avec 
Tautre,  pour  ne  former  qu'une  seule  surface  continue  cl  ren*» 
trantc  sur  elle-même  :  cette  surface  sera  celle  d'un  do<lé« 
cnèdre  régulier ,  puisqu'elle  est  composée  de  douze  penta- 
gones réguliers  égaux ,  et  que  tous  ses  angles  solides  sont 
égaux  entre  eux. 

Construction  de  l'icosoédre. 

Soit  ABC  une  de  ses  faces  ;  il  faut  d*abord  former  un 
angle  solide  avec  cinq  plans  égaux  au  plan  AB  C  et  égale-  ^'  ^^^* 
ment  inclinés  chacun  sur  son  adjacent.  Pour  cela ,  sur  le 
côté  B'CS  égal  à  BC,  faites  le  pentagone  régulier  B'Cll'i'D'; 
au  centre  de  ce  pentagone  élevez  sur  son  plan  une  perpendi- 
culaire ,  que  vous  terminerez  en  A'  de  manière  qu«3  B' A'=:r 
B'C  ;  joignez  AX',  A'U' ,  AT ,  A'D' ,  et  l'angle  soUde  A\ 
formé  par  les  cinq  plans  fi'A'C ,  C'A'H',  etc. ,  sera  1  angle 
solide  requis.  Car  les  obliques  A'B' ,  A'C ,  etc.  sont  égales  9 
et  Tune  d'elles  A'B'  est  égale  au  côté  B'C;  donc  tous  le» 
triangles  B'A'C,  C'A'H',  etc.  sont  égaux  entre  eux  et  au 
triangle  donné  ABC* 
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Il  est  visible  d'ailleurs  que  les  plans  B'A'C,  C'A' H',  tUu 
sont  ëgalemeot  inclinés  chacun  sur  son  adjacent  ;  car  les 
angles  solides  B',  C,  etc.  sont  égaux  entre  eux,  puisqu'ils 
sont  formés  chacun  avec  deux  angles  de  triangles  éqnilaté- 
raux  et  un  de  pentagone  régulier.  Appelons  K  l'indinaison 
des  deux  plans  où  sont  les  angles  égaux ,  inclinaison  qu*on 
peut  déterminer  par  la  proposition  xxit,  Ut.  y;  Tangle  K 
Sera  en  même  temps  Tinclinaison  de  chacun  des  plans  qui 
composent  l'angle  solide  A'  sur  son  adjacent. 

Cela  posé,  si  on  fait  aux  points  A,  B,  C ,  des  angles  solides 
égaux  chacun  à  Taiigle  A'  on  aura  une  surface  convexe 
DEFG  ,  etc.  composée  de  dix  triangles  équilatéranx  ,  dont 
chacun  sera  incliné  sur  son  adjacent  de  la  quantité  R;  et  les 
angles  D,  £,  F,  etc.  de  son  contour  réuniront  alternative- 
ment trois  et  deux  angles  de  triangles  équilatéraux.  Imagi- 
nez une  seconde  surface  égale  à  la  surface  DEFG ,  etc.  ;  ces 
deux  surfaces  pourront  s'adapter  mutuellement ,  en  joignant 
chaque  angle  triple  àe  Tune  à  un  angle  double  de  l'autre; 
et ,  comme  les  plans  de  ces  angles  ont  déjà  entre  eux  l'incli- 
naison K  nécessaire  pour  former  un  angle  solide  quintuple 
égal  à  l'angle  A ,  il  ne  sera  rien  changé  dans  cette  jonction  à 
l'état  de  chaque  surface  en  particulier,  et  les  deux  ensemble 
formeront  une  seule  surface  continue ,  composée  de  vingt 
triangles  équilatéraux.  Cette  surface  sera  celle  de  Ticosaèdre 
régulier,  puisque  d'ailleurs  tous  les  angles  solides  sont 
égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  III. 

PROBLÂMB. 

Trouver  ^inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  d*un  po- 
lyèdre régulier. 

Cette  inclinaison  se  déduit  immédiatement  de  la  construc- 
tion qui  vient  d'être  donnée  des  cinq  polyèdres  réguliers;  à 
quoi  il  faut  ajouter  la  proposition  xxrv ,  liv.  v,  par  laquelle 
étant  donnés  les  trois  angles  plans  qui  forment  un  angle 
solide ,  on  détermine  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font 
entre  eux. 
6g.  «43,       Dans  le  tétraèdre.  Chaque  angle  solide  est  formé  de  trois 
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angles  de  triangles  ëquilatëraux  :  il  faut  donc  chercher  par 
le  problème  cité  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre 
eux ,  cet  angle  sera  rindinaison  de  deux  faces  adjacentes 
du  tétraèdre. 

Don/  Vhexaèdre.  L'angle  de  deux  faces  adjacentes  est  un  lig.  344. 
angle  droit. 

Dans  Voctaèdre.  Formes  un  angle  solide  avec  deux  an-  fig.  145. 
gles  de  triangles  ëquilatëraux  et  un  angle  droit  ;  rindinai- 
son des  deux  plans  ou  sont  les  angles  des  triangles  sera 
celle  de  deux  faces  adjacentes  de  l'octaèdre. 

Dans  le  dodécaèdre.  Chaque  angle  solide  est  forme  aTCC  fig.  «40. 
trois  angles  de  pentagones  réguliers^  ainsi  l'inclinaison  des 
plans  de  deux  de  ces  angles  sera  celle  de  deux  faces-adja- 
centes du  dodëcaèdre. 

Dans  Vicosaèdre,  Formez  un  angle  solide  avec  deux  an*   fig.  147. 
gles  de  triangles  ëquilatëraux  et  un  angle  de  pentagone  ré- 
gulier ,  l'inclinaison  des  deux  plans  où  sont  les  angles  des 
triangles  sera  celle  de  deux  faces  adjacentes  de  Ticosacdre* 

PROPOSITION  IV. 

PaOBLâMB. 

Etant  donné  le  côté  d'un  polyèdre  régulier  ^  trouver  le 
rayon  de  la  spfière  insente  et  celui  de  la  sphère  circon- 
scrite au  polyèdre. 

Il  faut  d'abord  démontrer  que  tout  polyèdre  régulier  peut   fig.  948. 
être  inscrit  dans  la  sphère ,  et  qu'il  peut  lui  être  drconscrit. 

Soit  Afi  le  c6té  commun  à  deux  faces  adjacentes  ;  soient 
C  et  £  les  centres  de  ces  deux  faces ,  et  CD ,  FJ),  les  perpendi- 
culaires abaissées  de  ces  centres  sur  le  côté  commun  AB , 
lesquelles  tomberont  au  point  D,  milieu  de  ce  côté.  Les  deux 
pei*pendiculaircs  CD ,  DE ,  font  entre  elles  un  angle  connu , 
qui  est  égal  à  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes,  déter» 
minée  par  le  problème  précédent.  Or  si,  dans  le  plan  CDE, 
perpendiculaire  à  AB ,  on  mène  sur  CD  et  £D  les  perpendi- 
culaires indéfinies  CD  et  £0,  qui  se  rencontrent  en  O,  je 
dîs  que  le  point  O  sera  le  centre  de  la  sphère  inscrite  et 
celui  de  la  sphère  circonscrite  ;  le  rayon  de  la  première 
étant  OC,  et  celui  de  la  seconde  OA. 
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En  effet ,  puisque  les  apothèmes  CD ,  DE ,  sont  égales,  el 
^liypoténuse  DO  commune ,  le  triangle  rectangle  CDO  est 

*i8,i.  égal  au  triangle  rectangle  ODE  *  et  la  perpendiculaire  OC 
est  égale  à  la  perpendiculaire  0£.  Mais  AB  étant  perpendi- 
culaire au  plan  CDE ,  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 

'ï7,  5.  CDE* ,  ou  CDE  à  ABC  ;  d'ailleurs  CO ,  dans  le  plan  CDE^ 
est  perpendiculaire  a  CD ,  intersection  commune  des  plans 

*j8,  5.  CDE ,  ABC  ;  donc  CO  *  est  perpendiculaire  au  plan  ABC. 
Par  la  même  raison  EO  est  perpendiculaire  au  plan  ABE  ; 
donc  les  deux  perpendiculaires  CO ,  £0 ,  menées  aux  plans 
de  deux  faces  adjacentes  par  les  centres  de  ces  faces ,  se 
rencontrent  en  un  môme  point  O  et  sont  égales.  Supposons 
maintenant  que  ABC  et  ABE  représentent  deux  autres  faces 
adjacentes  quelconques ,  l'apothème  CD.  restera  toujours  de 
la  même  grandeur ,  ainsi  que  l'angle  CDO,  moitié  de  CDE; 
donc  le  triangle  rectangle  CDO  et  son  côté  CO  seront  égaux 
pour  tontes  les  faces  du  polyèdre  ;  donc,  si  du  point  0 
comme  centre  et  du  rayon  OC  on  décrit  une  sphère,  cette 
sphère  touchera  toutes  les  faces  du  polyèdre  dans  leurs 
ceiitres  (car  les  plans  ABC  ,  ABE ,  seront  perpendiculaires 
à  Textréraité  d'un  rayon) ,  et  la  sphère  sera  inscrite  dans  le 
polyèdre,  ou  le  polyèdre  circonscrit  à  la  sphère. 

Joignez  OA,  OB;  à  cause  de  CA  :=  CB ,  les  deux  obliques 
OA,  OB,  s'écartant  également  de  la  perpendiculaire,  seront 
égales  ;  il  en  sera  de  même  de  deux  autres  lignes  quelcon- 
ques menées  du  centre  O  aux  extrémités  d'un  même  côté; 
donc  tontes  ces  lignes  sont  égales  entre  elles  ;  donc  si  da 
point  O  comme  centre  et  du  rayon  OA  on  décrit  nne  sur- 
face sphérique  ,  cette  surface  passera  par  les  sommets  de 
ions  les  angles  solides  du  polyèdre,  et  la  sphère  sera  cir- 
conscrite au  polyèdre  ou  le  polyèdre  inscrit  dans  la  sphère. 
Cela  posé ,  la  solution  du  problême  proposé  n'a  plus  au- 
cune difficulté,  et  peut  s'effectuer  ainsi  : 

0S«a49»  Étant  donné  le  côté  d'une  face. du  polyèdre,  décrives 
cette  face ,  et  soit  CD  son  apothème.  Cherchez  par  le  pro- 
blême précédent  Tinclinaison  de  deux  faces  adjacentes  da 
polyèdre ,  et  faites  l'angle  CDE  égal  à  celte  inclinaison. 
Prenez  DE  égale  à  CD  ^  menez  CO  et  £0  perpendiculaires 
^  CD  et  £D;  ces  deux  perpendiculaires  le  rencontreront 
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en  un  point  O,  et  CO  sera  le  rayon  de  la  sphère  inscrit 
dans  le  polyèdre. 

Sur  le  prolongement  de  DC  prenez  CA  égale  au  rayon 
du  cercle  eiroonscrit  k  une  face  du  polyèdre ,  et  OA  ser 
le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  même  polyèdre. 

Car  les  triangles  rectangles  CDO^  CAO,  delà  lîg.  249 
sont  égaux  aux  triangles  de  m6ne  nom  dans  la  figure  S148  : 
ainsi,  tandis  que  CD  et  CA  sont  les  rayons  des  cercles  in- 
scrit et  circonscrit  à  une  face  du  polyèdre,  OC  et  OA  sont 
les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite  au  même  po- 
lyèdre. 

Schobe.  On  peut  tirer  des  propositions  précédentes  plu- 
iieurs  conséquences. 

I®  Tout  polyèdre  régulier  peut  être  partagé  en  autant  de 
pyramides  régulières  que  le  polyèdre  a  de  faces  :  le  sommet 
commun  de  ces  pyramides  sera  le  centre  du  polyèdre,  qui 
est  en  même  temps  celui  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

a^  La  solidité  d'un  polyèdre  régulier  est  égale  à  sa  surface 
multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

3^  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  nom  sont  deux  so- 
lides semblables,  et  leurs  dimensions  homologues  sont  pro- 
portionnelles; donc  les  rayons  des  sphères  inscrites  ou  cir- 
conscrites sont  entre  eux  comme  les  côtés  de  ces  polyèdres^ 

4®  Si  on  inscrit  un  polyèdre  régulier  dans  une  sphère^ 
les  plans  menés  du  centre  le  long  àt%  différents  côtés  par- 
tageront la  surface  de  la  sphère  en  autant  de  polygones 
aphériques  égaux  et  semblable»  que  le  polyèdre  a  de  faces* 


LIVRE  VIII.  . 

LES  TROIS  CORPS  RONDS. 


DEFINITIONS. 

6g.  »5o.  1.  (j  w  appelle  cylindre  le  solide  produit  par  la  réro- 
lutioD  d'un  rectangle  ABGD,  qu'on  imagine  tourner 
autour  du  côté  immobile  AB. 

Dans  ce  mouvement  les  côtés  AD,  BC,  restant 

toujours  perpendiculaires  à  AB,  décrivent  des  plans 

,   circulaires   égaux  DHP,   CGQ,   qu'on   appelle  les 

bases  du  cylindre  y  et  le  côté  CD  en  décrit  la  surface 

coni^exe, 

La  ligne  immobile  AB  s'appelle  Vaxe  du  cylindre. 

Toute  section  KLM,  faite  dans  le  cylindre  perpen- 
diculairement à  l'axe,  est  un  cercle  égal  à  chacune 
des  bases  :  car  pendant  que  le  rectangle  ABCD 
tourne  autour  de  AB,  la  ligne  IK,  perpendiculaire  à 
AB,  décrit  un  plan  circulaire  égal  à  la  hase,  et  ce 
plan  n'est  autre  chose  que  la  section  faite  pei'pendi- 
culairement  à  Taxe  au  point  I. 

Toute  section  PQ6H,  faite  suivant  l'axe,  est  un 
rectangle  double  du  rectangle  générateur  ABCD. 
fig.aSc.       IL  On  appelle  cône  le  solide  produit  par  la  révo- 
lution du  triangle  rectangle  SAB ,  qu'on  imagine  tour* 
ner  autour  du  côté  immobile  SA. 

Dans  ce  mouvement  le  côté  AB  décrit  un  plan  cir- 
culaire BDGE,  qu'on  appelle  la  base  du  cône,  et  l'hy- 
poténuse SB  en  décrit  la  surface  convexe. 

Le  point  S  s  appelle  le  sommet  du  cône,  SA  Paxe 
ou  la  hauteur,  et  SB  le  côté  ou  Papothems. 

Toute  section  HKFI,  faite  perpendiculairement  à 
l'axe,  est  un  cercle;  toute  section  SDE,  faite  sui« 
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▼ani  Taxe^  est  un  triangle  isoscèle  double  du  triangle 
générateur  SAB. 

IIL  Si  du  cône  SCDB  on  retranche ,  par  une  sec- 
tion parallèle  à  la  base,  le  cône  SFKH,  le  solide  res- 
tant CBHF  s'appelle  .cône  tronqué  ou  tronc  dç  cône. 

On  peut  supposer  quHl  est  décrit  par  la  révolution 
du  trapèze  ABHG,  dont  les  angles  A  et  G  sont  droits , 
autour  du  côté  AG.  La  ligne  immobile  AG  s'appelle 
taxe  ou  la  hauteur  du  tronc  ^  les  cercles  BDC,  ÏIFK , 
en  sont  les  bases,  et  BH  en  est  le  coté. 

IV.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  sont  semblables 
lorsque  leurs  axes  sont  entre  eux  comme  les  diamètres 
de  leurs  bases. 

V.  Si,  dans  le  cercle  AGD  qui  sert  de  base  à  un  fig.  aSa. 
cylindre,  on  inscrit  un  polygone  ABCDE,  et  que  sur 

la  base  ABCDË  on  élève  un  prisme  droit  égal  en 
liauteur  au  cylindre,  le  piîsme  est  dit  inscrit  dans  le 
cylindre  j  ou  le  cylindre  circonscrit  au  prisme. 

Il  est  clair  que  les  arêtes  AF ,  B6 ,  CH ,  etc.  du 
prisme,  étant  perpendiculaires  au  plan  de  la  base, 
sont  comprises  dans  la  surface  convexe  du  cylindre; 
donc  le  prisme  et  le  cylindre  se  touchent  suivant  ces 
arêtes. 

YI.  Pareillement ,  si  ABGD  est  un  polygone  circon-  Sg.  «53. 
scrit  à  la  base  d'un  cylindre,  et  que  sur  la  base  ABCD 
on  construise  un  prisme  droit  égal  en  hauteur  au  cy-^ 
lindre,  le  prisme  est  dit  circonscrit  au  cjrlindre,  ou  le 
cylindre  inscrit  dans  le  prisme. 

Soient  M,  N,  etc.  les  points  de  contact  des  côtés 
AB,  BC,  etc.  et  soient  élevées  par  les  points  M,  N, 
etc.  les  perpendiculaires  MX,  NY,  etc.  au  plan  de  la 
base;  il  est  clair  que  ces  perpendiculaires  seront  à-la- 
fois  dai^  la  surface  du  cylindre  et  dans  celle  du  prisme 
circonscrit;  donc  elles  seront  leurs  lignes  de  contact. 

Jf.  B.  Va  oyliodre ,  1«  cAim  ,  et  la  tphèit ,  lont  Ici  fiMr  jmpi  Ton^t 
4ont  Qa  •*oecope  dam  Ici  éUmcnU. 
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Lemmes  préliminaires  sur  lès  surfaces. 

£g.  254,  ^^^  surface  plane  OABCD  est  plus  petite  que 
toute  autre  surface  PABCD  ^  terminée  au  même 
contour  ABCD. 

Cette  proposition  est  assez  évidente  pour  être  ran« 
gée  au  nombre  des  axiomes;  car  on  pourrait  suppo- 
ser que  le  plan  est  parmi  les  surfaces  ce  que  la  Ligne 
droite  est  parmi  les  lignes  :  la  ligne  droite  est  la  plus 
courte  entre  deux  points  donnés,  de  même  le  plan 
est  la  surface  la  plus  petite  entre  toutes  celles  qui  ont 
un  même  contour.  Cependant  comme  il  convient  de 
réduire  les  axiomes  au  plus  petit  nombre  possible, 
voici  un  raisonnement  qui  ne  laissera  aucun  doute 
sur  cette  proposition. 

Une  surface  étant  une  étendue  en  longueur  ^  en 
largeur,  on  ne  peut  concevoir  qu'une  surface,  soit 
.  plus  grande  qu  ime  autre,  à  moins  que  les  dimensions 
de  la  première  n'excèdent  dans  qu^elques  sexx^  celles 
de  la  seconde;  et  s'il  arrive  que  les  dimensions  d'une 
surface  soient  en  tous  sens  plus'petites  que  les  dimen- 
sions d'une  autre  surface^  il  est  évident  que  la  pre* 
mière  surface  sera  la  plus  petite  des  deux.  Or,  dans 
quelque  sen?  qu'on  fasse  passer  le  plan  BPD ,  qui  cou- 
pera la  surface  plane  suivant  BD,  et  l'autre  surface 
suivant  BPD ,  la  ligne  droite  BD  sera  toujours  plus 
petite  que  BPD  ;  donc  la  surface  plane  OABGD  est 
plus  petite  que  la  surface  environnante  PABCD« 

II. 

fig.  a55.  Toute  surface  convexe  OABCD  est  moindre 
qu^une  autre  surface  quelconque  qui  em^oppe» 
raii  ia  pretnivi^  en  s'appujrant  sur  le  métne  c^n^ 
tour  ABCD, 


NouB  tëpëterons  ici  que  nous  entendons  par  iwr-  -  j 
face  coTwtxe  une  surface  qui  ne  peut  être  rencontrée 
par  une  ligne  droite  en  plus  de  deux  points  :  et  ce» 
pendant  il  est  possible  qu'une  ligne  droite  s'applique 
exadtement  dans  un  certain  sens  sur  une  surface 
convexe;  on  en  voit  des  exemples  dans  les  surfaces 
du  cône  et  du  cylindre.  Nous  obsei*verons  aussi  que 
la  dénoBÛnation  de  surface  convexe  n'est  pas  bornée 
aux  seules  surfaces  courbes  ;  elle  comprend  lei;  sur«> 
faces  polyédrales  ou  composées  de  plusieurs  plans^ 
et  aussi  les  surfaces  en  partie  courbes ,  en  partie  po*- 
lyédrales* 

Cela  posé,  si  la  surface  OÀBCD  n'est  pas  plus 
petite  que  toutes  celles  qui  l'enveloppent,  soit  parmi 
celles-ci  PÂBCD  la  surface  la  plus  petite  qui  sera  au 
plus  égale  à  OABCD.  Par  un  point  quelconque  0, 
faites  passer  un  plan  qui  touche  la  surface  OABCD 
sans  la  couper;  ce  plan  rencontrera  la  surface  PABCD, 
et  la  partie  qu  il  en  retranchera  sera  plus  grande  que 
le  plan  t^rmiiié  à  la  même  sujface^  :  donc,  en  çon-  *]em.i; 
servant  le  reste  de  la  surface  PABCD,  on  pourrait 
substituer  le  plan  à  la  partie  retranchée,  et  on  aurait 
une  nouvelle  surfiifce  qui  envelopperait  toujours  la  sur-  .  * 
face  OABCD ,  et  qui  serait  plus  petite  que  PABCD. 

Mais  celle-ci  est  la  plus  petite  de  toutes  par  hypo- 
thèse; donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister,  donc 
la  surface  convexe  OABCD  est  plus  petite  que  toute 
autre  surface  qui  envelopperait  OABCD,  et  qui  serait 
terminée  au  même  contour  ABCD. 

Scholie*  Par  un  raisonnement  entièrement  semblable 
on  prouvera, 

I*  Que,  si  une  surface  convexe  terminée  par  deux  69.  sMj 
iM>ntours  ABC ,  D£F ,  est  enveloppée  par  une  autre 
surface  quelconque  terminée  aux  nièmes  contoursi 
\^  %\3i3&9M  enTeloppée  ^ra  la  plus  petite  «les  «kux. 

16. 
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fig.957.  2^  Que  y  si  une  surface  convexe  AB  est  enveloppée 
de  toutes  parts  par  une  autre  surface  MN,  soit  qu^elles 
aient  des  points ,  des  lignes  ou  des  plans  communs^ 
soit  qu'elles  n*aient  aucun  point  de  commun ,  la  sur- 
face enveloppée  sera  toujours  plus  petite  que  la  surface 
enveloppante. 

Car  parmi  celles-*ci  il  ne  peut  y  en  avoir  aucune 
qui  soit  la  plus  petite  de  toutes,  puisque  dans  tous  les 
•cas  on  pourrait  toujours  mener  le  plan  CD  tangent 
à  la  surface  convexe ,  lequel  plan  serait  plus  petit 

*iem.t.  que  la  surface  GMD^;  et  ainsi  la  surface  CND  serait 
plus  petite  que  MN,  ce  qui  est  contraire  à  Thypotlièse 
que  MN  est  la  plus  petite  de  toutes.  Donc  la  sur&ice 
convexe  AB  est  plus  petite  que  toutes  celles  qui  Ten* 
veloppent, 

PROPOSITION   PREMIÈRE 

TRBOaâMB. 

La  solidité  d'un  cylindre  est  égale  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Ag.  ftSS.,  Soit  CA  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  donné, 
H  sa  hauteur;  représentons  par  siirf.  CA  la  sur&ce 
du  cercle   dont   le  rayon   est  CA  ;  je  dis  que   la 

,.  solidité    du    cylindre    sera   surf.   CA  X  H.    Car ,  si 

surf.  CAxH  n'est  pas  la  mesure  du  cylindre  donné, 
ce  produit  sera  la  mesure  d'un  cylindre  plus  grand 
ou  plus  petit.  Et  d'abord  supposons  quil  soit  la 
mesure  d'un  cylindre  plus  petit,  par  exemple,  du 
cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Circonscrivez  au  cercle  dont  le  rayon  est  CD,  un 

polygone  régulier  GHIP,  dout  les  côtés  ne  rencon- 

♦lu,  4.    trent  pas  la  circonférence  dont  CA  est  le  rayon  *  ; 

imaginez  ensuite  un  prisme  droit  qui  ait  pour  base  le 
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polygone  GUIP,  et  pour  hauteur  H^  lequel  prisme 
sera  circonscrit  au  cylindre  dont  CD  est  le  rajon  de 
la  base.  Cela  posé,  la  solidité  du  prisme^  est  égale  à 
sa  base  6HIP,  multipliée  par  la  hauteur  H;  la  base 
GHIP  est  plus  petite  que  le  cercle  dont  GA  est  l€{ 
rayon  :  donc  la  solidité  du  prisme  est  plus  petite  que 
5w/,  CAxH.  Mais  surf.  CAxH  est,  par  hypothèse» 
la  solidité  du  cylindre  inscrit  dans  le  prisme;  donc 
le  prisme  serait  plus  petit  que  le  cylindre  :  or ,  au 
contraire^  le  cylindre  est  plus  petit  que  le  prisme  y 
puisqu^il  y  est  contenu  ;  donc  il  est  impossible  que 
surf.  CAxH  soit  la  mesure  du  cylindre  dont  CD 
est  le  rayon  de  la  base  et  H  la  hauteur;  ou,  en  termes 
plus  généraux ,  le  produit  de  la  base  d'un  cylindre 
par  sa  hauteur  ne  peut  mesurer  un  cjrlindre  plus 
petit. 

Je  dis  en  second  lieu  que  ce  même  produit  ne  peut 
mesurer  un  cylindre  plus  grand:  car,  pour  ne  pas 
multiplier  les  figures ,  soit  CD  le  rayon  de  la  base  du 
cylindre  donné,  et  soit,  s'il  est  possible ,  surf.  CD  X  H 
la  mesure  dun  cylindre  plus  grand,  par  exemple, 
du  cylindre  dont  CA  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Si  on  fait  la  même  construction  que  dans  le  premier 
cas,  le  prisme  circonscrit  au  cylindre  donné  aura 
pour  mesure  GHIP  X  H  :  Taii'e  GHIP  est  plus  grande 
que  surf.  CD  ;  donc  la  solidité  du  prisme  dont  11 
s'agit  est  plus  grande  que  surf  CD  X  H  :  le  prisme 
serait  donc  plus  grand  que  le  cylindre  de  même  hau- 
teur qui  a  pour  base  surf.  CA.  Or,  au  contraire,  le 
prisme  est  plus  petit  que  le  cylindre,  puisqu^il  y  est 
contenu  ;  donc  il  est  impossible  que  la  base  d*an  cjr^ 
lindre  multipliée  par  sa  luiuteur  soit  la  mesure  d'un 
cylindre  plus  grand. 

Donc  enfin  la  solidité  d'un  cylindre  est  égale  au 
produit  de  sa  bfise  par  sa  hfititf^urf 
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Corollaire  h  Le5  cylindres  de  m^me  Lauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases,  et  les  cylindres  de 
même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  II.  Les  cylindres  semblables  sont  comme 
les  cubes  des  hauteurs,  ou  comme  les  cubes  des  dia* 
mètres  des  bases.  Car  les  bases  sont  comme  les  quarrés 
de  leurs  diamètres  ;  et  puisque  les  cylindres  sont 
semblables,  les  diamètres  des  bases  sont  comme  les 
»dë/.4<  hauteui's*  :  donc  les  bases  sont  comme  les  quarrés 
des  hauteurs  ;  donc  les  bases  multipliées  par  les  hau* 
teurs,  ou  les  cylindres  eux-mêmes,  sont  comme  les 
cubes  des  hauteurs. 

SchoUe.  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre, 
*  11,  4.   H  sa  hauteur,  la  surface  de  la  base  sera  'JrR*  *,  et  la 
solidité  du  cylindre  sera  ttR'  X H,  ou  iîR'H. 

PROPOSITION  II. 

'    LE  M  ME. 

La  surface  con^^exe  d'un  prisme  droit  est  égale 
au  périmètre  de  sa  base  multiplié  par  sa  hauteur. 

H'  2^2.  Car  cette  surface  est  égale  à  la  somme  des  rectangles 
AFGB,  DGHC,  GHID,  etc.  dont  elle  est  composée: 
or  les  hauteurs  AF,  BG,  CH,  etc.  de  ^e&  rectangles 
sont  égales  à  la  hauteur  du  prisme;  leurs  bases  AB, 
BC,  CD,  etc.  prises  ensemble,  font  le  périmètre  de  la 
base  du  prisme.  Donc  la  somme  de  ces  rectangles  ou 
la  surface  convexe  du  prisme  est  égale  au  périmètre  de 
sa  b^e  multipiié  par  sa  hauteur. 

Corollaire,  Si  deux  prismes  droits  ont  la  même 
hauteur,  les  surfaces  convexes  de  ces  prismes  seront 
filtre  elles  comme  les  Ejérimètres  de  leurs  bases. 


PROPOSITION    ÏII; 

La  surface  convexe  du  cylindre  est  plus  grande 
yu6  la  surface  convexe  de  toutpîisnie  inscrit^  et 
plus  petite  que  la  surface  convexe  de  tout  prisme 
circonscrit. 

Car  l^.«ui&c6  convexe  du  cylindre  et  celle  du  fig.sSa. 
pri&oie  io^ciit  ABCDEF  peuvent  être  considérées 
comme  ayant  même  longueur,  puisque  toute  section 
faite  dans  lune  et  dans  l'autre  parallèlement  à  AF 
est  égale  à  AF  ;  et  si  pour  avoir  les  largeurs  de  ces 
surfaces  on  les  coupe  par  des  plans  parallèles  à  la 
ba$e  ou  perpendiculaires  à  larâte  AF,  les  sections 
seront  égales,  Tuno  à  la  circonférence  de  la  base> 
lautre  au  contour  du  polygone  ABCDE  plus  petit 
que  cette  circonférence  :  donc  ,  puisqu'à  longueur 
égale  la  .^argeur  de  la  surface  cylindrique  est  plus 
grande  que  celle  de  la  surface  prismatique,  il  s  en- 
suit que  la  première  surface  est  plus  grande  que  U 
seconde. 

Par  un  raisonnement  entièrement  semblable  on  A^.  263. 
prouvera  que  la  surface  convexe   du  cylindre   est 
plus   petite  que   celle   de   tout  prisme   circonscrit 
BCDKLH. 

PROPOSITION   IV/ 

vnB0R.âiis. 

La  surface  convexe  d*un  cylindre  est  égale  à 
la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  sa 
hauteur. 

Soit  CA  le  rayon  de  la  ba^e  du  cylindre  donné,  fi«r. ^ss, 
H  sa   hauteur  ;  si  on   représente   par  cire.  CA  la 
ejrconférence  qui  a  jpour  rayon  CA  ,  je  dis   que 
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cire.  CAx  H  Mra  la  surfisice  coiiTexe  de  ce  cylindre. 
Car ,  si  on  nie  cette  proposition ,  il  faudra  que 
cire.  CA  X  H  soit  la  surface  d'un  cylindre  plus  grand 
ou  plus  petit;  et  d*abord  supposons  quelle  soit  la 
«urface  d'un  cylindre  plus  petit,  par  exemple,  du 
cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Circonscrivez  au  cercle  dont  le  rayon  est  CD  un 
polygone  régulier  6HIP ,  dont  les  côtés  ne  rencon« 
trent  pas  la  circonférence  qui  a  CA  pour  rayon  ;  ima- 
ginez ensuite  un  prisme  droit  qui  ait  pour  hauteur 
H,  et  pour  base  le  polygone  6HIP,  La  surface  con* 
Tcxe  de  ce  prisme  sera  égale  au  contour  du  polygone 
s.  6HIP  multiplié  par  la  hauteur  H  ^  :  ce  contour  est 
plus  petit  que  la  circonférence  dont  le  rayon  est 
CA;  donc  la  surface  convexe  du  prisme  est  plus  petite 
que  cire.  CA  X  H.  Mais  cire.  CA  X  H  est ,  par  hypo« 
thèse,  la  siuface  convexe  du  cylindre  dont  CD  est  le 
rayon  de  la  base ,  lequel  cylindre  est  inscrit  dans  le 
prisme  ;  donc  la  surface  convexe  du  prisme  serait  plus 
petite  que  celle  du  cylindre  inscrit.  Or,  au  contraire, 
'S.  elle  doit  être  plus  grande^  ;  donc  Thypothèse  doii 
l'on  est  parti  est  absurde:  donc,  i^  la  circonférence 
de  la  base  d^un  cylindre  multipliée  par  sa  hauteur 
ne  peut  mesurer  la  surface  connexe  d^un  cylindre 
plus  petit. 

Je  dis  en  second  lieu  que  ce  même  produit  ne  peut 
mesurer  la  surface  dun  cylindre  plus  grand.  Car, 
pour  ne  pas  changer  de  figure ,  soit  CD  le  rayon  de 
la  base  du  cylindre  donné,  et  soit,  s*il  e$t  possible, 
cwc.  CDxH  la  surface  convexe  d'un  cylindre  qui, 
avec  la  même  hauteur,  aurait  pour  base  un  cercle 
plus  grand,  par  exemple,  le  cercle  dont  le  rayon  est 
CA.  On  fera  la  même  construction  que  dans  la  pre- 
mière hypothèse,  et  la  sur&ce  convexe  du  prisme 
sera  toujours  égale  au  contour  du  polygone  GHIP 
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multiplié  par  la  hauteur  H.  Mais  ce  contour  est  plus 
grand  que  cire.  CD;  donc  la  surface  du  prisme  serait 
plus  grande  que  cire.  GDxH  y  qui,  par  hypothèse, 
est  la  surface  du  cjlindre  de  même  hauteur  dont  CA 
est  le  rayon  de  la  base.  Donc  la  surface  du  prisme 
écrait  plus  grande  que  celle  de  ce  cylindre.  Mais, 
quand  même  le  prisme  serait  inscrit  dans  le  cylindre , 
sa  surface  serait  plus  petite  que  celle  du  cylindre  *  ;  *  1 
à  plus  forte  raison  .est -elle  plus  petite  lorsque  le 
prisme  ne  s  étend  pas  jusqu'au  cylindre.  Donc  la  se« 
conde  hypothèse  ne  saurait  avoir  lieu;  donc  a^  la 
circonférence  de  la  base  d^un  cylindre  multipliée  par 
sa  hauteur  ne  peut  mesurer  la  surface  d*un  cjlindre 
plus  grand. 

Donc  enGn  la  surface  conrexe  dun  cylindre  est 
égale  à  la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  sa 
hauteur. 

PROPOSITION    V. 

THBOAâMB. 

La  solidité  d^un  cône  est  égale  au  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Soit  SO  la  hauteur  du  cane  donné,  AO  le  rayon  fig.  359. 
de  la  base;  si  on  désigne  par  surf.  AO  la  surface  de 
la  base ,  je  dis  que  la  solidité  de  ce  cône  sera  égale  à 
5tf^A0xiS0. 

En  effet,  supposons  i  ^  que  surf.  AO  X  ^  SO  soit  la 
solidité  d'un  cône  plus  grand,  par  exemple,  du  cône 
dont  SO  est  toujours  la  hauteur ,  mais  dont  OB ,  plus 
grand  que  AO ,  est  le  rayon  de  la  base. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  AO  circonscrivez  un 
polygone  régulier  MNPT  qui  ne  rencontre  pas  la 
circonférence  dont  le  rayon  est  OB  *  ;  imaginez  ei^  *  10, 4* 
suite  ime  pyramide  qui  ait  pour  base  le  polygone 
et  pour  sommet  le  point  S.  La  solidité  do  cette  py« 
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^19,6.  ramide*  est  égale  à  Taire "^u  polygone  MNPT  mul- 
tipliée par  le  liers  de  la  hauteur  SO.  'Mais  le  poly- 
gone est  pliis  grand  que  le  cercle  inscrit  représente 
par  swf.  AO  ;  donc  la  pyramide  est  plua  grande 
que  surf.  AO  X-^SO ,  qui  ^  par  hypothèse ,  est  la  me- 
sure du  cône  dont  S  est  le  sommet  et  OB  le  rayon  de 
la  base.  Or ,  au  contraire,  la  pyramide  est  plus  petite 
que  le  cône,  puisqu'elle  y  est  contenue;  donc  i^  il 
est  impossible  que  la  base  d'un  cône  multipliée  par 
le  tiers  de  sa  hauteur  soit  la  mesure  d'un  cône  plus 
grand. 

Je  dis  a^  que  ce  mAme  produit  ne  peut  être  la  me* 
sure  d'im  cône  plus  petit.  Car,  pour  ne  pas  changer 
de  figure,  soit  OB  le  rayon  de  la  base  du  cône  don- 
né,  et  soit,  s  il  est  possible ,  ^zi^.  OBX7SO  la  soli- 
dité du  cône  qui  a  pour  hauteur  SO  et  pour  base  le 
cercle  dont  AO  est  le  rayon.  On  fera  la  môme  con* 
struction  que  ci-dessus ,  et  la  pyramide  SMNPT  aura 
pour  mesure  Faire  MNPT  multipliée  par  \  SO.  Mais 
Taire  MNPT  est  plus  petite  que  surf.  OB;  donc  la 
pyramide  aurait  une  mesure  plus  petite  que  surj. 
OB  X  ^  SO ,  et  par  conséquent  elle  serait  plus  petite 
que  le  cône  dont  AO  est  le  rayon  de  la  base  et  SO  la 
hauteur.  Or,  au  contraire,  la  pyra<nide  est  plus  grande 
que  le  cône,  puisque  le  cône  y  est  contenu;  donc  a* 
il  est  impossible  que  la  base  d*un  cône  multipliée  par 
le  tiers  de  sa  hauteur  soit  la  mesure  d*un  cône  plus 
petit. 

Doue  enfin  la  solidité  dun  cèno  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Corollaire,  Un  cône  est  le  tiers  d'un  cylindre  de 
même  base  et  de  même  hauteur  ;  d  où  il  suit , 

1^  Que  les  cônes  d'égales  hauteurs  sont  entre  eux 
isomnie  letu's  bases  ; 

vl!"  Que  les  cônes  de  bases  égales  sont  entre  eux 
eommo  leurs  hauteurs; 


iivEE    viiu  aSi 

3^  Que  les  cônes  semblables  sont  comme  les  cubes 

des  diamètres  de  leurs  bases,  ou  comme  les  cubes  de 

leurs  hauteurs. 

Scholie.  Soit  II  le  rayon  de  la  base  d'un  cône ,  H 

sa  hauteur;  la  solidité  du  cône  sera  irR*  X  jH  ou 

ixtt'IL 

PROPOSITION  VL 

THiORBMB. 

Le  cône  tronqué  ADÈB,  dont  AO^  DP  sont  les  '^s-*^ 
rayons  des  bases  et  PO  la  hauteur ,  a  pour  me- 

surekr..  OP.  (Â0V.DP  + AO  x  DP). 

Soit  TFGH  une  pyramide  triangulaire  de  môme 
hauteur  que  le  cône  SAB,  et  dont  la  base  FGH  soit 
ë(piiyalente  à  la  base  du  cône.  On  peut  supposer  que 
ces  deux  bases  sont  placées  sur  un  même  plan  ;  alors 
les  soromots  S  et  T  seront  à  égales  distances  du  plan 
des  bases,  et  le  plan  £PD  prolongé  fera  dans  la  pyra- 
mide la  section  IKL.  Or  je  dis  que  cette  section  IKL 
est  équÎTalente  à  la  base  DE;  car  les  bases  AB,  DE, 
sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  rayons  AO , 
DP*,  ou  comme  les  quarrés  des  hauteurs  SO,  SP;  *"»4' 
les  triangles  FGH,  IKL,  sont  entre  eux  comme  les 
quarrés  de  ces  mêmes  hauteun^;  donc  les  cercles  *  ^^fi- 
AB,  DE,  sont  entre  eux  comme  les  triangles  FGH^ 
IKL.  Mais,  par  hypothèse,  le  trifiingle  FGH  est  équi- 
valent au  cercle  AB  ;  donc  le  triangle  IKL  est  équiva- 
lent au  cercle  DE. 

Maintenant,  la  base  AB  multipliée  par  jSO  est  la 
solidité  du  cône  SAB,  et  la  base  FGH  multipliée  par 
•iSO  est  celle  de  la  pyramide  TFGH  ;  donc,  à  cause 
des. bases  équivalentes,  la  solidité  de  la  pyramide  est 
égale  à  celle  du  cône.  Par  une  raison  semblable ,  la 
pyrainide  TIKL  est  équivalente  au  cône  SDE;  donc 


nSa  «BOUÉTAifi. 

le  tronc  de  cône  ADEB  est  équivalent  au  tronc  de 
pyramide  FGHIKL.  Maïs  la  base  FGH,  équivalente 
au  cercle  dont  le  rayon  est  AO,  a  pour   mesure 

17X  AO^  de  même  la  base  IKL=tPxDP,  et  la 

moyenne  proportionnelle  entre  wxAOetirxDP 
est  ic  X  AO  X  DP  ;  donc  la  solidité  du  tronc  de  pyra- 
mide ,  ou  celle  du  tronc  de  cône ,  a  pour  mesure  7OP  x 

•  ao.6.   (tu X  AO+TC X  DP+w X  AO X dp)*,  qui  est  la  même 

chose  que^irxOPx(ÂO+DP-|-AOxDP). 

PROPOSITION  VII. 

TBBO&BMB« 

La  surface  convexe  (fun  cône  est  égale  à  la 
circonférence  de  sa  base  multipliée  par  la  moi' 
tié  de  son  côté. 

Sg.  169.  Soit  AO  le  rayon  de  la  base  du  cône  donné ,  S  son 
sommet,  et  SA  son  côté;  je  dis  que  sa  surface  sera 
cire.  AO  X  7 SA.  Car  soit,  s'il  est  possible ,  cire.  AO  X 
jSA,  la  surface  dun  cône  qui  aurait  pour  sommet  le 
point  S  et  pour  base  le  cercle  décrit  du  rayon  OB  plus 
grand  que  AO. 

Circonscrivez  au  petit  cercle  un  polygone  régulier 
MNPT,  dont  les  côtés  ne  renconti*ent  pas  la  cir- 
conférence  qui  a  pour  rayon  OB;  et  soit  SMNPT 
la  pyramide  régulière ,  qui  aurait  pour  base  le  poly- 
gone^ et  pour  sommet  le  point  S.  Le  triangle  SMN, 
l'un  de  ceux  qui  composent  la  siu*face  convexe  de  la 
pyramide,  a  pour  mesure  sa  base  MN  multipliée  par 
la  moitié  de  la  hauteur  SA,  qui  est  en  même  temps 
le  côté  du  cône  donné;  cette  hauteur  étant  égale 
dans  tous  les  autres  triangles  SNP,  SPQ,  etc.  il 
t  s*ensu^  que  la  surface  convexe  de  la  pyramide  est 
égali^  au  contour  MNPrM  multiplié  par  |  SA.  Mais 
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le  coûtour  MNPTM,  est  plus  grand  que  cire.  AO; 
donc  la  surface  convexe  de  la  pyramide  est  plus 
grande  que  cire*  AOxiSAy  et  par  conséquent  plus 
grande  que  la  surface  convexe  du  cône  qui  avec  le 
même  sommet  S  aurait  pour  base  le  cercle  décrit 
du  rayon  OÇ.  Or,  au  contraire ,  la  surface  convexe 
du  cône  est  plus  grande  que  celle  de  la  pyramide; 
car  si  on  adosse  base  à  base  la  pyramide  à  une  pyra- 
mide égale,  le  cône  à  un  cône  égal,  la  surface  des 
deux  cônes  enveloppera  de  toutes  parts  la  siurface  des 
deux  pyramides;  donc  la  première  surface  sera  plus 
grande  que  la  seconde  %  donc  la  surface  du  cône  est  *leiii.a, 
plus  grande  que  celle  de  la  pyramide  qui  y  est  com* 
prise.  Le  contraire  était  une  suite  de  notre  hypothèse; 
donc  cette  hypothèse  ne  peut  avoir  lieu  :  donc  i^  la 
circonférence  de  la  base  d'un  cône  multipliée  par  la 
moitié  de  son  côté  ne  peut  mesurer  la  surface  d  un 
cône  plus  grand. 

Je  dis  a^  que  le  même  produit  ne  peut  mesurer 
la  surface  d*un  cône  plus  petit.  Car  soit  BO  le  rayon 
de  la  base  du  côté  donné,  et  soit,  s'il  est  possible, 
cire.  BOx^SB  la  surface  du  cône  dont  S  est  le  som- 
met ,  et  AO ,  plus  petit  que  OB ,  le  rayon  de  la  base. 

Ayant  fait  la  même  construction  que  ci -dessus, 
la  surface  de  la  pyramide  SMNPT  sera  toujours 
égale  au  contour  MNFf  multiplié  par  ^  SA.  Or  le 
contour  MNPT  est  moindre  que  cire.  BO,  SA  est 
moindre  que  SB;  donc  par  cette  double  raison  la 
surface  convexe  de  la  pyramide  est  moindre  que  cire. 
BO  X  {SB,  qui,  par  hypothèse ,  est  la  surface  du  cône 
dont  AO  est  le  rayon  de  la  base  ;  donc  la  surface  de 
la  pyramide  serait  plus  petite  que  celle  du  cône  in- 
scrit. Or,  au  contraire,  elle  est  plus  grande;  car  en 
adossant  base  à  base  la  pyramide  à  une  pyramide 
égale,  le  cône  à  un  cône  égal,  la  surface  des  deux 
pyramides  enveloppera  cellç  des  deux  cônes,  et  par    . 
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conséquent  sera  la  plus  grande.  Donc  a*^  il  est  impos- 
'sîble  que  la  circonférence  de  la  base  d'un  cône  donné 
multipliée  par  la  moitié  de  son  côté  mesure  la  surface 
d  un  cône  plus  petit. 

Done  enfin  la  sTit&ce  convexe  dun  cône  est  ëgak 
à  la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  la  moitié 
de  son  côté. 

Scholie.  Soit  L  le  côté  d'un  cône,  R  le  rayon  de 
sa  base,  la  circonférence  de  cette  base  sera  awR, 
et  la  surface  du  cône  aura  pour  mesure  atrRXrl*, 
ou  ttRL» 

PROPOSITION   VIII, 

THÉOllBMB, 

fig.  a6i.  La  surface  convexe  du  tronc  de  cône  ADEB  est 
égale  à  son  côté  AD  multiplié  par  la  demi-somme 
des  circonférences  de  ses  deux  bases  AB,  DE. 

Dans  le  plan  SAB  qui  passe  par  Taxe  50 ,  menez 
perpendiculairement  à  SA  la  ligne  A  F,  égale  à  la 
circonférence  qui  a  pour  rayon  AO;  joignez  SF,  et 
menez  DH  parallèle  à  AF, 

A  cause  des  triangles  semblables  SAO ,  SDC,  od 
aura  AO:DC  ::  SA:SD;  et  à  cause  des  triangles 
semblables  SAF,  SDH,  on  aura  AF:DH  ::  SA:SD; 

*  11,1.  donc  AF  :  DH  :  :  AO  :  DC ,  ou  :  :  cire.  AO  :  cire.  DC  \ 
Maïs  par  construction  AF  =  cire.  AO  ;  donc  DH  = 
cire,  DC.  Cela  posé,  le  triangle  SAF,  qui  a  pour 
mesure  AFx-SA,  est  égal  à  la  surface  du  cône 
SAB  qui  a  pour  mesure  eirc.  AOx^SA.  Par  une  rai- 
son semblable  le  triangle  SDH  est  égal  à  la  surface 
du  cône  SDE.  Donc  la  surface  du  tronc  ADEB 
est  égale  à  celle  du  trapèze  ADHF.  Celle-ci  a  pour 

f  ^,  5.    mesure  *  AD  X   T^^-^)  î   donc  la  surface  du 

tronc  de  côno  ADEB  est  éjg[a]e  k  9on  côté  AD  mol* 
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tiplié  par  la  demi-somme  des  circonférences  de  ses 
deux  bases. 

Corollaire.  Par  le  point  I,  milieu  de  AD,  menez 
IKL  parallèle  à  AB,  et  IM  parallèle  à  AF;  on  dé- 
montrera comme  ci-dessus  que  IM=: c«'rc.  IK.  Mais 
le  trapèze  ADpF= AD  xIM= AD  xc/rc.  IK,  Donc 
on  peut  dire  encore  que  la  surface  d'un  tronc  de 
cône  est  égala  à  son  côté  multiplié  par  la  circonfé^ 
rence  d*une  section  faite  à  égale  dislance  des  deux 
buses. 

Scholie.  Si  une  ligne  AD,  située  tout  entiène 
^Ma  même  côté  de  la  ligne  OC  et  dans  le  même 
plan,  fait  une  révolution  autour  de  OG,  la  3ur« 
fiice  décrite  par  AD  aura  pour  mesure  AD  X 
^cm:.A0+c/rc.DCj^  OU  AD  X  circ.  IKj  kd  lignes 

AO,  DC,  IK,  étant  des  perpendiculaires  abaissées 
des  extrémités  et  du  milieu  de  la  ligne^  AD  sur 
l'axe  Oa 

Car  si  on  prolonge  AD  et  OG  jusqu'à  leur  ren* 
contre  mutuelle  en  S,  il  est  clair  que  la  surface  dé^ 
crite  par  AD  est  celle  d'un  cône  tronqué  dont  OA 
et  DC  sont  les  rayons  des  bases ,  le  cône  entier  ayant 
pour  sommet  le  point  S.  Donc  cette  surface  aura  la 
mesure  mentionnée* 

-  Cette  mesure  aurait  toujours  lieu,  quand  même  le 
.point  D  tomberait  en  S,  ce  qui  donnerait  un  côno 
entier,  et  aussi  quand  la  ligne  AD  serait  parallèle  à 
Taxe,  ce  qui  donnerait  un  cylindre.  Dans  le  premier 
cas  DC  serait  nulle,  dans  le  second  DG  serait  ^ale  à 
AO  et  à  IK. 
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PROPOSITION  lî. 

LfiXKB. 

«g.  »6î.  Soient  AB ,  BC,  CD ,  plusieurs  côtés  successifs 
(Vun  polygone  régulier  y  O  son  centre  y  et  OI  le 
rayon  du  cercle  inscrit;  si  on  suppose  que  la 
portion  de  polygone  ABCD ,  située  tout  entière 
d'un  même  côté  du  diamètre  FG,  fasse  une  ré- 
¥olution  autour  de  ce  diamètre  ^  la  surface  dé- 
crite par  ABCD  aura  pour  mesure  MQ  x  cire.  01, 
MQ  étant  la  hauteur  de  cette  surface  ou  la  par- 
tie de  Vaxe  comprise  entre  les  perpendiculaires 
AM,  DQ, 

Le  point  I  étant  milieu  de  AB,  et  IK  étant  une 
perpendiculaire  à  l'axe  ababsée  du  point  I,  la  sur» 
•  8.  face  décrite  par  AB  aura  pour  mesure  AB  Xitrc.  IK*, 
Menez  AX  parallèle  à  Taxe,  les  triangles  ABX,  QIK, 
auront  les  cdtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun , 
saToir  01  à  AB,  IK  à  AX,  et  OK  à  BX;  donc  ces 
triangles  sont  semblables  et  donnent  la  proportîott 
AB  :  AX  ou  MN  ::  01  :  IK,  ou  ::  cire.  OI  :  cire.  IK; 
donc  AB  X  ctîc.  IK=MN  X  cire.  OI.  D'où  l'on  roît 
que  la  surface  décrite  par  AB  est  égale  à  sa  hauteur 
MN  multipliée  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 
De  même  la  surface  décrite  par  BC,  =NP  Xcm?.  OI, 
la  surface  décrite  par  CD,  r=:PQxc/rc.  OI.  Donc  la 
surface  décrite  par  la  portion  de  polygone  ABCD, 
a  pour  mesure  (MN  +  NP  +  PQ)  X  ci/r.  OI,  ou 
MQ  X  cire.  OI  ;  donc  elle  est  égale  à  sa  hauteur  multi- 
pliée par  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 

Corollaire.  Si  le  polygone  entier  est  d'un  nombre 
de  côtes  pair,  et  que  l'axe  FG  passe  par  deux  som* 
mets  opposés  F  et  G,  la  surface  entière  décrite  parla 


révolution  du  demi-polygone  FACG  sera  égale  à  son 
axe  F6  multiplié  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit* 
Cet  axe  F6  sera  en  même  temps  le^diamètre  du  cercle 
circonscrit, 

PROPOSITION  X. 

THBOaÂMB. 

La  surface  de  la  sphère  est  égale  à  son  dia^ 
mètre  multiplié  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle. 

Je  dis  i*'  que  le  diamètre  d^une  sphère,  multiplié 
par  la  circonférence  de  son  grand  cercle,  ne  peut 
mesurer  la  surface  d'une  sphère  phis  grande.  Car  . 
soit,  sll  est  possible,  AB  X  cire.  AG  la  surface  de  la  s^,  ^53^ 
sphère  qui  a  pour  rayon  CDl 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  GA ,  circonscrivez  un 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés  qui  ne 
rencontre  pas  la  circonférence  dont  CD  est  le  rayon  ; 
soient  M  et  S  deux  sommets  opposés  de  ce  polygone; 
et  autour  du  diamètre  MS  faites  tourner  le  denii^po. 
lygone  MPS.  La  surface  décrite  par  ce  polygone  aura 
pour  mesiu'e  MS  X  cire.  AG*  :  mais  MS  est  plus  grand  *^. 
que  AB  ;  donc  la  surface  décrite  par  le  polygone  est 
plus  grande  que  AB  x  cire.  AG,  et  par  conséquent 
plus  grande  que  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon 
<2St  CD.  Or,  au  contraire,  la  surface  de  la  sphère  est 
plus  grande  que  la  surface  décrite  par  le  polygone  t 
puisque  la  première  enveloppe  la  seconde  de  toutes 
parts.  Donc  i^\e  diamètre  d'une  sphère  muItipUé  par 
la  circonférence  de  son  grand  cercle  ne  peut  mesurer 
U  surJace  d'une  sphère  plus  grande.  > 

Je  dis  2°  que  ce  même  produit  ne  peut  mesurer 
la  surface  d'un^  sphère  pkis  petite.  Car  soit,  s'il  cs^ 

^7 
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possible,  DExcjrc-  CD  la  surfape  de  la  sphère  quia 
pour  rayon  CA..  On  fera  la  même  construction  que 
dans  le  premier  cas,  et  la  surface  du  solide  engendré 
par  le  polygone  sera  toujours  égale  à  MSxcirc^  AC* 
Mais  MS  est  plus  petit  que  DE,  et  cire.  AC  plus  petite 
que  cire.  CD  ;  donc ,  par  ces  deux  raisons ,  la  surlace 
du  solide  décrit  par  le  polygone  serait  plus  petite  que 
DE  X  cire.  CD,  et  par  conséquent  plus  petite  que  la 
surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  AC.  Or,  au 
contraire,  la  surface  décfite  par  le  polygone  est  plos 
grande  que  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  ett 
AC,  puisque  la  première  surface  enveloppe  la  seconde  ; 
donc  2»  le  diamètre  d\ine  sphère  multiplié  par  la  cir- 
conférence de  son  grand  cercle  ne  peut  mesurer  la 
surface  d  une  sphère  plus  petite. 

Donc  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  son  dia- 
mètre multiplié  par  la  circonférence  de  son  grand 
cercle. 

Corollaire.  La  surface  du  grand  cercle  se  mesure 
en  multipliant  sa  circonférence  par  la  moitié  du  rayon 
ou  le  quart  du  diamètre  ^  donc  la  surface  de  la  spiire 
est  quadruple  de  celle  d^un  grand  cercle* 

Scholie,  La  surface  de  la  sphère  étant  ainsi  mesurée 
et  comparée  à  des  surfaces  planes,  il  sera  facile  dWoir 
la  valeur  absolue  des  fuseaux  et  triangles  sphériqnes 
dont  on  a  déterminé  ci-dessus  le  rapport  avec  la  sur* 
face  entière  de  la  sphère. 

DVoord  le  fuseau  dont  l'angle  est  A,  est  à  la  sur&co 
de  la  sphère  comme  langle  A  est  à  quatre  angles 
*ao,7.  droits*,  ou  comme  lare  de  grand  cercle  qui  mesura 
Tangle  A  est  à  la  circonférence  de  ce  même  grand 
cercle.  Mais  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  cette 
circonférence  multipliée  par  le  diamètre;  donc  la 
surface  du  fuseau  est  égale  à  Tare  qui  mesure  l'angle 
^e  ce  fuseau  multiplié  par  le  diamètre. 


iiVRB  VIfî,  289 

En  second  lieu  tout  triangle  «phérlque  est  équi- 
valent à  un  fuseau  dont  Fangle  est  égal  à  la  moitié  de 
Texcëfl  de  la  somme  de  ses  trois  angles  sur  deux 
angles  droits*.  Soient  donc  P,  Q,  R,  les  arcs  de  •«3,7. 
grand  cercle  qui  mesurent  les  trois  angles  du  trian- 
gle ;  soit  G  la  circonférence  dHin  grand  cercle 
et  D  son  diamètre  ;  le  triangle  sphérique  sera 
équivalent  au  fuseau  dont  l'angle  a  pour  mesura 

PH-Q4-R— i^C  .  ^ 

^ ^  et  par  cQosoqnont  sa  surface  sera 

Ainsi  f  dans  le  cas  du  triangle  tri-reetapgle,  cha- 
cun des  arcs  P,  Q,  R,  est  égal  à  ~G,  leur  somme 
est  jC,  l'excès  de  cette  somme  sur  7 G  est  <-G,  et  Is^ 
moitié  de  cet  excès  =  jG ;  donc  la  surface  du  triangle 
tri-rectangle  =:^GxD)  ce  qui  est  la  huitième  partie 
de  la  surface  totale  de  la  sphère. 

lia  mesure  des  polygones  sphériques  suit  immédia* 
tement  celle  des  triangles,  et  d'ailleurs  elle  es( 
entièrement  déterminée  par  la  prop.  xxiv,  Uv.  vu, 
puisque  l'unité  de  mesure,  qui  est  le  triangle  tri« 
rectangle,  yient  d'être  évaluée  en  surface  plane. 

PROPOSITION  XI. 

THBOaâMB. 

La  surface  d'une  zone  sphérique  quelconque 
est  égale  à  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Soit  EF  un  aro  quelconque  plus  petit  ou  plus  grand  fi^,  a69, 
que  le  quart  de  circonférence ,  et  soit  abaissée  F6  per- 
pendieulaire  sur  le  rayon  BG  ;  je  dis  que  la  «one  à  une 
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base,  décrite  par  la  révolution  de  Tare  EF  autour 
de  £G ,  aura  pour  mesure  £G  x  cire.  EC. 

Car  supposons  d'abord  que  cette  zone  ait  une  me» 
sure  plus  petite ,  et  soit,  s'il  est  possible ,  cette  mesvre 
=£6  X  cire.  GA.  Inscrivez  dans  Parc  EF  une  portion 
de  polygone  régulier  EMNOPF  dont  les  côtés  n'at^ 
teignent  pas  la  circonférence  décrite  du  rayon  CA^ 
et  abaissez  CI  perpendiculaire  sur  £M^  la  surface 
décrite  par  le  polygone  EMF  tournant  autour  de  EC, 

^9*  aura  pour  mesure  EGx  cirt;.  GI^  Gette  quantité  est 
plus  grande  que  E6  Xcirc.  AC,  qui,  par  hypotlièse, 
est  la  mesure  de  la  zone  décrite  par  Tare  EF.  Donc  h 
surface  décrite  par  le  polygone  EMNOPF  serait  plus 
grande  que  la  surface  décrite  par  Tare  circonscrit  EF; 
or,  au  contraire,  cette  dernière  surface  est  plus  grande 
que  la  première,  puisqu'elle  l'enveloppe  de  toutes 
parts  ;  donc  i<>  la  mesure  de  toute  zone  sphériqoe 
à  une  base  ne  peut  être  plus  petite  que  la  hauteur  de 
cette  zone  multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle. 

Je  dis  en  second  lieu  que  la  mesure  de  la  même 
zone  ne  peut  être  plus  grande  que  la  hauteur  de  cette 
zone  multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle* 
Car  supposons  qu'il  s'agisse  de  la  zone  décrite  par 
Tare  AB  autour  de  AG,  et  soit ,  s'il  est  possible,  zone 
AB  >  AD  X  cire.  AG.  La  surface  entière  de  la  sphère, 
composée  des  deux  zones  AB,  BH,  a  pour  mesure 

•fo.  AH  X cire.  AG*,ou  AD  x  cire.  AC+DHxci/r.  AG; 
si  donc  on  a  zone  AB  >  AD  x  cire.  AG ,  il  faudra 
qu'on  ait  zone  BH  <  DH  x  cire.  AG  ;  ce  qui  est 
contraire  à  la  première  partie  déjà  démontrée.  Donc 
2^  la  mesure  d'une  zone  sphérique  à  une  base  ne 
peut  être  plus  grande  que  la  hauteur  de  cette  zone 
multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 
Donc  enfin  toute  zone  sphérique  à  une  base  a  pour 
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mesure  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée  par  la  cir« 
conférence  d'un  grand  cercle. 

Considérons  maintenant  une  zone  quelconque,  a 
deux  bases ,  décrite  par  la  révolution  de  l'arc  FH  H-  *^®- 
autour  du  diamètre  DE ,  et  soient  abaissées  les  per- 
pendiculaires FO ,  HQ  sur  ce  diamètre.  La  zone  dé- 
crite par  l'arc  Ftl  est  la  différence  des  deux  zones  dé- 
crites  par  les  arcs  DH  et  DF  ;  celles-ci  ont  pour 
mesures  DQ  x  cire.  CD  et  DO  X  cire,  CD  ;  donc  la 
zone  décrite  par  FH  a  pour  mesure  (DQ — DO)x 
cire.  CD  ou  OQ  X  cire.  CD. 

Donc  toute  zone  sphériquc  à  une  ou  à  deux  bases 
a  pour  mesure  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Corollaire,  Deux  zones  prises  dans  une  même 
sphère  ou  dans  des  sphères  égales ,  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs ,  et  une  zone  quelconque  est  à 
la  surface  de  la  sphère  comme  la  hauteur  de  cette 
zone  est  au,  diamètre. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORâMB. 

Si  le  triangle  BAC  et  le  rectangle  BGEF  de  "f  J^* 
même  base  et  de  même  hauteur  tournent  simul- 
tanément autour  dé  la  base  commune  BC ,  le  so- 
lide décrit  par  la  révolution  du  triangle  sera  le 
tiers  du  cylindre  décrit  par  la  révolution  du 
rectangle. 

Abaissez  sur  l'axe  la  perpendiculaire  AD  ;  le  cône  gg.  ^^, 
décrit  par  le  triangle  ABD  est  le  tiers  du  cylindre  dé- 
crit  par  le  rectangle  AFBD*,  de  même  le  côpe  décrit    *S. 
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par  le  triangle  ADG  est  le  liera  du  cjUnilre  dëcrit  pir 
]c  rectangle  ADCE  ;  donc  la  somme  des  deux  côneson 
le  solide  décrit  par  ABC  est  le  tiers  de  la  somme  des 
deux  cylindres  ou  du  cylindre  décrit  par  le  rectangle 
BCEF. 
fig.a65.  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  au  «dehors  du 
triangle ,  alors  le  solide  décrit  par  ABC  sera  la  dif- 
férence des  cônes  décrits  par  ABD  et  ACD;  mais  en 
même  temps  le  cylindre  décrit  par  BCEF  sera  h 
différence  des  cylindres  décrits  par  AFBD,  A£CD. 
Donc  le  solide  décrit  par  la  réTolution  du  triangle  sera 
toujours  le  tiers  du  cylindre  décrit  par  la  révolutio& 
du  rectangle  de  même  base  et  de  mêine  hauteur. 
Schoiic,  Le  cercle  dont  AD  est  le  rayon  a  pour 

surface  Tr  X  AD  ;  donc  ir  X  AD  X  BC  est  la  mesure  da 
cylindre  décrit  par  BCEF,  et  jTtx  ADxBC  est  ceik 
du  solide  décrit  par  le  triangle  ABC. 

PROPOSITION  XIII. 

PROBLEME. 

fig.  ïG6.  Le  triangle  CAB  étant  supposé  faire  une  rés^o- 
lution  autour  de  la  ligne  CD,  menée  coninieon 
voudra  hors  du  triangle  par  son  sommet  C  y  trou- 
ver  la  mesure  du  solide  ainsi  engendré. , 

Prolongez  le  côté  AB  jusqu'à  ce  qu'il  fenconlre 
l'axe  CD  en  D ,  des  points  A  et  B  abaissez  sur  l'iid 
les  perpendiculaires  AM,  BN. 

Le  solide  décrit  par  le  triangle  CAD  a  pour  me- 

*ia.    sure*  jitxAMxCD    le  solide  décrit  par  le  triaji^l^ 
CBD  a  pour  mesure  fiv  x  BN  x  CD;  donc  la  diffé* 
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rence  de  ces  solides  ou  le  solide  décrit  par  ABC  aura 
pour  mesure  ^ir.  (ÂM  —  Bn  )  ^  ^^• 

On  peut  donner  à  cette  expression  une  auti^  forme. 
Du  point  I,  milieu  de  AB,  menez  IK  perpcndiculaife 
à  CD,  et  par  le  point  B  menez  BO  parallèle  à  CD^ 
on  aura  AM+BN=2lK*et  AM— BN=AO;  donc,  *  7.^- 

(  AM  4-  BN)  X  ( AM—  BN) ,  ou  Ââl  —  BN  =  2IK X  ^ 
AO*.  La  mesure  du  solide  dont  il  s'agît  est  donc  *°' 
exprimée  aussi  par  |ir  X  IRx  A0  X  CD.  Mais  si  on 
abaisse  CP  perpendiculaire  sur  AB,  les  triangles  ABO, 
DCP,  seront  semblables,  et  donneront  la  proportion 
AO  :  CP  :  :  AB  :  CD  ;  d'où  résulte  AO  X  CD  =:  CP  x 
AB  ;  d'ailleurs  CP  X  AB  est  le  double  de  l'aire  du 
triangle  ABC;  ainsi  on  a  AOxCD  =  aABC;  donc 
le  solide  décrit  par  le  triangle  ABC  a  aussi  pour  me- 
sure^ ir  X  ABC  X  IK,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
ABCX.|ci>c.  IK;  (car  cire.  IK  =  27r.  IK.)  Donc  le 
solide  décrit  par  la  révolution  du  triangle  ABC,  a 
pour  mesure  Vairc  de  ce  triangle  multipliée  par  les 
deux  tiers  de  la  circonférence  que  décrit  le  point  I 
milieu  de  sa  base. 

Corollaire.  Si  le  c6lé  AC  =  CB,  la  ligne  Cl  sei»  t^-a);. 
perpendiculaire  à  AB,  l'aife  ABC  sera  égale  à  ABx 
^CI,  et  la  solidité  \v  X  ABC  X  IK  dcvientlra  \v  X 
ABxIKxGI.  Mais  les  triangles  ABO,  CIK,  son 
semblables  et  donnent  la  proportion  AB  :  BO  ou 
MN  ::  GI  :  IR  ;  donc  AB  X  IK  =  MN  X  CI  ;  donc  le 
solide  décrit  par  le  triangle  isoscèle  ABC  aura  pour 

mesure  |*  X  MN  X  CI. 

Scholie.  La  solution  générale  pinaît  supposer  que 
la  ligne  AB  prolongée  rencontre  l'axe  ;  mais  les 
résultats  n'en  seraient  pas  moins  vrais  ,  quand  b 
ligne  AB  serait  parallèle  à  Taxe. 
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^s.268.      Eneflet,  le  cylindre  décrit  par  AMNB  a  pour  me* 

«lire  ir.  AM.  MN,  le  cône  décrit  par  ACM=iir.  AM 

CM,  et  le  cône  décrit  par  BCN=yic.  AM.CN.  Ajou- 
tant les  deux  premiers  solides  et  retranchant  le 
troisième ,  on  aura  pour  le  solide  décrit  par  ABC  ^ 

Iv.Âm' (MN  +  iCM— iCN)  :  et  puisque  CN— CM 

=  MN ,  cette  expression  se  réduit  à  ir.  AM  .|MW,  oa 

fiT.CP. MN,  ce  qui  s^accorde  avec  les  résultats  déjà 
trouvés. 

PROPOSITION  XIV. 

TUBORÂMB* 

If. «(te.  Soient  AB,  BC,  CD,  plusieurs  côtés  successifs 
d*un  polygone  régulier  y  G  son  centre  ^  et  CI  & 
rayon  du  cercle  inscrit;  si  on  imagine  que  7e  sec- 
teur polygonal  AOD ,  situe  d*un  même  côté  du 
diamètre  FG,  fasse  une  révolution  autour  de 
ce  diamètre  f  le  solide  décrit  aura  pour  mesure 

jW.OLMQ,  MQ  étant  la  portion  de  Vaxe  termi- 
née par  les  perpendiculaires  extrêmes  AM,  DQ. 
En  effet  9  puisque  le  polygone  est  régidier,  tous 
les  triangles  AOB,  BOC,  etc.  sont  ^ux  et  isoscèles. 
Or,  suivant  le  corollaire  de  la  proposition  précé« 
dente,  le  solide  produit  par  le  triangle  isoscèle  AGE 
a  pour  mesure  fir.OI.MN,  le  solide  décrit  par  le 
Criangle  BOC  a  pour  mesure  jTt.OKNP,  et  le  solide 
décrit  par  le  triangle  COD  a  pour  mesure  jTt.OI. 
PQ  ;  donc  la  somme  de  ces  solides ,  ou  le  solide  entier 
décrit  par  le  secteiu*  polygonal  AOD,  aura  pour  me- 
sure f  ir.  01.  (MN  +  NP  +  PQ)  ou  |irTÔl . MQ. 
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PROPOSITION  XV. 

THiORiMB. 

Tout  secteur  sphérique  a  pour  mesure  la  zone 
qui  lui  sert  de  base  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon  j  et  la  sphère  entière  a  pour  mesure  sa 
surface  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

Soit  ABC  le  secteur  circulaise  qui,  par  sa  révo*  ff0.26g» 
lution  autour  de  AG,  décrit  le  secleur  sphérique;  la 
zone  décrite  par  AB  étant  ADXci/ic,  AC  ou  air.  AG. 
AD^,  je  dis  que  le  secteur  sphérique  aura  pour  me-  *  11. 

sure  cette  zone  multipliée  par  ^AG ,  ou  f  ir  •  AG  •  AD. 

En  effet,  i^  supposons,  s'il  est  possible,  que  celte 
quantité  |ir  •  AG  •  AD  soit  la  mesure  d'un  secteur 
sphérique  plus  grand,  par  exemple,  du  secteur  sphé- 
rique décrit  par  le  secteur  circulaire  EGF  semblable  * 
à  AGB. 

Inscriyez  dans  Tare  EF  la  portion  de  poljgone 

régulier  EMNF  dont  les  côtés  ne  rencontrent  pas 

Tare  AB,  imaginez  ensuite  que  le  secteur  polygonal 

ENFG  tourne  autour  de  EG  en  même  temps  que  le 

secteur  circulaire  EGF*  Soit  GI  le  rayon  du  cercle 

inscrit  dans  le  polygone,  et  soit  abaissée  FG  perpen* 

diculaire  sur  EG.   Le  solide  décrit  par  le  secteur 

— f  «M. 

polygonal  aura  pour  meswre  fi?.  GI.  EG*  :  or  GI 

est  plus  grand  que  AG  par  construction ,  et  EG  est 
phu  grand  que  AD  :  car,  joignant  AB,  EF,  les  trian- 
gles EFG,  ABD,  qui  sont  semblables,  donnent  la 
proportion  EG  :  AD  ::  FG  :  BD  ::  GF  :  GB  ;  donc  EG 
>AD. 

Par  cette   double  raison  fir.  GI.  E6   est  plus 
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grand  que  |ir.  CA.  AD  :  la  première  expression  est 
la  mesure  du  solide  décria  par  le  secteur  polygonal, 
la  seconde  est  par  hypothèse  celle  du  secteur  sphé- 
rique  décrit  par  le  secteur  circulaire  £CF;  donc  le 
solide  décrit  par  le  secteur  polygonal  serait  plus 
grand  que  le  secteur  sphérique  décrit  par  le  secteur 
circulaire.  Or,  au  cotitrait^e,  le  solide  dôht  il  s'agit 
est  môitidré  cfué  lé  set^teur  sphérique  ^  pUisquHl  y  est 
contenu;  donc  l'hypothèse  d^où  on  est  patti  ne  sau^ 
rait  subsister;  donc  i^  la  «one  ou  base  d'un  seeteur 
sphérique  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  ne  peut  me- 
siiter  uh  set;tèur  sphériqtie  plus  grand. 

Jfe  dis  2<*  que  le  même  produit  ne  peut  mesurer  un 
secteur  sphérique  plus  petit.  Car,  soit  CËF  le  secteur 
circulaire  qui  par  sa  révolution  proauit  le  secteur 
sphérique  donné,  et  supposohs,  sHi  est  possible,  que 

jTt.CE.  EG  soit  la  mesure  d'un  sitcteur  sphérique 
plus  petit,  par  exemple,  de  celui  qui  provient  du 
secteur  circulaire  ACB. 

La  construction  précédente  restant  là  même ,  le 
solide  décrit  par  le  secteur  polygoual  aura  toujours 

pour  mesure  yir.  CI.  EO.  Mais  CI  est  moindre  que 

CE;  donc  le  solide  est  inoindre  que}*. CE.  E(i,  qUi, 
par  hypothèse,  est  la  hiesure  du  stJctcUr  sphérique 
décrit  ptir  le  secCeUl*  circulaire  AdB.  Donc  le  solide 
dof  rit  par  le  secteur  polygonal  serait  moindre  que  le 
sectcuf  sphérique  décrit  par  AGI).  Or,  aii  contraire, 
le  solide  dont  il  sagit  est  plus  grand  que  le  secteur 
sphérique,  puisque  celui-ci  est  contenu  dans  raatrc. 
Donc  2^  il  est  impossible  que  la  zone  d'un  secteur 
sphérique  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  soit  la 
mesure  d\m  secteur  sphérique  plus  petit. 

Donc  tout  secteur  sphérique  a  pour  mesure  lasone 
qui  lui  sert  de  base  nmltipliée  <par  le  tiers  du  rayon. 
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Un  secteur  circulaire  ACB  peut  augmenter  jiig- 
quà  devenir  égal  au  ilemi*cercle  |  alors  le  secteur 
sphérique  décrit  par  sa  révolution  est  la  sphère  en- 
tière«  Donc  la  solidité  de  la  sphère  est  égale  a  sa  sur^* 
face  multipliée  par  le  tiers  de  son  rayon. 

Corollaire.  Les  surfaces  des  sphères  étant  comme 
les  quarrés  de  leurs  rayons,  ces  surfaces  multipliées 
par  les  rayons  sont  comme  les  cubes  des  rayons. 
Donc  les  solidités  des  deux  sphères  sont  comme  les 
cubes  de  leurs  rayons^  ou  comme  les  cubes  de  leurs 
diamètres, 

Scholie,  Soit  R  le  rayon  dune  sphère,  sa  sur- 
face sera  4^  R%  et  sa  solidité  4''^  R'  X^R,  oujiu  IV\ 
Si  on  appelle  D  le  diamètre,  on  aura  R  =  7D,  et 
R^=:|D^;  donc  la  solidité  s'exprimera  aussi  par 
fir  XîD%ou^7^D^ 

PROPOSITION    XVI. 

THEOREME. 

La  sur/ace  de  la  sphère  est  à  la  surface  totale 
du  cylindi^e  cirœnscrit  (  en  y  comprenant  ses 
bases)  comme  %€sià'i.  Les  solidités  de  ces  deux 
corps  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport. 

Soit  MPNQ  le  grand  cercle  de  la  sphère ,  ABCD  fig-  270. 
le  quarrc  circonscrit  ;  si  on  fait  tourner  à  la  fois  le 
demi-cercle  PMQ  et  le  demi-quané  PADQ  autour 
du  diamètre  PQ,  le  demi-cercle  décrira  la  sphèrci 
et  le  demi-quarré  décrira  le  cylindre  circonscrit  à 
la  sphère. 

La  hauteur  AD  de  ce  cylindre  est  égale  au  dia- 
mètre PQ,  la  base  du  cylindre  est  égale  au  giand 
cercle,  puisqu'elle  a  pour  diamètre  AB  égale  à  AIN  ; 
donc  la  surface  convexe  du  cylindre  *  est  égale  à  la  ♦4. 
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circonférence  du  grand  cercle  multipliée  par  son 
diamètre.  Cette  mesure  est  la  même  que  celle  de 
♦la  la  surface  de  la  sphère*  :  doù  il  suit  que  la  sur^ 
face  de  la  sphère  est  égale  a  la  surface  corwexe 
du  cylindre  circonscrit. 

Mais  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  quatre  grands 
cercles  ;  donc  la  surface  conyexe  du  cylindre  circon- 
Bcrit  est  égale  aussi  à  quatre  grands  cercles  :  si  on  y 
joint  les  deux  bases  qui  valent  deux  grands  cercles, 
la  surface  toule  du  cylindre  circonscrit  sera  égale 
à  six  grands  cercles;  donc  la  surface  de  la  sphère 
est  à  la  surface  totale  du  cylindre  circonscrit  comme 
/^estii  6  )  ou  comme  2  est  à  3.  C  est  le  premier  point 
qu'il  s'agissait  de   démontrer. 

En  second  lieu ,  puisque  la  base  du  cylindre  cir- 
conscrit est  égale  à  un  grand  cercle  et  sa  hauteur  au 
diamètre,  la  solidité  du  cylindre  sera  égale  au  grand 
^1*    cercle  multiplié  par  le  diamètre*.  Mais  la  solidité  de 
la  sphère  est  égale  à  quatre  grands  cercles  multipliés 
*]$,   par  le  tiers  du  rayon*,  ce  qui  revient  à  un  grand 
cercle  multiplié  par  4  du  rayon ,  ou  f  du  diamètre; 
donc  la  sphère  est  au  cylindre  circonscrit  comme 
.    a  est  à  3)  et   par   conséquent  les   solidités   de   ces 
deux  corps  sont  entre  elles   comme  leurs  surfaces. 

^  Scholie.  Si  on  imagine. im  polyèdre  dont  toutes  les 

faces  touchent  la  sphère,  ce  polyèdre  pourra  être 
considéré  comme  composé  de  pyramides  qui  ont 
toutes  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  et  dont 
les  bases  sont  les  différentes  faces  du  polyèdre.  Or 
il  est  clair  que  toutes  ces  pyramides  auront  pour 
hauteur  commune  le  rayon  de  la  sphère,  de  sorte 
que  chaque  pyramide  sera  égale  à  la  face  du  po- 
lyèdre qui  lui  sert  de  base ,  multipliée  par  le  tiers 
du  rayon  :  donc  le  polyèdre  entier^  sera  égal  à  sa 

^  surface  nmltipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère 

►  '  inscrite. 
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On  voit  par  là  que  les  solidités  des  polyèdres  cii- 
conscrits  à  la  sphère  sont  entre  elles  comme  les 
surfaces  de  ces  mêmes  polyèdres.  Ainsi,  la  pro- 
priété que  nous  avons  démontrée  pour  le  cylindre 
circonscrit  est  commune  à  une  infinité  d'autres 
corps* 

On  aurait  pu  remarquer  également  que  les  sur* 
faces  des  polygones  circonscrits  au  cercle  sont  entre 
elles  comme  leurs  contours. 

PROPOSITION   XVII. 

PROBLÂMS. 

Le  segment  circulaire  BMD  étant  supposé  gg.ayti 
faire  une  révolution  autour  d'un  diamètre  ex» 
térieurà  ce  segment  y  trouver  la  valeur  du  solide 
engendré. 

Abaissez  sur  Taxe  les  perpendiculaires  BE,  DF; 
div  centre  C  menez  CI  perpendiculaire  sur  la  corde 
BD,  et  tirez  les  rayons  CB,  CD. 

Le  solide  décrit  par  le  secteur  BCA  =  f  ic .  CB, 
AE*;  le  solide  décrit  par  le  secteur  DCA  =  f  ip.  *  »^- 

CB.AF;  donc  la  différence  de  ces  deux  solides,  ou  le 

solide  décrit  par  le  secteur  DCB  =  |  ir.  CB.'( AF  —  ^ 

AE)  =  ~  it .  CB .  EF.  Mais  le  solide  décrit  par  le  trian- 

— — • 
gle  isoscèle  DCB  a  pour  mesure  l-it.  Cl.  EF*;  donc  *i4. 

le  solide  décrit  par  le  segment  BMD  =  j  tt.  EF, 
(  CB*  —  Cl  j.  Or  dans  le  triangle  rectangle  CIB, 
on  a  CB"—  ci  =  ÏÏÎ  =  ^  BD*;  donc  le  solide  décrit 
par  le  segment  BMD  aura  pour  mesure  f  ir.  EF.  7  BD, 
ouiir  .  BD.EF. 
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SchoUe.  Le  soliile  décrit  par  le  segment  BMD  esta 

■  i« 
la  sphère  qui  a  pour  diamètre  BD,  comme  ^ir.  BD. 

£F  est  à  i  ir.  BD  Tôu  :  :  £F  :  BD. 

PROPOSITION  XVIII. 

Tout  segment  de  sphère^  compris  entre  deux 

plans  parallhles ,  a  potir  mesure  la  demi-somme 

de  ses  bases  multipliée  par  sa  hauteur^  plus  la 

-   solidité  de  la  sphère  dont  cette  même  hauteur 

est  le  diamètre. 

6g.  17x4  Soient  BE,  DF,  les  rayons  des  bases  du  s^^ment, 
EF  sa  hauteur,  de  sorte  que  le  segment  soit  produit 
par  la  révolution  de  l'espace  circulaire  BMDFE 
autour  de  Taxe  FE.   Le  solide  décrit  par   le   seg- 

*»7i    ment  BMD  *  =f  w.  Bd!eF|  la  tronc  de  cône  décrit 

t^e.    parletrapèzeBDFE*=|iç.EF.(BÊVDFVBK  DF)î 
donc  le  segment  de  sphère  qui  est  la  somme  de  ces 

deux  8olides=:r^iç.  EF.{a  BÊ+  %  DF+a  BE,  BF-|-"bd}  . 
Alais ,  en  menant  BO  parallèle  à  EF ,  on  aura  DO  =; 

^     ^     DF— BE,  D0="DF— aDF.  BE+BÊ*,  et parconsé- 

quent  BD=B5  +  D0"=ÊF+DF^a  DF  X  BE-hBÊ! 

Mettant  cette  valeur  à  la  place  de  BD  dans  Texpres* 
sion  du  segment ,  et  effaçant  ce  qui  se  détruit ,  on 
aura  pour  la  solidité  du  segment , 

^it.EF.(3BEV3DFVlF), 
expression  qui  se  décompose  en  deux  parties  ;  l^me 

^i?,EF,(3BE  +  3Î)F),  ou  EF,  (  *'"»g+^'^^) 
est  la  demi*somme  des  bases  multipliée  par  la  hauteur  { 
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laulre fie . EF  représente  la  sphère  dont  EF  est  le 
diamètre^  :  donc  tout  segment  de  sphère,  etc.  *i5.8cb; 

Corollaire.  Si  Tune  des  bases  est  nulle,  le  segment 
dont  il  s'agit  devient  un  segment  sphérique  à  une 
seule  base  ;  donc  tout  segment  sphérique  à  une  base 
équwaut  à  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de 
même  hauteur,  plus  la  sphère  dont  cette  hauteur  est 
le  diamètre. 

Scholie  généraL 

Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre,  H  sa 
hauteur  ;  la  solidité  du  cylindre  sera  ttR^xH,  ou 
ir  R*  H. 

Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cône,  H  sa  hauteur; 
la  solidité  du  cône  sera  wR*.  ^H,  ou-j7wR*H. 

Soient  A  et  B  les  rayons  des  bases  d'un  cône  tron- 
qué ,  H  sa  hauteur  ;  la  solidité  du  tronc  de  cône  sera 
ii7H(A-+B"  +  AB). 

Soit  R  le  rayon  d'une  sphère  ;  sa  solidité  sera 
|7;R\ 

Soit  R  le  rayon  d'un  secteur  sphérique,  H  la 
hauteur  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  ;  la  solidité  du 
secteur  sera  -f  ir  R*  H. 

Soient  P  et  Q  les  deux  bases  d'un  segment  sphé- 
rique, H  sa  hauteur,  la  solidité  de  ce  segment  sera 


(i:±S).H+iH. 


Si  le  sèment  sphérique  n'a  qu'une  base  P,  l'autre 
étant  nulle,  sa  solidité  sera  fPH -H  | ir  IV. 
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